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APRESENTACAO

Como complementagdo para o estudo da Geometria Descritiva apresentado em publicacdo
de 2020, em que a teoria foi detalhadamente desenvolvida, trazemos, agora, ao leitor, farta e ampla
colecao de problemas propostos e resolvidos.

Sua estrutura acompanha a daquele trabalho tedrico, evoluindo, desde os estudos iniciais
que embasam a Descritiva, até alcangar as mais completas combina¢des de temas conceituais,
métricos e de posi¢des, sempre apoiadas em conhecimentos geométricos, logrando, assim, crescente
complexidade.

A proposi¢ao, com o mesmo encadeamento utilizado na exposicao da teoria e, sempre que
entendido necessario, inclui citagdes, teoremas e conclusdes constantes de assuntos desenvolvidos
nas obras Geometria Plana, Conicas e Geometria Espacial, deste autor. Nestes casos, sdo elas referidas,
com expressa citacao de seus numeros de ordem nesses trabalhos. E, é claro, em especial, tais
indicagbes sao mais volumosas e presentes no que concerne a teoria desenvolvida na obra Geometria
Descritiva, principal apoio para o presente estudo.

Por isso mesmo, a sequéncia dos capitulos a que se referem os problemas apresentados
acompanha aquela obedecida no livro teérico citado, cabendo, como inicio de organizagdo estrutural,
a introduc¢ao, em que vao listados os principais conceitos tedricos e as propriedades geométricas
basicas, com suas primeiras aplicagdes a Geometria de Monge.

Especial aten¢do ¢ dedicada aos problemas métricos, que estudam a determinagao das
verdadeiras grandezas e de suas utilizagdes em questdes que envolvem distancias e angulos. As
distancias sdo estudadas entre pontos, retas paralelas, ou reversas, planos paralelos e em combinagdes
entre eles; os 4ngulos abordados sdo os existentes entre retas, concorrentes ou reversas, incluindo
suas combinagdes com planos e, em especial, com os planos de projecéo.

Concluindo, sao estudadas as construgoes de solidos, poliedros e corpos redondos, além das
determinagdes de se¢des planas a eles.
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Carituro |

CoONCEITOS E APLICACOES

Neste capitulo inicial sdo reunidos alguns conceitos geométricos fundamentais e suas
principais aplicagdes.

1 - Mediatriz de um segmento de reta

Por defini¢ao, mediatriz de um segmento de reta é a perpendicular ao segmento, con-
tendo seu ponto médio.

As principais propriedades a destacar sao:

1.1 - A mediatriz m de um segmento AB é o lugar geométrico dos pontos P equidis-
tantes dos extremos A e B do segmento (Figura 1).

1.2 - Assim, tal mediatriz m, salvo o ponto M, médio de AB, é o lugar geométrico dos
vértices P de todos os tridngulos isdsceles PAB, de bases AB (Figura 2). E, por isso, a mediatriz
¢ o lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam pelos extremos do segmento.

1.3 — A construgdo da mediatriz m de um segmento dado AB se faz pela utilizagao
de duas circunferéncias iguais, com centros em A e B e raio arbitrado. Os pontos P e Q, de
corte, por equidistarem de A e de B, definem a mediatriz m (Figura 3).

P 1P
P m
‘ [
A W B A M B
P e
Figura 1 Figura 2 Figura 3
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2 - Plano mediador de um segmento de reta

Por defini¢ao, plano mediador de um segmento de reta é o plano perpendicular ao
segmento, contendo seu ponto médio.

As principais propriedades do plano mediador sao:

2.1 - O plano mediador (a) de um segmento (A)(B) ¢ o lugar geométrico das media-
trizes (m) de (A)(B) (Figura 4) e, por isso, ¢ o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos
extremos do segmento. Assim, o mediador (o) de um segmento (A)(B) é o lugar geométrico
dosvértices dos triangulosisdsceles, debases (A)(B), excetuado o ponto (M), médiode (A)(B),
por ndo produzir tridngulo com (A) e com (B) (Figura 5).

2.2 - O lugar geométrico dos pontos equidistantes dos vértices de um triangulo é a
reta (p) perpendicular ao seu plano e pertencente ao seu circuncentro (O) (Figura 6), por
ser (p) a intersecdo comum aos mediadores dos trés lados do triangulo. Isso é o mesmo que
afirmar que tal reta (p) é o lugar geométrico dos centros de todas as superficies esféricas que
passam pelos vértices (A), (B) e (C) do triangulo.

2.3 - Dados quatro pontos (A), (B), (C) e (D), ndo coplanares, existe um, e apenas
um, ponto (O) deles equidistante (Figura 7). E o centro da superficie esférica - unica, repi-
ta-se — que passa por aqueles quatro pontos. Tal ponto (O) ¢ obtido pela interse¢ao da reta
(p), pertencente ao circuncentro do triangulo (A)(B)(C) e perpendicular ao seu plano com
o plano mediador (o) do segmento formado pelo quarto ponto (D) e por um qualquer dos
vértices daquele tridngulo (Figura 7).

A

Figura 4 Figura 5

(@
Figura 6 Figura 7
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3 - Bissetriz de um angulo

Por definigao, bissetriz de um angulo € a semirreta interior ao angulo, tendo por ori-
gem seu vértice e que o divide em dois angulos iguais.

Dadas duas retas concorrentes, sabe-se (Geometria Plana, nimeros 17 e 12.3) que as
bissetrizes dos angulos por elas formados sao, aos pares, colineares, as relativas aos dngulos
opostos pelo vértice assim criados e, aos pares, as consecutivas, perpendiculares entre si
(Figura 8).

Seguem as propriedades a destacar:

3.1 - A bissetriz de um angulo ¢ lugar geométrico dos pontos interiores ao angulo e
equidistantes de seus lados (Figura 9).

Isto é 0o mesmo que dizer que a bissetriz de um angulo, excetuado seu vértice, é o lugar
geométrico dos centros dos circulos tangentes aos dois lados do angulo (Figura 9).

3.2 - O lugar geométrico dos pontos equidistantes de duas retas secantes ¢ constituido
pelo par de retas suportes das bissetrizes dos angulos formados pelas retas (Figura 10). Assim,
as bissetrizes dos angulos formados por duas retas secantes constituem o lugar geométrico dos
centros dos circulos a elas tangentes (Figura 10), excetuado o ponto a elas comum.

3.3 - Para que uma reta t forme dngulos iguais com duas retas secantes r e s basta que
ela seja paralela a uma das bissetrizes b; ou b,, dos dngulos formados pelas secantes, tais os
pares de dngulos alternos internos que, entdo, se criam. Sdo assim as retas t; e t, da Figura

10, igualmente inclinadas em relagdo as secantes r e s.

Figura 8

Figura 9 Figura 10
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3.4 - Como, nos tridngulos isosceles, a bissetriz do angulo oposto a base é também
a mediana dessa base (Geometria Plana, nimero 48.1), resulta um procedimento bastante
simples para a constru¢do, em épura, das bissetrizes dos angulos objetivos formados pelos
dois tragos de um plano qualquer, mesmo sem que se saiba os valores desses dngulos.

Consiste em aplicar sobre cada um dos dois tragos an’ e an de um plano qualquer
(au), a partir de seu ponto comum (J), dois segmentos arbitrados, mas iguais, (J) V' e (J) H,
formando, assim, o triangulo is6sceles (J)(V)(H) e, obtendo o ponto (M), médio, de sua base
(V)(H), construir a mediana (J)(M), que, entao, sera a bissetriz do angulo objetivo formado
pelos tragos de (a) no diedro considerado (Figuras 11, 12 e 13).

~ T

b’

Figura 11 Figura 12 Figura 13

Observe-se que o procedimento se aplica, ndo apenas aos dngulos formados pelos tra-
¢os de um plano qualquer, mas também a todo angulo em que se possa, facilmente, aplicar,
sobre seus dois lados, dois segmentos iguais, para aproveitar o tridngulo isdsceles criado e,
entdo, a mediana, que € a bissetriz (b) procurada, como o angulo das retas (h) e (f) (Figura
14), o das retas (v) e (h) (Figura 15) e o das retas (A)(B) e (h) (Figura 16).

' fl P N
REVd o g h T A ()
R ~ b' \\ M,
R R
JI // hl
- hl \\\ ]
2 \Jl 2 (B)‘I
f
J 1
\ //
b S
. M
R
Figura 14 Figura 15 Figura 16
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4 - Bissetor de um diedro

Por defini¢ao, bissetor de um diedro é o semiplano interior ao diedro, que, tendo por
origem a aresta do diedro, forma angulos iguais com suas duas faces (Figura 17).

Decorre, entdo, que:

4.1 - O bissetor de um diedro fica perfeitamente definido pela aresta do diedro e pela
bissetriz de um de seus angulos planos (Figura 18).

4.2 - O bissetor de um diedro ¢ o lugar geométrico das bissetrizes de seus angulos
planos, sendo, entdo, o lugar geométrico dos pontos interiores ao diedro e equidistantes de
suas faces (Figura 19) (Geometria Espacial, numero 55.3).

4.3 - Assim, o bissetor de um diedro, excetuada sua origem, é o lugar geométrico dos
centros das esferas interiores ao diedro e tangentes as suas faces.

4.4 - Toda reta pertencente ou paralela ao bissetor de um diedro forma angulos iguais
com as duas faces do diedro (Figura 20).

(v) @

(v)
(i)
(b)\

Figura 18

Figura 17

’
g

Figura 19 Figura 20
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5 - Bissetores de dois planos secantes

Por definic¢ao, planos bissetores dos angulos formados por dois planos secantes, ou,
simplesmente, bissetores desses dois planos, sdo os dois planos formados com os bissetores
dos quatro diedros definidos pelos planos (Figura 21).

Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 54) que os dois bissetores (;) e (,) de dois
planos secantes (a) e (y) sdo perpendiculares entre si, ficando perfeitamente definidos pela
intersecdo (i) dos dois planos e pelas bissetrizes dos angulos planos de seus diedros, tomados
dois a dois (Figura 22).

Propriedades:

5.1 - O par de bissetores (B;) e (B,) de dois planos secantes (a) e (y) constitui o lugar
geométrico das bissetrizes dos dngulos planos dos diedros por eles formados (Figura 23).

5.2 - O lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois planos secantes é constitu-
ido por seus dois bissetores (Figura 24).

5.3 - O lugar geométrico dos centros das esferas tangentes a dois planos secantes é o
par de planos bissetores dos angulos formados pelos planos secantes, exceto, naturalmente,

sua interse¢do, por nao ensejar tais esferas.

Figura 23 Figura 24
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5.4 — E condi¢do para que uma reta (r) forme

angulos iguais com dois planos secantes (a) e (y),
que (r) pertenca ou seja paralela a pelo menos um
dos bissetores (Figura 25) dos angulos formados
por esses planos (Geometria Espacial, naimero 58).

Naturalmente, se ela for paralela aos dois pla-

nos bissetores dos planos secantes, ela sera paralela
a interse¢do desses planos.

5.5 - E condi¢io para que um plano (0) for-
me angulos iguais com dois planos secantes (y) e
(o) que ele seja perpendicular a pelo menos um dos
bissetores dos dngulos formados por (a) e (y) (Geo-
metria Espacial, ntmero 60) (Figura 26).

E claro que, se (0) for perpendicular aos dois

planos secantes (o) e (y), ele sera perpendicular
\ . ~ . Figura 26
a sua interse¢do, conservando a propriedade da g

igualdade de inclinagao a (a) e (y).

6 - Bissetores dos angulos formados por duas retas secantes

Por defini¢ao, planos bissetores de duas retas concorrentes sdo os dois planos perten-
centes a cada uma das duas bissetrizes dos angulos por elas formados e que sdo perpendicu-
lares ao plano das duas retas.

Assim s3o os planos (3;) e (B,), bissetores das duas retas concorrentes (r) e (s) da Figura 27.

Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 62.1) que esses dois planos (1) e (B,) ficam
definidos por cada uma das bissetrizes (b;) e (b,) dos dangulos formados pelas duas concor-
rentes e pela reta (p), perpendicular ao plano das duas retas secantes (r) e (s), tragada pelo
ponto comum a elas (Figura 27).

E também (Geometria Espacial, nimero 62.2), ®,) ®)
que os planos bissetores dos angulos formados por (p)
duas retas secantes sdo perpendiculares entre si.

Resulta que os planos () e (B,), bissetores

das retas concorrentes (r) e (s), acabam sendo os

planos bissetores dos diedros formados pela reta (p)

respectivamente com (r) e com (s).

Figura 27

CELio PinTO DE ALMEIDA 17
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Propriedades:

6.1 — Os planos bissetores (3;) e (B,) de duas retas concorrentes (r) e (s) constituem o
lugar geométrico dos pontos (P) delas equidistantes (Figura 28).

6.2 — Todas as retas pertencentes ou paralelas a um dos bissetores de duas retas secan-
tes (r) e (s) formam angulos iguais com estas (Figura 29).

6.3 — Toda reta que forme angulos iguais com duas retas reversas (r) e (s) pertence,
ou ¢ paralela, a um dos bissetores (1) e (B,) dos angulos formados por duas concorrentes
(r1) e (sq), tragadas por um ponto (A), qualquer, paralelamente a (r) e a (s), respectivamente
(Figura 30).

6.4 - Todo plano (o) paralelo ou pertencente a bissetriz de um dos angulos formados
por duas retas concorrentes (r) e (s) inclina-se igualmente em relagdo a (r) e a (s) (Geome-
tria Espacial, nimero 67). Assim ¢ o plano (a.), paralelo a bissetriz (b;) de um dos angulos
formados por (r) e (s) na Figura 31.

Figura 28 Figura 29

Figura 30 Figura 31
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7 - Angulos de reta com plano e com reta

Por defini¢do, 4ngulo de uma reta com um plano ¢ o dngulo que ela forma com sua
projecao ortogonal sobre o plano. Assim sao os angulos o e B que a reta (r) forma com () e
com (1), respectivamente (Figura 32).

7.1 — Observe-se que, considerado um
segmento (A)(B) de (r), suas projecdoes AB e
A'B’ sao medidas, cada uma, pela multiplica-
¢do do valor d do préprio segmento (A)(B)

pelo cosseno do angulo formado com o plano

de projecao em questao (Figura 33).

Em épura, os angulos que uma reta
qualquer (r) forma com cada plano de proje-

¢ao sdo obtidos, em verdadeira grandeza, pelas I
igura

simples construgdes de triangulos retangulos,

a partir das proje¢oes de um segmento (A)(B),

qualquer, da reta (r) (Figura 33), utilizadas as

diferencas Az das cotas e Ay dos afastamentos d .
de (A) e de (B). As construgdes desses trian- '
gulos retangulos (Figura 33) entregam, além ' |
dos angulos, a verdadeira grandeza d do — A —
comprimento do segmento (A)(B). ; A |
7.2 - O lugar geométrico das retas que Ay
pertencem a um ponto fixo (J) e que formam d B
angulo constante o, ndo reto, com um plano Az
(0) é a superficie cdnica de revolugdo de vér- Figura 33

tice (J) e eixo (s), pertencente a (J) e perpen-
dicular a (0), tal que seu semidngulo no vér-
tice valha o complemento de o (Geometria
Espacial, nimero 183.3) (Figura 34).

Isso é o mesmo que afirmar que o lu-
gar geométrico das retas que, passando por
um ponto fixo (J), formam angulo constan-
te @, ndo reto, com uma reta qualquer (r) é a
superficie cdnica de revolucao de vértice (J),

eixo (s), paralelo a (r), contando com semian-

gulo no vértice igual a ¢ (Figura 34). Figura 34

CELio PinTO DE ALMEIDA 19
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7.3 — O lugar geométrico das retas (t) que pertencem a um ponto fixo (J) e que for-
mam angulos iguais com duas retas fixas (r) e (s), concorrentes ou reversas, ¢ o conjunto dos
dois planos bissetores () e (B,) dos angulos formados por duas retas (r;) e (s;), respecti-
vamente, paralelas a (r) e a (s) e pertencentes a (J) (Figura 35).

7.4 - O lugar geométrico das retas (t) que pertencem a um ponto fixo (J) e que formam
angulos iguais com dois planos secantes (o) e () é o conjunto dos dois planos bissetores (31)
e (B,) dos angulos formados por dois planos (a.;) e (y7), pertencentes a (J) e respectivamente
paralelos a () e a (y) (Figura 36).

8 ]

Figura 35

Figura 36

8 - Angulo de plano com plano

Por defini¢ao, angulo de um plano (o) com outro plano (y) a ele secante ¢ o dngulo
plano de um dos diedros agudos que eles formam (Figura 37).

8.1 — Isto é o mesmo que dizer (Geometria Espacial, nimero 51) que o angulo de dois
planos secantes é o 4ngulo formado por duas retas de maior declive de um em relagao ao
outro e de sua reciproca, em relagdo ao primeiro (Figura 37).

8.2 — Todos os planos pertencentes a um ponto fixo (J) e que formam um angulo agudo
constante oo com um plano fixo (0) sdo tangentes a superficie conica de revolucao de vértice (J),
eixo perpendicular a (8), com semiangulo no vértice igual ao complemento de o (Figura 38).

A
N/

Figura 37 Figura 38
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9 - Distancias

Nos itens iniciais, foram abordadas as propriedades de equidistancias a dois pontos (nu-
meros 1 e 2), a duas retas secantes (numeros 3 e 6) e a dois planos secantes (niimeros 4 e 5).

Complementando essas propriedades e tratando, agora, de planos paralelos e de dis-
tancias a um ponto fixo, ou a uma reta fixa, cabe anotar as seguintes propriedades:

9.1 - O lugar geométrico dos pontos distantes um valor constante d de um plano (o)
é constituido por um par de planos (o) e (o), paralelos a (a) e dele distantes esse valor d
(Figura 39).

9.2 - O lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois planos paralelos (c.;) e (a.,)
¢ o plano (o) paralelo a eles e deles equidistante (Figura 39).

9.3 — O lugar geométrico dos pontos, cujas
razdes entre as distancias a dois planos paralelos
(a) e (y) é constante, ¢ um plano (J3) a eles para-
lelo e deles afastado segundo distancias d; e d,
obedecendo a essa razao (Figura 40).

Tal plano pode se situar entre os dois pla-

nos dados, ou no exterior do intervalo que eles

Figura 39

<m

Figura 40

formam, conforme tais razdes sejam, respectiva-
mente, negativas ou positivas, desde que tomadas
por seus valores algébricos.

it

E, entdo, mais proximo de (a), ou de (y),

d
conforme o mddulo dessa razdo d; / d, seja me- ;
2

nor, ou maior, que um, respectivamente.

E claro que se arazdo d; / d, foriguala -1,
tal plano () sera o equidistante de (o) e de (y).

9.4 - O lugar geométrico dos pontos dis-
tantes um valor constante k de um ponto fixo

(O) é a superficie esférica de centro (O) e raio k
(Geometria Espacial, nimero 183.4).
9.5 - O lugar geométrico dos pontos dis- (")
tantes um valor constante k de uma reta fixa (r)
é a superficie cilindrica de revolu¢ado de eixo (r) e
raio k (Figura 41).

Figura 41
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10 — Razao constante entre duas coordenadas

10.1 - Cota e afastamento

O lugar geométrico dos pontos que mantém constante a razdo entre suas cotas e seus
afastamentos é um plano (7'n)-(M) (Figura 42).

De fato, observando um corte de perfil, ou uma épura, construidos para pontos (M),
(N), (P), etc. desse plano, as inimeras semelhangas de triangulos como (])(M)ll\_/l, (])(N)lﬁ,
(])(P)ll_D, etc. da Figura 43, ou como (J)M'M e (J)N'N, (L)P’P e (L)N'N, etc. da Figura 44,
asseguram a constancia da razdo entre as cotas e os afastamentos de todos esses pontos (M),
(N), (P), etc.

Cabe notar que tal constante tem valor positivo para os planos (1'n)-(M) que atraves-
sam os diedros impares (Figuras 42, 43 e 44), tais os sinais iguais das cotas e dos afastamen-
tos de todos os seus pontos e que o valor da constante passa a ser negativo, naturalmente,
para planos (1'n)-(M) que passam pelos diedros pares (Figuras 45, 46 e 47), onde tais sinais
sao contrarios.

N
M ()
p N (N),
] N M— - -
N
P! P g
(P
Figura 42 Figura 43 Figura 44
(M), M
N |y
| \W P
— W N — —_ —
P’ (P);
Figura 45 Figura 46 Figura 47

22 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 22 28/02/2022 15:28:05



10.2 — Abscissa e cota

O lugar geométrico dos pontos que conservam constante a razao entre suas abscissas e
suas cotas é um plano de topo que passa pela origem das abscissas, tais as semelhangas dos tri-
angulos retangulos como OM’M, ON'N, OP’P, etc., para todos os seus pontos (Figuras 49 e 51).

Tal plano tem trago vertical, no primeiro diedro, voltado para a direita, quando a
constante é positiva (Figuras 48 e 49), e para a esquerda (Figuras 50 e 51), quando negativa.

Figura 48 Figura 49 Figura 50 Figura 51
10.3 — Abscissa e afastamento

O lugar geométrico dos pontos para os quais ¢ constante a razao entre a abscissa e o afas-
tamento ¢ um plano vertical que contém a origem das abscissas, conforme comprovam os tri-
angulos retangulos como OMM, ONN, OPP, etc. (Figuras 53 e 55) para todos os seus pontos.

Tal plano vertical tem seu trago horizontal, no primeiro diedro, voltado para a direita
(Figuras 52 e 53), quando a razdo constante é positiva, e para a esquerda, quando negativa

(Figuras 54 e 55).
o'
MNP |0
P
N
T, M
Figura 52 Figura 53 Figura 54 Figura 55
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11 - Soma, ou diferenca, constante de duas coordenadas
11.1 - Soma constante entre cota e afastamento

O lugar geométrico dos pontos, para os quais é constante a soma entre cota e afas-
tamento, ¢ um plano paralelo a linha de terra e paralelo a (,,), tal que a cota de seu trago
vertical iguale o afastamento de seu trago horizontal, valores que medem aquela constante.

De fato, basta ver (Figura 56) que para todo ponto (M) do plano (a.), paralelo a (B,4),
as linhas de chamada de seus pontos entregam:

z+y=a+ b=k, valor constante e igual a cota de an’ e ao afastamento de a.

Observe-se mais que a propriedade permanece véalida para pontos de (o) exteriores ao
primeiro diedro, ja que tais pontos (P) do segundo diedro tém cotas positivas, maiores que
os modulos de seus afastamentos e que seus pontos (Q), do quarto diedro, ao contrério, tém
afastamentos positivos maiores que os mddulos de suas cotas negativas (Figura 56).

Naturalmente, se a constante k da soma de cotas e afastamentos dos pontos (P) em
analise for negativa, o plano (o), lugar geométrico em estudo, devera atravessar o terceiro
diedro (e, ¢ claro, também o segundo e o quarto), o que os proprios sinais da cota de an’ e
do afastamento de ar confirmam (Figura 57).

11.2 - Diferenca constante entre cota e afastamento

Com igual raciocinio ao acima desenvolvido e tais os sinais de cotas e afastamentos
agora em estudo, conclui-se que o lugar geométrico dos pontos (P), para os quais é constante
a diferencga entre cota e afastamento, é um plano (a), paralelo a linha de terra e paralelo a
(B13) para o qual a cota de an’ e o afastamento de an indicam o valor da diferenga constante

(Figura 58).
r '
P r ) /
V' o' ot H
M M am=am \H \
r k M
z
P a\H' \
J— y , — — h —
Vv b Q H \
M k M
— m N\ | —
M o o'
H V' M\
Q rl rl
Figura 56 Figura 57 Figura 58
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11.3 - Soma constante entre abscissa e cota

O lugar geométrico dos pontos (P), para os quais é constante o valor da soma entre suas
abscissas e suas cotas, ¢ um plano de topo (o), inclinado de 45° em relagdo a (), cujo trago
vertical, no primeiro diedro, se volte para a esquerda (Figuras 59 e 60). A abscissa do traco de
(o) com ('m) mede o valor da constante, positiva (Figura 59), ou negativa (Figura 60).

11.4 - Diferenca constante entre abscissa e cota

O lugar geométrico dos pontos (M), para os quais é constante a diferenga entre abs-
cissa e cota, é um plano de topo (), inclinado de 45° em relagdo a (), com trago vertical, no
primeiro diedro, voltado para a direita e tal que a abscissa de seu trago com (7'n) indique o
valor positivo dessa constante k (Figura 61), ou negativo (Figura 62).

11.5 — Soma constante entre abscissa e afastamento

O lugar geométrico dos pontos (P), para os quais é constante a soma entre abscissa e
afastamento, é um plano vertical (o), inclinado de 45° em relagdo a (7’), com trago horizon-
tal voltado para a esquerda, no primeiro diedro, e cujo trago com (n’n) indique o valor da
constante (Figuras 63 e 64).

11.6 - Diferenca constante entre abscissa e afastamento

O lugar geométrico dos pontos (Q), para os quais é constante a diferenca entre abs-
cissa e afastamento, é um plano vertical (y), inclinado de 45° em relagdo a (7’), com trago
horizontal voltado para a direita, no primeiro diedro, e cujo trago com (7’n) indique o valor
da constante (Figuras 65 e 66).

am™\P' aw YT, M YT
PI PI MI
Pl P' M' MI
0 45% 45° 0 0 (450 (45° 0
— T [— — L] — — | — — | —
k | & k k
o QT Y Yy
Figura 59 Figura 60 Figura 61 Figura 62
aT' aT' yr' yr'
k k _k k )
T
0 0 0
- - - 450 - - ,,/‘450 - -
P Q
P Q
o7, Figura 63 om Figura 64 Figura 65 b Figura 66

CELio PinTO DE ALMEIDA 25

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 25 28/02/2022 15:28:06



12 - Soma constante das trés coordenadas

Consideremos, no sistema projetivo, também o plano de perfil de abscissa zero e um
plano qualquer (o), perpendicular a (B;3), com tragos, no primeiro diedro, inclinados de 45°
em relagdo a (1'n), voltados para a esquerda, e o trago (J) de (o) com (7'nt), tendo abscissa k.

Vamos provar que, para todos os pontos de (o), é constante e igual a k a soma das trés

coordenadas.

Para tanto, consideremos dois pontos genéricos (P) e (Q) de (o), o primeiro situado

no primeiro diedro e o segundo ndo (Figuras 67 e 68).
Os triangulos retangulos e is6sceles O3], 12P e J2V’ (Figura 67) dao:

1P=12, 2V’=2] € 03=0J

Assim, por soma, 0l + 12 + 2] =01 + 1P + 2V’ = O]

Ou: x+y+z=Kk, o que significa que, para um ponto (P), qualquer, de (o), no primei-
ro diedro, a soma das trés coordenadas vale a constante k.

Igualmente (Figura 68), os triangulos retangulos e isésceles VQ1 e V’'V] dao:
Ql=V1..y=x-0V e VV=V] .. z=k-0V

Entdo, por diferenga: z-y=k-x .- k=x-y+z

Como y tem sinal negativo: x+y+z=k.

E, como (Q) é um ponto genérico de (a), fica comprovada a propriedade para pontos

de (o) exteriores ao primeiro diedro.

J

OL’IT/

Figura 67 Figura 68
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Assim, o lugar geométrico dos pontos para os quais a soma das trés coordenadas ¢é
constante e igual a k ¢ o plano (a), perpendicular a (3,3), com tragos inclinados a 45° com
(1'n) e, em épura, no primeiro diedro, voltados para a esquerda, o trago de (o) com (7'n),
tendo abscissa k (Figura 69).

E claro que a cota
do traco vertical (V) de
(o) com (m”) iguala o

afastamento do trago ho-
rizontal (H) de () com

(1), ambos medindo essa

constante k (Figura 69),

até porque, para esses dois

pontos, as outras duas co-

ordenadas sao nulas.

Naturalmente, a so-

ma constante das trés co- i

igura 69
ordenadas sendo positi-
va, o traco (J) de (o) com
(1'm) tem abscissa positiva g
(Figura 69), sendo nula A
(Figura 70), tal traco (J) A

coincide com a origem das 0=(J)

abscissas e resta negativa - -

a abscissa desse traco (J),
quando a soma das trés
coordenadas ¢ negativa
(Figura 71). o

Figura 70 Figura 71
13 - Propriedades das somas

Estudemos os lugares geométricos dos pontos, para os quais uma coordenada iguala
a soma das outras duas.

Com raciocinio analogo ao desenvolvido no item anterior e trabalhando com trién-
gulos retangulos isdsceles, observemos as épuras seguintes (Figuras 72, 73 e 74), de planos
perpendiculares a um bissetor, com tragos inclinados de 45° em relagao a (n'n), e admitamos
em todos os casos que a origem das abscissas coincide com o ponto (J), trago do plano em
estudo com (1U'n).
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Para um ponto (A), qualquer de (o), pode-se anotar:

\OL'IT
X=y+z

Figura 72

amT' =T
AY
Al
z z
J=0 /x
y y
y
A
A

y=x+z z=x+y
yExtz

Figura 73

Figura 74

Em todos os casos, uma coordenada iguala a soma das outras duas.

As relagdes acima instituidas e aquela demonstrada no item 12, precedente (Figuras

67, 68, e 70), podem ser escritas assim:

x+y+z=0

X=y+z

Yy=X+12

Z=X+tYy

14 - Resumo

(Figura 75)
-x+y+z=0
x-y+z=0
x+y-z=0

aTr'
(1) A
(2) 4 z
z J=0
—_— y —_—
(3) y
A
(4) X :
oUTT,
Figura 75

Considerando tudo acima instituido, para os pontos pertencentes aos planos que te-
nham, em épura, tragos inclinados de 45°, em relagdo a linha de terra (perpendiculares a
um dos bissetores — Geometria Descritiva, nimero 77), cortando-se na origem das abscissas,

pode-se anotar:

tx+ty+z=0

Ou seja, que é nula a soma algébrica de suas trés coordenadas, uma delas, apenas,

podendo ser negativa.
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Carituro Il

PonTto, RETA E PLANOS BISSETORES

Neste capitulo vao relacionados problemas relativos ao ponto, as suas coordenadas e
as retas e seus tracos horizontais, verticais e com os bissetores.

Sao, ainda, bem simples.

15 - Os segmentos de reta (A)(B) e (A)(C), respectivamente horizontal e frontal, for-
mam com (7’) e com (7r), também respectivamente, 60° e 30°.

Sabendo que o ponto (A) pertence a (3;3), tendo abscissa nula e cota negativa, pe-
de-se determinar a linha de terra e a diferenca entre as abscissas, positivas, infor-
ma-se, dos tragos vertical (B) de (A)(B) e horizontal (C) de (A)(C), dadas, apenas,
as projecdes de (A).

Resolugdo: Construida, com pre- A ¢
cisdo, a mediatriz de AA, que é o supor- i
te da linha de terra, para completar sua

determinacdo cabe observar sua orienta- — /N - 30 -
¢do, obedecendo a imposi¢ao do ponto

(A) ter cota negativa (Figura 76). N 5

O segmento BC’ mede a diferen-

¢a de abscissas pedida (Figura 76). Figura 76

16 - Construir as proje¢des do segmento formado pelos tragos com (j3,4) das retas con-
correntes (r) e (s), dadas por suas projecdes.

Resolu¢ao: Mesmo com a ausén-
cia da linha de terra, sdo imediatas as
obteng¢des dos tracos (P) e (Q) das retas
dadas com (B,,) (Geometria Descritiva,
numero 14), obtendo-se, assim, o seg-
mento pedido (P)(Q) (Figura 77).

Figura 77

29
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17 - O triangulo isésceles (A)(B)(C), de base (B)(C), tem os lados (A)(B) e (A)(C), res-
pectivamente vertical e frontal. Sabendo que (A)(C) forma angulos iguais com os
planos horizontais e os de perfil e que o vértice (B) pertence a (8,4), pede-se cons-
truir as proje¢des do triangulo, a partir das projec¢des, dadas, do vértice (A).

Resolucdo: (B) é o trago da vertical (v) A
com (f3,,), de imediata obtengdo. Também sim-
ples o tracado da frontal (A)(C), com duas solu- , ;‘
¢Oes, ambas inclinadas de 45° em relagdo a (7) e N /
aos planos de perfil, com o lado (A)(C) igual ao /

(A)(B), nas projegdes verticais, ambas em V.G. a —

A Figura 78 traz as duas solugdes para o

A : Fioura 78
triangulo pedido. igura

18 - Desenhar as projecdes do triangulo formado pelos tragos das retas (r), (s) e (t),
dadas por suas projegdes, com (f3;3).

Resolugdo: Simples (Geometria Descriti-
va, numero 14) as obtencdes dos vértices (A),

(B) e (C), do tridngulo pedido, tragos respecti-
vos das retas dadas (r), (s) e (t) com (B;3). Note-
se que o trago de (t) com (By3) se situa na linha

de terra (Figura 79). Figura 79

19 - A reta frontal (f) concorre com as retas de topo (r) e (s), respectivamente, nos pon-
tos (A) e (B), e com a vertical (v) no ponto (C), que pertence a (By3).

Pede-se determinar as projecdes desses trés pontos, bem como a posi¢ao da linha
de terra, dadas, apenas, as projecdesr, r, s e V.

Resolugdo: A projecao vertical f* da fron-

INEA

r e s e a horizontal vem conduzida por v, com $'=B

tal (f) fica prontamente definida pelos pontos

dire¢do perpendicular a proje¢ao horizontal r.

L
-
L

Imediatas, entdo, as projecdes de (A),
(B) e (C), bem como a determinacio da linha f A B v=C

de terra, mediatriz de C’C, para a qual cabem

r S

duas orientacdes (Figura 80). Figura 80
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20 - As retas paralelas (a), (b) e (c) cortam (7°) produzindo um triangulo equilatero, nao
atingido pela linha de terra. Dadas as projec¢des das retas (a) e (b) e sabendo que o tra-
¢o da reta (c), com (f3,,), tem cota igual  metade da cota do trago vertical da reta (a),
pede-se construir as projecoes do tridngulo equilatero citado e as projecoes da reta (c).

Resolugao: Os vértices (A) e (B), tra-
cos verticais de (a) e de (b), sdo imediatos,
como também a construgdo do tridngulo
equilatero (A)(B)(C), em V.G., em sua pro-
jecdo vertical (Figura 81).

A partir de C; temos ¢’ e, marcado o

trago P’= P, com cota igual a metade da de
(A), vem a projegdo horizontal ¢, da terceira Figura 81

paralela (Figura 81).

21 - A reta (a), dada por suas projecées, pertence a (3;3) e concorre com a reta (r), pa-
ralela a (B,,). Dada, ainda, a projecio r, pede-se determinar a posi¢do da linha de
terra, a projecao horizontal r dareta (r) e as projecdes da reta fronto-horizontal (t),
situada no terceiro diedro, sabendo que ela encontra as retas (a) e (r) num s6 ponto.

Resolugdo: A bissetriz do angulo for-
mado por @ e a ¢ a linha de terra procu-
rada (Figura 82), anotando-se que ha uma
segunda solugdo, nao indicada na Figura 82
(a segunda bissetriz).

Fica, entdo, simples construir a linha

de chamada do ponto J e, com isso, a proje¢io

horizontal r da segunda reta e as duas proje-

¢oes da fronto-horizontal (t) (Figura 82). Figura 82

22 - Determinar a projecao horizontal da reta (A)(B), paralela a reta (C)(D), dadas as
projecoes A, A, B, C,C,D’ e D.

Resolu¢ao: Com a inexisténcia da li-
nha de terra, deve-se recorrer as retas con-
correntes (r) e (s), formadas, respectivamen-
te, pelos pontos (B) e (C) e pelos pontos (A)
e (D) (Geometria Descritiva, nimero 27),

para obter, a partir da projecao J, a projecao
horizontal do ponto (B) (Figura 83). A

Figura 83
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23 - Construir as proje¢des do triangulo (A)(B)(C), sabendo que o lado (B)(C) pertence
a (m), que os lados (A)(B) e (A)(C) sao paralelos a (,,) e que os vértices (B) e (C)
distam do ponto (J), de (1), um valor igual a abscissa de (J), (B) com abscissa me-

nor que (C), dadas as projecoes A, A e].
Al

Resolucao: Sabe-se (Geometria Descriti-

va, nimero 29) que os afastamentos dos pontos K B ¢
(B) e (C) devem ser iguais a soma da cota e do
afastamento de (A), o que torna imediatas suas k ]
obtengdes, pelas intersecdes da reta p, paralela

a ('n), com a circunferéncia de centro J e raio D B C

igual a sua abscissa (Figura 84).
Figura 84

24 - Dadas as projegdes do ponto (A) e da reta (p), de (B,4), pede-se desenhar as pro-
jecoes da reta (r), pertencente ao ponto (A) e concorrente com a reta (p), sabendo
que, em épura, sao perpendiculares entre si as projecoes de (r).

Resolugao: Se a reta pedida concorre com (p), de (B,4), hd de ser num ponto com
projegodes coincidentes, tal como as de (p).

E, para que sejam perpendiculares, em
épura, r e r devem concorrer num ponto da cir-
cunferéncia de didmetro AA (Geometria Plana,
namero 128.2).

O problema oferece, para os dados, duas
solugdes (r;) e (r,), correspondentes aos dois

pontos de corte de p’ = p com aquela circunfe-
réncia (Figura 85). Figura 85

25 - (H), (P) e (I) sdo os tragos da frontal (f), respectivamente, com (1), (B,4) e (By3)-
Determinar as projec¢des de (I), a partir das projecoes dadas f, H e P’ esta perten-
cendo af’

Resolucao: As projecdes H e P, esta coin-
cidente com P’ definem f e a perpendicular a f,
por H, traz H’ e a linha de terra, anotada sem
orientagao, por servirem as duas possiveis. E,
entdo, por simetria de H em relagdo a linha de
terra, obtém-se H e, em seguida, o traco (I) pe-

dido (Figura 86). Figura 86
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26 - As retas frontais (a) e (b) inclinam-se de 60°, em relacdo a (7), e concorrem com
a reta de topo (t), respectivamente, em seu traco (I) com (f3;3) e em seu trago (P)

com (B,,).

Dadas as projegées do traco (I) de (t) com (B, 3), pede-se construir as projecdes das
duas frontais, sabendo que elas nao sao paralelas entre si.

Resolugdo: A reta de topo (t), cuja projecao

horizontal t, ndo representada na Figura 87, con- b I'=P'=P
funde-se com a linha de chamada dada I'l, pro- o
porciona a dire¢do das proje¢des horizontais a e b 50
das frontais em estudo, prontamente, assim, cons-

truidas (Figura 87). 7
a — b'

Porque o angulo que uma frontal forma
com (m) aparece em V.G. em sua proje¢ao verti-
cal, pode-se construir, com rigor a’ e b; inclina-

dos de 30° com aquela linha de chamada e, por-

tanto, obedecendo a inclinagdo de 60° com (). |

E ambas as dire¢des, em ordens arbitradas, sao I
igura

aproveitadas, ja que é imposto que as duas fron-

tais ndo sejam paralelas.

27 - Fixado o trago horizontal (H) de uma reta (r) paralela a (;3), pede-se construir,
em épura, os lugares geométricos das projecoes dos tragos verticais (V) e dos tra-
cos (P), com (B,,), dessas retas (r). Dadas as projecoes H’ e H.

Resolucao: Sabe-se (Geometria Descritiva,
numero 29) que, para toda reta qualquer paralela
a (B13), sao iguais, em moddulo, as cotas de seus
tracos verticais (V) e os afastamentos de seus tra- /
¢os horizontais (H), mas que seus sinais sdo con-

trarios. E que seus tragos (P) com (B,4) sdo os
pontos médios dos segmentos (V)(H).

Assim, os lugares geométricos procurados

sdo as projecoes das fronto-horizontais (v) e (p)

(Figura 88), conduzidas pelos pontos (V) e (P),

respectivamente trago vertical e trago com (3,4)

de uma reta (r), arbitrada, da familia em estudo, Figura 88
pois a cota de (V) ha de ser constante.
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28 - A reta (r), concorrente com as retas de topo (a) e (b) e com a reta de perfil (A)(B), é
paralela a (;3).

Dadasas projecdes verticaisa’ eb’ das retas de topo e as duas projecoesdareta (A)(B),
pede-se construir as projecdes da reta (r), assim como a posi¢ao da linha de terra,
sabendo que o ponto comum as retas (r) e (A)(B) é um ponto (J), do terceiro die-
dro, tal que a cota de (J) valha o triplo de seu afastamento.

Resolugdo: A impossibilidade inicial A
de contar com a linha de terra provoca a

construcio geométrica que leva " a J e J
a J, mantendo a divisdo proporcional das
duas projegoes do segmento (A)(B).

A obtenc¢ao da proje¢ao horizontal
da reta (r) se faz, entao, conforme detalha-

do no item 29 de Geometria Descritiva e,

enfim, a divisdo do segmento '] em quatro
partes iguais determina a posi¢do da linha

de terra (Figura 89), orientada de modo a
Figura 89
que o ponto (J) pertenca ao terceiro diedro. o

29 - Instituir o lugar geométrico dos pontos que tenham suas trés coordenadas iguais.

Resolugao: Para que um ponto tenha cota e afastamento iguais deve pertencer a (3;3)
e, para que tenha essas duas coordenadas iguais as suas respectivas abscissas, deve pertencer
aos planos (B1) e (B,), bissetores dos diedros formados por (n”) com (n) e com (7’), nas
regides que contam com as igualdades de sinais dessas trés coordenadas (Figuras 90 e 91).

Assim, o lugar geométrico pedido é a reta (r), comum a esses trés planos, com proje-
¢oes, em épura, formando 45° com 7'r, pertencentes a origem (O) das abscissas.

By

Figura 90 Figura 91
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Carpituro I

PLANO, PERTINENCIAS E TRACOS

Aqui sdo apresentados problemas relacionados as pertinéncias de pontos e de retas
aos planos, bem como as determinagdes de tragos de planos com os planos de projecao e
com os planos bissetores.

Sao algo mais que seis dezenas, a saber:

30 - Determinar os tragos dos planos de topo (y) e (p), sabendo que os planos sdao per-
pendiculares, que (y) contém a origem O das abscissas e o ponto (A) e que (p) per-
tence a reta (A)(B), dadas as projecoes A, B e B’ e a origem O das abscissas.

Resolugao: Imediatos os tragos horizontais dos o A

Al

. .. yr'
dois planos. E os verticais, apresentando em V.G., en-

tre eles, a perpendicularidade dos planos, devem ter
seu ponto comum sobre a circunferéncia de diametro,
OB; arco capaz de 90°, para OB. 0 B

m
| |

Finalmente, porque o ponto (A) pertence aos
dois planos de topo, sua projecao vertical deve ser o

ponto comum aos dois tragos verticais procurados. A,

Yy p

H4, portanto, duas solugdes, A'; e A5, s6 tendo Figura 92

sido completada a primeira, na épura da Figura 92.

31 - Determinar os tragos do plano (o), formado o
pelas retas (a) e (b), dadas por suas projecoes. b b B A=A,
Vl

Resolugdo: Apoiando-se uma horizontal (h) nas

duas retas dadas e obtendo-se seu trago vertical (V), p— ——
a utilizagdo do ponto (J), que ha de ser o comum aos ‘
dois tragos de (a), e da direcao dessa horizontal (h)
proporcionam, facilmente, os tragos o’ e an pedidos ,
(Figura 93). Figura 93
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Marcar o ponto (A) no plano (o), dado por seus tracos, ou pelas proje¢des de duas
retas (a) e (b). Dada, sempre, a projecio A.
Resolucoes: Utilizada, sempre, uma reta auxiliar (t), contendo o ponto (A).

32 34

t A
QT
Figura 94 Figura 95 Figura 96
35 36
o)
Al
AI Vl t,
o', V,
/ |
t
QT H
— v -
- H' vV A'\_
A
tl
QT
Figura 97 Figura 98 Figura 99

Figura 100 Figura 101 Figura 102
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Marcar a reta (r) no plano (a), dado por seus tragos. Dada, sempre, a projecao r.

Resolucao: Utilizados os tragos de (r), e/ou retas, auxiliares (t), de (o).

41 42 43
o ; Me) g
1!
t A J M’ 1 f
1
am'= o
t
M 1
r
Figura 103 Figura 105
44 45 46
1 t'
o
1 r
J r 1
V. 1/J H' V
t r B B
HI
- Vv — QT
/ i \
t - aT' \
t / v
t
H r 1
O"“'/H o
Figura 106 Figura 107 Figura 108
47

Figura 109 Figura 110 Figura 111
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Marcar a reta (r), dada, sempre, por sua projecao vertical r’ no plano (), dado por

seus tracos, ou por duas retas (a) e (b).

Resolucoes: Utilizada, sempre que necessario, uma reta auxiliar (t), de (o).

52
t
a d 2
rl
b'=b
f
a
/1 2
t
Figura 112 Figura 113 Figura 114
54 55 .
QT
1 V'
r
| .
k
'S ot
k
| r
Figura 116 Figura 117

2| r b|

b
2
Figura 118
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Marcar a reta (r), dada, sempre, por sua projecao vertical r’ no plano (a), formado
pela reta (a) e pelo ponto (A), dados por suas projecdes.

Resolugdes: Utilizada, sempre que necessario, uma reta auxiliar (t), do plano (o).

Figura 121

Figura 124 Figura 125 Figura 126

Figura 127 Figura 128 Figura 129
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Em todos os casos seguintes, o plano (a) é dado por seu trago vertical an’ e pelas

projecdes do ponto (A).

Pede-se marcar em (o) a reta (r), dada por sua projecao vertical.

Resolugdo: Sempre que necessario, recorreu-se a uma reta auxiliar (t), do plano (o).

68 70
rl
Vl
t 2
t r

\
—, 2

Figura 130

Figura 133
74
o'
11 Al Vl tl
r' ~

2'=2

Figura 136

Figura 134

75

N

V' 2
my \
r t

Figura 137

40 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 40

1!

Figura 138

28/02/2022 15:28:12



77 - Dadas as projegoes J’, O, O e ¢’ dos pontos (J) e (O) e da circunferéncia (c), de centro
(O), todos pertencentes ao plano (o), pede-se construir as projecdes do triangulo
equilatero (A)(B)(C), de (o), sabendo que os segmentos (J)(A) e (J)(B) tém com-
primentos minimo e maximo, que (A) e (B) pertencem a (c) e que, em épura, as
projecoes do tridngulo sdo exteriores uma a outra.

Resolugao: Por apresentar sua proje¢ao ¢
em V.G, a circunferéncia (c) e, entdo, também,
o triangulo (A)(B)(C) pertencem a um plano
frontal (o), de imediata obtencao (Figura 139).

Os pontos (A) e (B) sao determinados,
em projecdo vertical, pela unido de (J) ao cen-
tro (O) de (c) (Geometria Plana, numero 98),
e o triangulo pedido ¢ construido em V.G. na

projecao vertical AB'C’ (Figura 139), com ape-

nas uma solugio, para evitar o cruzamento de

Figura 139

suas projegoes.

78 - As distancias dos pontos dados (A) e (B) ao plano de topo (y), cujo trago yrn é dado,
guardam a razio 2/3. Pede-se construir as projecoes do triangulo (A)(B)(C), sa-
bendo que seu lado (B)(C) é fronto-horizontal e que (C) pertence a (y).

Além de yr sao dadas as projecdes dos vértices (A) e (B).

Resolu¢do: Porque a razdo entre as dis-
tancias de (A) e de (B) ao plano de topo (y) re-
petem-se em V.G. na projecdo vertical, sendo k 2% 2
(J) o trago de (A)(B) em (y), a determinagdo k\J ot A
de J’ guardando a razdo estabelecida, propor- k ;
ciona ]’ em A'B’ e, entdo, a construciao de Y7, K 2K
pela uniao de J’ com o tra¢o de yr com 7.

A interse¢ao da fronto-horizontal (f), perten- B C 7

cente a (B), com (y), traz o terceiro vértice (C) - -
do triangulo (A)(B)(C) pedido (Figura 140).

Ha uma segunda solu¢do, ndo apresen-

tada na Figura 140, para o conjugado har- T
monico de J, em relacdo a A'B; indicada pelo

numero 2. Figura 140
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79 - Sao dadas as duas projeg¢des das retas reversas (r) e (t), além da proje¢ao horizontal
s da reta (s), paralela a (;3).

Pede-se determinar s’ e as projecdes do segmento (A)(B), paralelo a (t) e apoiado
por seus extremos em (r) e em (s), (A) com abscissa menor, sabendo que o compri-
mento de sua proje¢io vertical A’B’ iguala a abscissa do trago vertical de (s).

Resolugao: Deve-se, de inicio, ja
que a dire¢do de (A)(B) é conhecida —
¢ a da reta (t), dada —, determinar o
comprimento de sua proje¢ao horizon-
tal, o que se consegue aplicando sobre

t' o comprimento k' da abscissa do tra-
o vertical (V) de (s), para buscar o va-
lor k que lhe corresponde na projegao
horizontal t (Figura 141).

Entdo, por translacdo, obtém-
se o primeiro extremo B da projecao

horizontal do segmento pedido e, em
seguida, Aemr, A em 1, e, por fim, B’
e s, construida por B paralela a simé-
trica s de s, em relagdo a 7'n, para que
(s) seja paralela a (B;3).

Figura 141
80 - Desenhar as projecoes do seg-

mento (A)(B), sabendo que (M)
¢ o seu ponto médio. (A) per-
tence a reta (r) e (B) a reta (s).
Dadas as projecoesr, 1} s, s’ e M.
Determinar, também, a posi¢ao
da linha de terra, sendo (M) de
(B13)» no terceiro diedro.

Resoluc¢do: Por simetria de s em
relacdo a M, obtém-se s e A e, entdo,

B e as projegdes A’ e B’ E, completada
a projecao M), a mediatriz de MM’ é a
linha de terra, orientada para deixar

(M) no terceiro diedro, como imposto
(Figura 142). Figura 142
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81 - Desenhar as proje¢des da reta (r), pertencente ao ponto (A) e concorrente com a
reta (s), sabendo que, em épura, as projecoes de (r) sio perpendiculares entre si.

Dadas as projecdes s, s e A= A.

Resolug¢ao: Solugao simples,
por homotetia, a partir do trago
(P) de (s) com (B,,), mediante a
escolha de um ponto qualquer (J)
de (s), da construcao dos arcos ca-
pazes de 90° para ]’ ] e pela obten-
¢do do homotético (A) de (A).

A reta (r), pedida, ha de ser
(Figura 143) paralelaa (r).

H4 uma segunda solugdo,
nao completada na Figura 143,

Figura 143

para a posicio 2 de (A).

82 - O plano (y) pertence a linha de terra e dista 19 mm do ponto (A), dado por suas
projegoes, atravessando os diedros impares.

Pede-se desenhar a V.G. de um triangulo JKL, cujos angulos Jek sejam respecti-
vamente iguais aos angulos o e B\ que (y) forma com (1) e com (B;3), e cuja altura,
relativa ao vértice L, iguale o afastamento de (A).

Resolu¢do: Com um rebati-
mento lateral de um plano de perfil,
obtém-se o plano (y), com apenas /% 19
uma solugdo, pois a segunda tan- ol )
gente, correspondente ao segundo aul
ponto de tangéncia — 2 - levaria (y)

a passar pelos diedros pares. - B 1 7~ ()

. A ~ o B,
Obtidos os dngulos o e 3, h
em V.G., ¢ imediata a construgao
(Figura 144) da V.G. do tridngulo Sl A
JKL, aproveitando o afastamento

doponto (A),igualaalturah do tri-

R . R ~ Figura 144
angulo pedido e os angulos o e 3 ?

construidos.
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83 - Determinar os tragos do plano (a), paralelo a linha de terra, sabendo que o trian-
gulo (A)(B)(C), de baricentro (G), pertence a ele, tendo o lado (A)(B) em (1) e 0
vértice (C) em (). Dadas as projecoes de (G).

aT'

Resolugdo: A mediana relativa ao lado
(A)(B) do triangulo em estudo sera dividida
pelo baricentro em duas partes, restando a um
terco de seu pé (Geometria Plana, numero 147),
o que proporciona (Figura 145) a constru¢ao do
traco vertical o, ja que (A)(B) tem cota nula.

Uma reta auxiliar, arbitrada, (V)(G) do
plano, da, por seu trago horizontal (H), o se-

QT

gundo trago an do plano pedido. Figura 145

84 - Determinar os tragos do plano (a), paralelo a linha de terra, sabendo que a reta fron-
to-horizontal (r), pertencente a (), dada por suas projecoes, equidista de seus tragos.

Construir, ainda, as projegoes da reta (i), trago de (o) com (B 3).

Resolugdo: As simples duplicagdes da ot
cota e do afastamento de (r) proporcionam os /
dois tragos de (o) (Figura 146). 3 1 r
S [
E a obtengdo do trago (I) com (B;3) de 7
uma reta (s) qualquer de (o) da as projegoes g | i ro—
da fronto-horizontal (i), traco de (a) com ' - o
S Figura 146

(By3) (Figura 146).

85 - Os planos (y) e (p), paralelos a ('n), possuem o mesmo trago vertical, o qual tem
cota positiva. Determina-lo, sabendo que os planos sdo perpendiculares entre si.

Sao dados os tracos horizontais ym e p. yr A
yw's pr! - V!

Resolu¢ao: Com um rebatimento de % N
perfil, obtém-se os pontos (A) e (B); de pas- Ve / \
sagem dos tragos de perfil dos dois planos. A

P NZBZV

O arco capaz de 90° para (A);(B); ) Te —
proporciona (Figura 147) o ponto (V), per- /
tencente aos dois tragos verticais, yn’ e pm, - N S /
coincidentes pedidos (Geometria Plana, B
numero 128.2). Figura 147
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86 - Os planos verticais (y) e (p) e o plano frontal (A) possuem uma tunica reta (r) em co-
mum. Sabendo que o 4ngulo formado entre os planos (y) e (p) é igual a 45° e sendo
dados os tragos ym), pm’ e AT, pede-se determinar os tragos horizontais yr e pm, bem
como as projecdes da reta (r). Observando as duas solug¢des possiveis, pede-se, ain-
da, desenhar as proje¢des do quadrilatero (A)(B)(C)(D), que tenha seu lado (A)(B)
sobre a primeira solucdo da reta (r), o lado (C)(D) sobre a segunda solugio, o lado
(B)(C) em (1) e 0 lado (A)(D) em (f;3), informando a natureza desse quadrilatero.

Resolugdo: Para que possuam ape- o v ol Ir
. 1 X 2
nas uma reta (r) em comum, uma vertical, 7N

naturalmente, devem se cortar num unico

ponto os trés tracos horizontais yr, pr e A D'
An. E como a V.G. do 4ngulo entre os dois / )

planos verticais se faz entre seus tragos | B | |c

horizontais, o arco capaz de 45° relativo

ao segmento formado pelos tragos de (y) e N > _ ~\ .
~._ — ©KR=L=D

de (p) com (n'n) dd solugdo as retas (rq) e
(r,), intersegdes pedidas (Figura 148).

Bem simples a obtengdo das pro-
jecdes do quadrilatero (A)(B)(C)(D), um
retangulo, por ter dois lados verticais, Figura 148

P

um em (1) e outro fronto-horizontal.

87 - Dois planos (a) e (y), paralelos a (’n), sdo tais que, para cada um, vale 3,1 cm a
distancia entre seus tragos. Pede-se construir seus tragos, sabendo que () forma
angulos iguais com () e com (3, 3), sem passar pelo terceiro diedro, e que (y), que
nao atravessa o primeiro diedro, dista 1,1 cm da linha de terra.

Resolucao: Com uma vista lateral,

constroi-se uma reta r igualmente in- ar

B
clinada em relagao a (%) e a (B;3), sobre 3

a qual se aplica o valor 3,1 cm, para a ob-

Ql

v
tencdo de (o). 3 =

1,17cm b

3,1cm

E, com rapida construgido geomé-
trica auxiliar, chega-se ao triangulo retan- %
gulo de hipotenusa 3,1 cm e altura 1,1 cm, om c

o que da os catetos b e ¢, distancias dos 3,1cm

=l

tragos de (y) a (m'n) (Figura 149), dispos-

yr'

tos de modo tal que o plano (y) ndo passe

pelo primeiro diedro. Figura 149
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88 - O triangulo isdésceles (A)(B)(C) tem o lado (A)(B) horizontal, dado por suas proje-
¢oes, o lado (A)(C) frontal e a altura (A)(H), relativa a sua base (B)(C), de perfil.

Sabendo que o vértice (C) pertence a (B;3), no primeiro diedro, pede-se construir

as projecoes do tridngulo e determinar a posi¢ao da linha de terra.

Resolu¢ao: Por vir em V.G. na
projecao vertical, o lado frontal (A)(C)
é tal que C’ ha de pertencer a circunfe-
réncia de centro A’ e raio igual a AB.

Além disso, por ser de perfil a altu-
ra relativa ao vértice (A), também media-
na, ja que o tridngulo é isdsceles, a abscis-
sa de (C) deve ser simétrica a de (B), em
relacdo a de (A), o que, entdo, proporcio-
naa projecao C’ e, logo, C, completando o
tridngulo. A mediatriz de C'C é a linha de
terra (Figura 150) pedida.

Figura 150

A segunda solucio, correspondente a projecdo vertical C, nio foi completada na Fi-

gura 150.

89 - Construir os tragos dos planos (o) e (), paralelos a linha de terra e distantes 14 mm

do ponto (A), dado por suas projecdes, sabendo que coincidem seus tragos verti-

cais, com cota positiva, que o angulo formado pelos planos é igual a 45° e que ()

nao passa pelo terceiro diedro.

Resolugdo: Com uma vista lateral,
constrdi-se o circulo de centro (A);, raio
igual a 14 mm e duas tangentes a ele incli-
nadas de 45° entre si, obtendo-se o ponto
V (Figura 151), que, girado, em torno de
(A), traz V' e, entdo, o’ = fr.

As tangentes do ponto (V’) co-
mum a esses tracos aquele circulo en-
tregam os tragos horizontais an e fn
(Figura 151), escolhidos de modo a
atender a imposi¢ao do plano (o) ndo
passar pelo terceiro diedro.
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90 - A reta (r), que contém o ponto (A), é a intersecao dos planos (a) e (), simétricos
em relagdo a (8;3). Os planos (o) e (y) formam, entre si, 60°.

Sabendo que o plano (o) ndo passa pelo segundo diedro, pede-se determinar a
projecao horizontal da reta (r) e os tracos de () e (y).

Dadas as proje¢des A’ er. yw

Resolu¢do: A reta (r), tendo e
cota constante, ha de ser fronto-ho- /
rizontal, pertencendo a (f;3), para . A

possibilitar a simetria de (at) e (y) em Yo

relacdo a esse bissetor.

Uma vista lateral permite, en- r

A

tdo, construir os planos (a) e (y) (Fi-

A

gura 152).

Diversas simetrias facilitam a \
conclusdo da épura, trazendo os tra- a'

¢os de (a) e de (y) e as projegdes ho-
rizontais de (r) e de (A).

Figura 152

91 - As projecdes verticais das retas frontais (r), (s) e (t) formam um triangulo equila-
tero AB’C’. Sabendo que as retas (r) e (s) tém o mesmo trago horizontal (A) e que
areta (t) tem afastamento igual ao dobro do de (r), pede-se construir as proje¢des
do triangulo (A)(B)(C). Sao dadas a projec¢io vertical t’ e a projecao horizontal A,
informado que o lado (B)(C) pertence a (t).

Resolucao: Conhecidos o vér-
tice A’ e o suporte t’ do lado oposto, é
imediato construir o tridngulo equi-
latero AB'C, observando que as de-
nomina¢des de (B) e de (C) podem
ser permutadas.

As retas (1) e (s), tendo o mes-
mo trago horizontal, tém que ser con-

correntes, pertencendo, por isso, a um

mesmo plano frontal (Figura 153).

Figura 153
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92 - Os planos de topo () e (y) formam, entre si, 60° e tém um ponto comum (I) per-
tencendo, simultaneamente, ao plano frontal (6) ea (B5).

Dados os pontos (A), (B) e (C), respectivamente de (o), de (y) e de (0), por suas
projegoes, pede-se determinar os tracos dos trés planos em jogo.

Resolugao: Como o angulo dos pla-
nos (a) e (y) vem em V.G. entre seus tra-

¢os verticais, o arco capaz de 60° para o | _ N r

segmento A'B’ é o lugar geométrico para o

ponto I, projecao vertical do ponto (I) da ‘ N
A"f,,__r e

\ o ‘ 4 \B'
cer ao plano (0) e a (B;3), tem que ser da ® / X

intersecao de (o) e (y), o qual, por perten-

fronto-horizontal (r), de simples constru- - / —

¢ao (Figura 154). O segundo arco capaz é A AN
inutil, para (I) ser de (By3).

Observe-se que hd uma segunda so- omw=r

lucio (1), para o ponto (I) e, portanto, para | C

T
v
os planos (o) e (y), ndo completados na Figura 154

Figura 154.

93 - Do hexagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F) sao dadas as projec¢oes do lado horizon-
tal (A)(B), mas nao alinha de terra.

Sabendo que o plano hexagono é projetante em relagdo a (7’), que o vértice (E) perten-
cea (B;3) e que as projegdes do hexdgono sao, em épura, exteriores uma a outra, pede-
se desenhar essas projecoes e determinar a posi¢ao da linha de terra.

Bl Cv Al DI FI El O('ﬂ"

Resolucao: Pela disposi¢cdo dos da-
dos, o plano (o) do hexagono tem que ser
horizontal, o que permite sua construgao

em V.G. na projecao horizontal, com ape-
nas uma solugdo, para evitar que suas pro-

jecdes se penetrem (Figura 155).

A obtencdo da linha de terra é sim-

ples, por ter que ser a mediatriz do seg-

mento E’E, mas sem orientacdo definida
(Figura 155).

D

Figura 155
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Carituro IV

RetA DE MAIOR DECLIVE

As determinagdes das retas de maior declive e de maior inclinagdo de um plano dado
e seus problemas inversos sao os alvos das questdes que integram esta parte.

94 - O triangulo (A)(B)(C) pertence ao plano (a), do qual a reta (E)(F), dada por suas
projecoes, é de maior declive, estando o lado (A)(B) sobre a reta (r) e o lado (A)(C)
sobre a reta (s).

Pede-se construir as proje¢des do tridngulo, sabendo que (B)(C) é de perfil e que
(A)(C) é igual ao segmento (E)(F), dadas as projegdes 1’ e s, além das de (E)(F).

Resolu¢ao: O plano (a), por admitir uma reta t 1
de maior declive de perfil, tem que ser paralelo a (1'r). ‘
Assim, é simples completar as projecoes das retas (r) e B
(s) com o auxilio da fronto-horizontal (t), por (E). K K
Como a V.G. k do segmento (E)(F) é de ime- A s !
diata obtengdo (Geometria Descritiva, nimero 24.1), ¢ F
assim como sua aplicaciao sobre a fronto-horizontal t : 'E
(s), tem-se a resolugdo da questdo, que conta com BT 4
uma segunda solugdo, ndo indicada na Figura 156, A S F
simétrica da construida, em relagdo ao vértice (A). Figura 156

95 - Determinar as proje¢des da reta (p), traco do plano (o) com (B,,). () é definido
por sua reta (r), de maxima inclinac¢ao, dada por suas projecdes.

Resolucao: Imediata a construcdo de uma
frontal (f) de (o), conduzida por um ponto (J) qual-
quer de (r) (Figura 157), por ter que ser tal frontal
perpendicular a (r), o 4ngulo reto entre elas vindo

em V.G. na projecdo vertical.

Os tragos (A) e (B), de (r) e de (f) com (B,y),
definem a reta (p), pedida. Figura 157
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir as projecdes das retas (r), de maior
declive, e (s), de maior inclina¢ao do plano (a), dado por seus tragos, ou por duas retas (a) e
(b). Tanto (r) quanto (s) devem passar pelo ponto (A), dado por sua projec¢io vertical A’ , ou
horizontal A (Figura 163)

Resolug¢des: Quando necessario, foram utilizadas retas auxiliares de (a.).

96 97 98
om - (AB)=(r)=(s) fr
oam V'
j S' IAl Al
BI HI
p— — - v p— — p—
N A
A=r f
o B H
QT
Figura 158 Figura 159
99
|A
AR
b
Figura 161 Figura 163
102 103 104
a A y  (AB=EE(s) A
J J f
r a 7 A 4/
bl 2' Jl 3| t'
B' 1 ] U U
< A h 1 3 2
3
/ [ = 1 r' bl
a 1
J t A f
1 4 2
s 3 b
a h 1
/2 J {=a r
b b B
Figura 164 Figura 165 Figura 166
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Em todos os casos abaixo, a reta (r) dada por suas duas projecdes, ou pelas proje-
¢oes de dois pontos seus (E) e (F), é de maior declive de um plano (a), que se pede deter-

minar, por seus tragos, ou por duas de suas retas (a) e (b), que nao a dada.

Resoluc¢des: Quando necessario, foi utilizada uma reta auxiliar de (o).

105 106 107
at'=r'
E (E)1 a'
b'\
F (F)i
p— p— 1 ‘ p— p— p—
T o/ /
aT Fy/ /// r
et
a b
Figura 167 Figura 168 Figura 169
108 109
aTr'
r' \
h' \A

H i
h
o
Figura 170 Figura 171 Figura 172
111 112
~ , .
V' a E
am'=h'
V' a'
1l
r|/ ] F’ bl
V b
— vV —
1 a
) e
r b
a F
Figura 173 Figura 174 Figura 175
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A reta (s), dada por suas projegoes, ou por dois de seus pontos (E) e (F), é de maior
inclinagao de um plano (o), que se pede definir, seja por seus tragos, seja por duas de
suas retas (a) e (b), que nao a dada, para cada um dos casos seguintes.

Resoluc¢des: Quando necessario, foi utilizada uma reta auxiliar de (o).

116
a b'
QT
Sl
Sz
QT
aTr' b
S a
Figura 176 Figura 177 Figura 178

Figura 179 Figura 180
120 121 122
a E a
El 1! b.
b
: a
F=p*— b F
E' a' b F
J
b' F' ==
/ E m 1 E a
Figura 182 Figura 183 Figura 184
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123 - O segmento dado (EF) per-
tence a uma reta (r), de ma-
ximo declive do plano (o).

Pede-se construir as proje-
¢oes da mediatriz (m) do

segmento, também, como

ele, pertencente ao plano
oTT

(o). Discutir, conforme a

Figura 186
natureza de (r). ?

Resolugdo: Sendo qualquer a

reta (r) de maior declive que contém
o segmento (E)(F), a mediatriz (m)
ha de ser, para pertencer a (o), a hori-
zontal que passa por seu ponto médio

(M) e que lhe é perpendicular (Figu-

ras 185 e 186). Fosse (r) de maior in-

A

clinacdo, sua mediatriz (m) seria uma
frontal (Figuras 187 e 188).

QT

Quando a reta (r), suporte do Figura 188

segmento (E)(F), é de perfil, porque
o plano que ela define ¢ paralelo, ou

pertencente a (7'), a mediatriz (m) (E)s

de (E)(F) tem que ser fronto-hori- m
zontal (Figuras 189 e 190). (m) ”(M) — F \{F%

E quando (E)(F), de maior - m M //L
declive, é frontal, o plano (o) é de (@ f///om

topo e, entdo, sua mediatriz (m) é

de topo (Figuras 191 e 192). Fosse Figura 189 Figura 190
(E)(F) horizontal e de maior incli-
nac¢ao, analogamente, (o) e (m) se- )

riam verticais.

E claro que ndo podem ser E

de maior declive retas horizontais, — —

fronto-horizontais e de topo, por

serem paralelas a (1), assim como E F
nao podem ser de maior inclina¢do

. . . oTT m
as retas frontais, fronto-horizontais

e verticais. Figura 191 Figura 192
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124 - Dadas as projecoes dos pontos (A) e (B), pe- B, c

de-se construir as projecdes do retingulo
(A)(B)(C)(D) situado no plano (at), definido
pela reta (A)(B) de maior declive, sabendo

que seu vértice (D) pertencea (f3,,).

Resolugdo: Os lados (A)(D) e (B)(C) do retan-
gulo pedido, por serem perpendiculares a (A)(B),

tém que ser horizontais, de imediata construc¢ao (Fi-

gura 193). A obtencao do vértice (D), trago da hori- °
zontal (A)(D) com (B,4), proporciona, por paralelas, 3
completar as projegdes de (A)(B)(C)(D). Figura 193
125 - Desenhar as projecoes do triangulo retan- A

gulo (A)(B)(C), sabendo que seu cateto Y

(A)(B) é de maior inclinac¢do de seu plano e

que sua hipotenusa (B)(C) tem seu extremo

(C) no plano (y). Dados A} A, B, B, yn’ e yn. d

Resolugao: O segundo cateto (A)(C) ha de ser 5
frontal, perpendicular ao dado (A)(B), e o terceiro
vértice (C) sera a interse¢do dessa frontal (f) (Figu- ¢
ra 194) com o plano dado (y). C A

Figura 194

126 - Dadas as projecoes do segmento (B)(C),

de maximo declive do plano (a), pede-se

construir as proje¢oes do triangulo isosce- <

les (A)(B)(C), de (o), sabendo que (B)(C) \

A' M

é a sua base e que seu baricentro (G) per-

tence a (B;3). \A

Resolucdo: A altura, e também mediana, de
(A)(B)(C) éahorizontal perpendicular a base (B)(C),
tragada por seu ponto médio (M) (Figura 195). ><

Obtido o baricentro (G), traco dessa horizon-
tal com (B;3), basta triplicar o segmento (M)(G),

para obter o vértice (A) (Geometria Plana, numero A

147), e, entdo, completar as proje¢des do tridngulo. Figura 195
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127 - Construir as proje¢des do losango (A)(B)(C)(D), sabendo que a diagonal (A)(C) é
de maior inclina¢do de seu plano e que o lado (A)(B) é horizontal.

Sao dadas as projecoes dos vértices (A) e (C).

Resolugdo: Como as diagonais dos lo-

sangos sdo perpendiculares e cortam-se mutua-
mente ao meio, conduzindo-se pelo ponto (M),
médio de (A)(C), a frontal (f) a ele perpendi-
cular, fica bem simples obter o vértice (B), na
horizontal tracada por (A), e completar, com

paralelas, as projecdes pedidas (Figura 196).

128 - Sendo (r) uma reta de maior declive

do plano (a), pede-se construir a pro-
jecdo horizontal de r e o traco hori-
zontal de (o). Dados r’ e ar’.

Resolu¢ao: Por terem que ser, em épu-
ra, perpendiculares a projecdo horizontal r
da reta (r) e o trago horizontal an do plano
(a), a construcgdo do arco capaz de 90° para
o segmento (J)V proporciona a obtengao da

projecao horizontal do ponto (H), trago hori-
zontal de (r), na linha de chamada de H;, no-
tando-se, para as posi¢des dadas, a producao
de duas solugdes H; e H, (Figura 197) e, en-

tao, de ry, der,, de oy e de o, .

Figura 197

129 - Construir as projecdes do trapézio re-

tangulo (A)(B)(C)(D), sabendo que a'\ b
(A)(B), de maior inclina¢do do plano do D' 4 2 A

trapézio, é o lado perpendicular as ba-

ses. (C)(D) pertence ao plano das retas . B'
(a) e (b). Dados: A, A, B’ B,a,a,b’ eb.

Resolucao: Por ser de perfil (A)(B), o 3 G > B
plano do trapézio é paralelo a (n'n) e, por isso,
as fronto-horizontais tragadas por (A) e por o / R\
(B) hao de seccionar o plano das retas (a) e (b), / A
produzindo os vértices (C) e (D), Figura 198. a Figura 198
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130 - O triangulo (A)(B)(C), do plano (a), é retaingulo em (A).

Dadas as proje¢es dos pontos (B), (C) e (J) e sabendo que a reta (A)(C) é de maior
declive de (o) e que a reta (J)(A) é paralela a (B,,4), pede-se construir as proje¢des
do tridngulo (A)(B)(C) e as proje¢des do tridngulo que (J) forma com as duas po-
sicOes possiveis para o vértice (A).

Feito isso, sabendo que esse ponto (A) pertence a (;3), no primeiro diedro, deter-
mine a posi¢do da linha de terra e construa os tracos do plano (y), que (J) forma
com os dois pontos que servem de solu¢ao ao vértice (A).

Resolugdo: Para que sejam perpendiculares as proje¢des horizontais de (A)(C), de
maior declive, e de (A)(B), horizontal, A deve pertencer ao arco capaz de 90° para o segmen-
to BC. E para que seja paralela a (8,,), a reta (J)(A) deve ter, para todos os seus pontos, a
mesma soma de cota e afastamento (Geometria Descritiva, numero 29). Assim, o tragado da
reta auxiliar t proporciona as duas solugdes A; e A, (Figura 199).

O plano (y), formado por (J), (A;) ym C
e (A,), é, entdo, paralelo a (n'n) e, mais, J

paralelo a (B,4) (Geometria Descritiva, k r

numero 68.1), o que da pronta solugdo B/ A Az C ;
a constru¢ao da linha de terra e de seus
. k
tragos (Figura 199). — —
B J

131 - Dadas as proje¢oes do ponto (A) e \w

da reta (r), a qual pertence o pon- k A A,

to (B), sabendo que a reta (A)(B)

¢ de maior declive e de maior in- il
clinagio do plano (a), pede-se Figura 199
determinar a posi¢ao da linha de
terra e construir os tragos de (). V' o'
O trago vertical da reta (A)(B) A
pertence a reta (s), cuja projecao S LN\
vertical s’ é dada. r B'/ e
Resolucao: Para ser simultanea- ; H EX
mente de maior declive e de maior incli-
nac¢ao, (A)(B) tem que ser de perfil e (o)
5 . B
paralelo a (n'n) (Figura 200). ~ P
Com as paralelas auxiliares, ob- P ==
tém-se a linha de terra e os tracos de (o). Figura 200
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132- Construir as proje¢des do losango (A)(B)(C)(D), cujos angulos internos (K) e (6)
valem 60°, sabendo que a diagonal (B)(D), dada por suas projec¢des, é uma reta de
maior inclina¢do do plano do losango.

Resolucdo: Sendo (B)(D), de per- B '
fil, uma reta de maior inclinagéo, o plano A < c "

do losango ¢ paralelo a linha de terra e,

. . / Dl
por isso, a diagonal (A)(C) tem que ser \“aD/Z B
fronto-horizontal.

Obtidaa V.G. BD da diagonal (B)(D)
(Geometria Descritiva, numero 24.1), uma

breve construgao geométrica auxiliar pro-
porciona a V.G. ABD da metade do losan-

go, trazendo, por sua altura D/2, o valor -0 D/2 \
da semidiagonal (A)(C) e as projegdes dos \ |
dois ultimos vértices, cuja ordem foi arbi- —
trada (Figura 201). Figura 201 A

133 - (A)(C) e (R)(T) sao, respectivamente, retas de maior declive dos planos dos trian-
gulos (A)(B)(C) e (R)(S)(T), retaingulos em (A) e em (T), apoiados por seus vérti-
ces (A) e (T) numa reta vertical.

Desenhe as projecoes dos dois tridngulos, a partir das dadas B, B, C, C, R, R, S’ e S.

Resolugdo: As proje¢des horizon-
tais dos dois tridngulos, por serem tam- o
bém triangulos retangulos, em A e em T,
deverdo se inscrever nas semicircunfe- 5 A
réncias de diametros BC e RS. T S

E, ja que (A) e (T) pertencem a B
uma reta vertical, ttm que coincidir suas
projecoes horizontais que, entao, hao de
ser cada um dos pontos de corte daquelas

semicircunferéncias.

Ha, por isso (Figura 202), duas so-
lugdes, das quais a segunda, correspon- TEA
dente aos pontos A = T, foi apenas indi- R
cada, mas nao completada. Figura 202
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134 - Determinar as projecdes do retangulo (A)(B)(C)(D) pertencente a um plano (a),

do qual o lado (A)(B) é de maior declive, sabendo que o vértice (B) pertence a (7’),

com abscissa negativa.

Sao dadas as projecoes dos vértices (A) e (C).

Resolucao: Sendo (A)(B) de maior declive, o lado (B)(C), a ele perpendicular, ha de

ser horizontal, o que proporciona, com o arco capaz de 90° para a projec¢do horizontal AC, a

posicdo de B e, por paralelas, a complementagao do retangulo (Figura 203).

135 - Construir as projecdes do quadrado
(A)(B)(C)(D), sabendo que (A)(B), de
maior declive de seu plano, dado pelas
projecdes A, A e B forma 30° com (). O
quadrado situa-se inteiramente num die-

dro, com abscissa nao superior a de (A).

Resolucdo: Sendo (A)(B) de maior declive
e de perfil, o plano do quadrado ha de ser para-
lelo a linha de terra e, por isso, um rebatimento
lateral permite obter a V.G. a de seulado (A)(B),
0 que proporciona, com as fronto-horizontais,
por (A) e por (B), completar as projecdes do
quadrado (Figura 204).

136 -Desenhar as projecdes do quadrado
(A)(B)(C)(D), cujo lado frontal (A)(B)
é de maior declive de seu plano. (A),
(B) e (C) pertencem, respectivamente,
a (m), areta (r) e a (1), (B) no primeiro
diedro. Determine, também, a projecao
vertical de (r), paralela a (B,3). Dadas
as projecoes A er.

Resolugio: A frontal (A)(B), de maior decli-
ve, obriga o plano do quadrado ser de topo. E, se
(C) & ('), (B)(C) sendo de topo, o afastamento de
(B), conhecido, mede olado do quadrado, cuja cons-
trucio é, entdo, imediata. Enfim, r’ se obtém pelo
uso da diferencga k entre cotas e entre afastamentos
de dois pontos quaisquer de (r) (Figura 205).
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137 - Construir as proje¢des do triangulo isésceles (A)(B)(C), pertencente a um plano,
do qual a base (B)(C) ¢ de maior inclinagdo, sabendo que (A) pertencea (B,,) e que
olado (A)(C) é de perfil, dadas as projecoes A, B’ e B.

Resolucao: Se (B)(C) é de
maior inclinacdo, a altura (A)(M)
tem que ser frontal e o angulo reto >
em (M) vird em V.G. na projecao B!
vertical.

E como essa altura é também
mediana, sendo (A)(C) de perfil, a
abscissa de (M) ha de ser igual & mé-
dia aritmética entre as de (B) e de (A) —

(Figura 206), o que proporciona ob-

ter M’ na circunferéncia de diametro
AB’ e, a partir de M, C’ e C (Figura
207). H4 uma segunda solucao para

Figura 206 Figura 207

M, apenas indicada pelo ponto M

138 - Construir as projecdes do hexagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F), conhecendo as
projecdes de sua diagonal (A)(C), que é de maior inclinagao de seu plano.

Resolugao: A diagonal (A)(C)
de perfil implica em que o plano do F A

hexdgono seja paralelo a linha de
terra e que, assim, seus lados (C)(D)
e (A)(F) e sua diagonal (B)(E) se- E B
jam fronto-horizontais.

Uma simples construgdo geo-

métrica (Figura 208) proporciona a §<

V.G. dolado a do hexagono, a par- F A i
tir da obtencio da V.G. ABC do tri-
angulo equilatero (A)(B)(C), inscri- E B

0
to no mesmo circulo do hexagono. f 20°

H4 uma segunda solucao,
correspondendo a colocagdo do
centro (O) do hexagono a direita de
(A)(C), nao incluida na Figura 208. Figura 208 B
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139 - Duas retas (r) e (s), pertencentes a um plano de topo, formam com a reta (a), res-
pectivamente, os planos (a) e (). Sendo dadas as duas proje¢des da reta (a) e do
ponto (J), comum as trés retas, bem como a projecao vertical da reta (r), pede-se
completar as projecoes de (r) e de (s), sabendo que elas sao retas de maior declive
respectivamente dos planos (a) e ().

Resolucgao: Por pertencerem a um mes-
mo plano de topo, as retas (r) e (s) tém pro- V
jecdes verticais coincidentes. E por serem de
maior declive dos planos (o) e (B), (r) e (s)
devem ter suas proje¢des horizontais perpen- E FizF, h=h,

diculares a horizontais desses planos. Assim,
conduzidas, por um ponto (E), qualquer, de
(a), as horizontais (h;) e (h,), cada uma de
um dos planos, hao de ser, respectivamente,

perpendiculares a r e a s, que, entdo, sdo

conseguidas com a utilizagdo da circunferén-

cia de didmetro EJ (Figura 209), na proje¢ao
horizontal.

Observe-se que (r) e (s) podem, natu-
ralmente, ser permutadas.

140 - Construir as projecdes da reta (r), con-
corrente, no ponto (A), com a reta (s),
sabendo que (r) é de maxima inclina-
¢ao desse plano, além de ser paralela ao
bissetor par. Dados s, s, A e A.

Resolugdo: Para aproveitar o angulo
reto, em proje¢ao vertical, entre (r), de maior A

inclinagdo e uma frontal (f) de seu plano, -
tracada por um ponto (J), qualquer de (s), r r
utilizemos o valor k do segmento AA, para

obter os pontos (1) e (2) que asseguram as k

projegdes paralelas das retas (r;) e (r,) (Fi- A_—
gura 210), e por isso (Geometria Descritiva, J ]
namero 29), paralelas a (3,,), dando, assim,

~ o~ .
duas solugdes, para as posicoes dadas, das re- 2

tas pedidas. Figura 210
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141 - Um circulo de didmetro (A)(B), (A) em (7’) e (B) em (1), pertence ao plano (o),
tangenciando seu trago horizontal o em (B).

Sendo p’ a projegao vertical da reta (p), intersegdo de (o) com (f3,,), e sabendo que a
reta (B)(K), nao pertencente a (a), é de perfil, pede-se determinar os tracos de (o) e as
projecdes de (A)(B). Sao dadas as projecoes p; A e K.

Resolugio: Por terem que ser perpendiculares o didmetro (A)(B) e a tangente (t) ao circu-
lo, em (B) (Geometria Plana, nimero 114), ja que (A)(B) é de maior declive de (o), (t) tem que ser
uma horizontal de (o) e, por conter (B), de cota nula, (t) ha de ser o proprio trago horizontal art. E
como se conhece o trago (J) de (o) com (7'n) e a abscissa de (B) — a mesma que a do ponto (K) -,
a construgao da circunferéncia de didmetro (J)A e a linha de chamada de (K) definem a posi¢ao
de B, com duas opgdes, B; e B,, e, em consequéncia, as projegdes de (A)(B) e os tragos de (av).

S6 foi completada uma solugao na Figura 212.

QT A'

pP'=p B,
Figura 211 Figura212 &7

142 - Asretas (t) e (n) sdo, respectivamente, a tangente e a normal a uma curva convexa (c)
do plano (a), sendo (T) o ponto de tangéncia. Sabendo que (n) é de maior inclinagao
de (a), que (T) tem cota maxima e que (t) e (n) passam respectivamente pelos pontos
(M) e (N), pede-se desenhar as projecoes de (t) e (n) e os tragos de (o).

Sao dadas as proje¢oes dos pontos (M) e (N).

Resolucao: Sendo a normal (n) de maior v
inclina¢ao de (o), (t), sendo perpendicular a (n),
em (T), ha de ser frontal. E (T) é de imediata ob- p

tencao, por ter cota maxima. \H[ Vv
o t
Com isso (Figura 213) sdao simples as cons- H
trucdes de (t) e (n), bem como os tragos de (o), P~ 4
aproveitando os tragos horizontais de (t) e de (n), N
o traco vertical de (M)(N) e a frontal (t). Figura 213
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143 - (I) e (E) saopésdasbissetrizesinternaeexternadovértice (A) dotriangulo (A)(B)(C).
Sabendo que (A)(I) é de maior declive do plano do tridangulo e que esse plano sec-
ciona o das retas (r) e (s) segundo uma horizontal, pede-se determinar as proje-
¢oes do ponto (A).

Sao dadas as projecoes de (I), (E), (r) e (s).

Resolugao: Sabe-se (Geome-
tria Plana, nimero 12.3) que as bis-
setrizes interna e externa relativas
a um vértice de um tridngulo sao

perpendiculares.

Assim, sendo (A)(I) de maior

declive, (A)(E) tem que ser horizon-
tal e paralela as horizontais do plano

das retas (r) e (s) (Figura 214), como
a reta (h) Figura 214

144 - Duascircunferéncias de centros (O ) e (O,), pertencentes ao plano (a.), sdo ortogonais.

Sendo (A) um dos pontos comuns a elas, pede-se construir os tracos de (a), saben-
do que a reta (O;)(A) é de maximo declive desse plano e que o ponto (A) pertence
ao plano das retas (a) e (b).

Sao dadas as projegdes dos pontos (O;) e (O,) e das retas (a) e (b).
Resolugdo: Por serem ortogo- - o’
nais em (A) os raios (O1)(A) e (O,)(A) /
das duas circunferéncias tém que ser 0\1\
S~

V

perpendiculares (Geometria Plana,
numero 122.2). V! 0, A

E, ja que (O1)(A) é de maior - -
declive de (), (0,)(A) hi de ser O
horizontal.

0, azh

A solugdo é simplificada, por- A

que (a) e (b) definem um plano ver- A

tical (Figura 215), havendo, entdo,
uma segunda solugdo (A), para o -
ponto (A), ndo completada na épura. Figura 215
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CariTuo V

INTERSECOES

Com varias dezenas de problemas propostos e resolvidos, este capitulo dedica-se as

interse¢des de retas com planos e entre planos.

145 - Desenhar as projecoes do trapézio (A)(B)(C)(D), cujas bases (A)(B) e (C)(D) sao
paralelas a reta (r), tracadas pelos pontos (P) e (Q) de (7’nt), todos dados por suas
projecdes, sabendo que os lados (A)(D) e (B)(C) pertencem, respectivamente, aos
planos (o) e (B), dados por seus tracos.

Resolugio: Asretas (1) e (r,), pa-
ralelas a (r) e conduzidas pelos pontos
(P) e (Q), cortam (a) e (B), produzindo \ ot
os vértices do trapézio pedido (Figura 9 A \r'
216). (A) e (D) sao obtidos com auxilio D'
das retas (s;) e (s,) de (), e (B) e (C)
sao imediatos, por ser (3) projetante.

146 - Construir as projec¢oes do trian- C o
gulo (A)(B)(C), sabendo que o B B
lado (A)(B) esta sobre a reta (r),
(A) em () e (B) em (J3), e que (C)
equidista de (A) e de (B), perten-
cendo aos dois bissetores. Dados
r, 1, O, O, B’ e Br.

Resoluc¢ao: O plano auxiliar ()

proporciona os tracos (A) e (B) de (r) —
com os planos dados. E, por ser (A)(B)

fronto-horizontal, (C) é de imedia-
ta obtencdo, na linha de terra (Figura

217), com abscissa igual a média arit-
mética das de (A) e (B). Figura 217
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Em cada um dos exemplos abaixo, pede-se determinar as proje¢cdes do ponto (J),
intersecao da reta dada (t) com o plano (), dado por sua reta (r), de maior declive, ou

por sua reta (A)(B), de maior inclinagao.
Dadas as proje¢oes das retas em questao.

Resolugdes: Sempre utilizada uma reta, de (o), perpendicular a dada, para compor o

plano (o).
147 148 149 _
t r'som
r t
\ ' ! t'=h' 1 J'
1 !
h J T ‘
- / r\
h J
1 T
t LT |
= J
! t\J " T
Figura 218 Figura 219 Figura 220
150 151 . 152
A ®) - 1
N J
Bl 2!
t/
_ . A 1
t
H S/ J
b B
A /2
Figura 221 Figura 222 Figura 223
153 154
rl
T n / 2
3 J'
t =] 3
N
J— —_ — Jl
11 '
1
h
r
N
N
Figura 224 Figura 225 Figura 226
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Em cada uma das épuras abaixo, pede-se determinar as proje¢cdes do ponto (J),
intersec¢ao da reta (r), dada por suas projecdes, com o plano (a), dado por seus tragos,

ou pelas projecdes de duas retas suas (a) e (b).
Resolugoes: Utilizada, sempre, uma reta (s), de (o), num plano projetante com (r).

Quando necessério, uma segunda reta (s) de (o) foi construida (Figuras 229, 230 e 235).

156 157 158
o' rss
Vv V' o'

S §l Jl
> $ ~

H [ H

— ! — J— _v V J—
3 —
S=r ‘ J
J H r
T
o o H
Figura 227 Figura 228 H Figura 229
159 160 161
S JI
1 2!
amT' = o
— — T 2 —
rss J
r
Figura 230 Figura 231 Figura 232
162 163 164

J/I-IESI

J ~ /
1 M - -
J
r S
J
M o
1 aT'=aT r
Figura 233 Figura 234 Figura 235
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Em cada uma das épuras abaixo, pede-se determinar as proje¢cdes do ponto (J),
intersecao das retas (r), ou (A)(B), com o plano definido pelas retas (a) e (b). Sao dadas

as projecoes dos pontos (A) e (B) e das retas (a), (b) e (r).

Resolugdes: Sempre que necessario, foi utilizada uma reta auxiliar (s), em plano pro-

jetante com (r). Nos problemas 168 e 170, operou-se com (f3,,).

165 166 167

P

Figura 236 Figura 237 Figura 238

168 169 170

AI N Bl S'
al 1!
JI
bl
b
Jy a
N
A
Figura 239
171 172 173
a' b'
B'=B A J'\2 ' () J=y
1' ¢
b aIEa \A'E(A)1
A B'=A (B)s
NN = =
1 \ b'zb
J
b 2 (B2
\ L
S
Figura 242 Figura 243 Figura 244
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174 - Construir as projec¢des do triangulo (A)(B)(C) resultante das intersecoes das fron-
to-horizontais (a), (b) e (c), respectivamente, com o plano (a), sabendo que (A)
pertence a (1) e (B) a (’). Sao dados as projecdes a, b, ¢’ e c e os tragos de (o).

Resolucgao: Os vértices (A) e (B) sdo de imediatas obtencdes, por suas particularida-
des, com suas proje¢des A e B’ respectivamente em ot e o’

(C) vem com a determinac¢ao do
traco da terceira fronto-horizontal (c) am'
com (o) (Figura 245). b'

Bl
175 - A reta (r), dada por suas proje- N
¢Oes, corta o plano (o) e o bisse- B\kA

tor par num mesmo ponto. Dado — —

o traco horizontal an, pede-se A
determinar o trago vertical an’ . c

do plano (o).

Resolucao: Pelos dados, o trago (P) = Figura 245

de (r) com (B,,) pertence ao plano (o).
Assim, obtido (P), sua unido com um
ponto (H) qualquer de am cria uma reta
do plano (o). E, entdo, am, procurado,
ha de passar pelo traco vertical de (P)(H)
(Figura 246).

176 - Construir as projecoes do tri-
angulo (A)(B)(C), do plano (o),
dado por seus tragos, sabendo

que (A) pertence a linha de terra, Figura 246
(B) a (m), (C) a () e que o ponto
(M), médio de (B)(C), a reta (r), o 1

dada por suas projegoes. c

Resolucao: Pela utiliza¢do da auxi-
liar (s), de mesmo plano vertical que (r), c M A=A

vem o traco (M) de (r) em (o). - B' —

Com a duplicagao do afastamento M

de (M), obtém-se o vértice (B) e, entdo, o
triangulo (A)(B)(C), ja que (A) tem que B

ser o trago de (o) com (n'n) (Figura 247). o Figura 247 (=9
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177 - Determinar as projecdes do triangulo (A)(B)(C), sabendo que a reta (r), dada por
suas projecdes, serve de suporte a mediana relativa ao lado (B)(C), que se apoia
pelos vértices (B) e (C), respectivamente nas retas (b) e (c), também dadas por suas

projecdes. O vértice (A) é o traco de (r) no plano (a), dado por seus tragos.

Resolucao: (A) é obti-
do com o auxilio de uma reta

o'

(s) de (at) e o ponto (M), mé-
dio de (B)(C), pela simples
interse¢do de (r) com o plano
de (b) e (c), projetante que ¢é
(Figura 248).

E, em proje¢ao hori-
zontal, por simetria de b, em

relacio a M, aretab propor- o

ciona a projec¢do C, do vértice

(C) do tridngulo, que entrega

B, por sua unido a M, resol-

vendo a questao. Figura 248

178 - As retas (i) e (p), do plano de topo (a), pertencem, respectivamente, a (B;3) e (B,4)-

Pede-se construir as proje¢des do triangulo (A)(B)(C), cujos vértices sao, respecti-
vamente, as intersec¢des de (i), (p) e (r) com o plano (). Sao dados os tracos de (o)
e de (y) e as projecdes de (r).

Resolucao: Por ser (o)
projetante, sdo imediatas suas
interse¢des (i) e (p), com os f
bissetores.

E, conhecendo (i) e

(p), ficam simples as obten- S=—\¢

¢oes de (A) e (B), com a reta f=r

auxiliar (t).

(C) é obtido com a yV
frontal (f) de (y) (Figura 249). o

Figura 249
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Em cada uma das épuras abaixo, sao dados, por seus tracos, os planos (a) e (y),
cuja intersecao (r) é pedida.

Resolugdes: Nos casos em que os cortes dos tracos de mesmo nome sdo inacessiveis,
lanca-se mao de um plano auxiliar (0).

179 180 181
YT .
S
Vl &' T’ VI
r A
S
5 H/ Vv H
- - - v — -
YTET
H A
/v o/ T ot
YTET H N
Figura 250 Figura 251 Figura 252
182 183 184
' aTr' r
o2 o' \ P
o' YT " )
/ r' ’YTr'
() H
p— - - vV —
r
r AN~ QT
am /H
v Y=y
Figura 253 Figura 254 Figura 255
185 186 187
r ; o'
M A o T aTr'
aTr!

p— — H V
K TE -
yw'=symw R \ N
/H ym A o
T

O
Figura 256 Figura 257 Figura 258

CELio PinTO DE ALMEIDA 69

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 69 28/02/2022 15:28:23



Determinar as proje¢des da reta (r), interse¢ao do plano (a), dado por seus tragos,
com o plano definido pelas retas (a) e (b), dadas por suas projecoes.

Resolugdo: Sempre que necessario, foram utilizados planos projetantes auxiliares,

para obtengdo de pontos de (r).

188 189 190
aT'
Ml
B —
2 a
1 QmEr M
Figura 259 Figura 260 Figura 261
191 192 193
b o ot \V) a
1 !
B"lT =a /( 2| a J_ b' 1|
Om'=s'=h) [
rl 2I
— — H, \ = o
p— 7 . —
1 - H - a 9_
em=b J ﬁ% o
b r 1 b 1
a b r
r AN i)
a J p)
QT
Figura 262 Figura 263 Figura 264
194 195 196
T o a, r bl
r' M' 1| 3| 2|
1' 'E ] e [
\Pl = P V' h, a e'ﬂ' T
2 b'= \tr'
N \
(J) o= o
/ b d
2 . M \
.~ / é 3
an/ 2
P
Figura 265 Figura 266 Figura 267 \b
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Em cada uma das épuras abaixo, os planos (a) e (y) sao dados por suas retas, (a) e
(b) para (a) e (c) e (d) para (y). Pede-se as projecoes de sua intersecao (r).

Resolugdo: Sempre que necessario, sao utilizados planos auxiliares, produzindo inter-
se¢oes com os dados, de modo a obter pontos de (r).

197 198
¢=d
C
d
Figura 268
199 200
P g=s
C' d' Pl CI
a |
r 1" 2 V a
r 1
° r J 2/ b
1 b
b 2 2
1s
2
a C\ rl
d\ J' > ¢
Figura 270 Figura 271 d
201 202

Figura 272 Figura 273
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Em cada uma das épuras seguintes, dados trés planos (a.), () e (y), todos por seus
tragos, pede-se determinar as proje¢des do ponto (P) comum aos trés planos.

Resolucoes:

203 - Inicialmente, constroi-se a in-

tersecdo (r) dos planos (o) e (B),

para, em seguida, buscar o trago
de (r) no terceiro plano (y), no

caso, pertencente a linha de ter-

ra, 0 que se consegue com O au-

xilio da reta (s), do mesmo plano

de topo que (r), apoiada numa

fronto-horizontal de (y) (Figura
274).

Figura 274

(P) é o ponto comum aos trés N | B

planos. yr| P
aTr'

204 - Situagdo mais simples, por ser
T

(y) projetante, o que proporcio-
na pronta obtencao de seu trago

(P) com a reta (r), intersecdo de — v o —
(o) e (B) (Figura 275). r P

. Bm

E claro que teria sido equivalen- yw

te buscar a intersecdo de outro par de Floura 279

planos e seu corte com o terceiro plano.

205 - Aqui, aproveitando que (a) e () / B
v/ P

sao paralelos a (n'n), um reba-

timento lateral proporciona sua B

intersecdo (r), uma fronto-hori- o

zontal (Figura 276), cujo trago

com (y), o ponto (P) procurado,

¢ de pronta obtencio, aprovei-
tando sua cota conhecida.

QT

e

Figura 276
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Em cada uma das épuras abaixo, pede-se obter as projecdes do ponto (P) comum

aos trés planos (a), (B) e (y), os dois primeiros dados por seus tragos e o terceiro por um

par de retas (a) e (b), dadas por suas projegoes.

Resolucoes:

206 - Obtida a intersecao (r) de (o)
com (f3), pela utilizagdo de um
plano horizontal auxiliar (0),
seu trago no plano (y) das con-
correntes (a) e (b) se faz com a
ajuda do plano de topo (¢) que
contém (r).

(P) é o ponto pedido (Figura 277).

207 - Por terem seus tracgos verticais
paralelos, os planos (o) e (B)
cortam-se segundo a frontal (r)
a eles paralela (Geometria Des-
critiva, namero 59).

E o traco de (r) no plano (y), das
paralelas (a) e (b), se faz com o auxilio
do plano de topo (0) pertencente a (r),
resultando no ponto (P) procurado (Fi-
gura 278).

208 - Por serem inacessiveis, no es-
pago destinado a questdo, os
pontos comuns aos tragos de
mesmo nome dos planos (a) e
(B), foi necessario utilizar dois
planos auxiliares (0) e (¢), am-
bos horizontais, para obter a
intersecao (r) de (a) e (B) (Fi-
gura 279).

A determinagdo do ponto (P)
foi simplificada por ser projetante o
plano (y), das paralelas (a) e (b).
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Para as épuras abaixo, pede-se determinar as projecoes do ponto (P) comum aos
planos (a), (B) e (y), todos dados pelas proje¢oes de duas de suas retas, respectivamente

(a) e (b), () e (d), e (e) e (f).

Resolucdes: Em ambas as situagoes, determinou-se inicialmente a intersecio (r) dos
planos (a), das retas (a) e (b), com (B) de (c) e (d) para, em seguida, obter o trago (P) de (r)
com o terceiro plano (y), das retas (e) e (f) (Figuras 280 e 281).

Observe-se que no segundo exemplo (nimero 210), a épura foi simplificada pelo fato
de os planos (a) e () contarem com uma dire¢ao comum, a das retas (a), (b) e (d), o que faz
sua intersecdo (r) ser a elas paralela (Geometria Descritiva, namero 59) (Figura 281).

209
bl
al
91,.‘1.! \I 2I
0,
JI
J L °
3
2 f
b 5 4
7
1
a
Figura 280
210
a 1 ¢
bl
4l dl
b rl
a \
c
3I
5 J
e
6P
O |
1 2 3 A 4
N r d
Figura 281
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Cabe observar que, em posi¢des especiais, trés planos secantes podem, ao invés de ter
apenas um ponto comum, como nos exemplos antes relacionados, contar com uma reta (r)
comum aos trés (Figuras 282 e 283), ou, por serem todos trés paralelos a uma determinada
reta, seccionarem-se aos pares, segundo retas com essa dire¢do (Figuras 284 e 285).

211

Figura 282 Y o

'yTr' M' (M)1

ot =

Y -
Figura 283

213

o' Y, (s

bl

Q

S <

\om
Figura 284 Yy

214
B o
aI
Y ////j77 b'=c
\R\
a
Figura 285 am \° P
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215 - Os planos (o), (B) e (y) cortam-se segundo uma tnica reta (r). Sendo dados os tragos
verticais dos planos (o) e (3), sabendo que o plano (y) passa pelo ponto (J), dado por
suas projecoes, e que os angulos formados pelos tragos horizontais de (o) e de (B)
e pelos tracos horizontais de (p) e de (y) sdo, respectivamente, iguais a 45° e a 90°,
pede-se determinar as proje¢des da reta (r) e os tracos nao dados dos trés planos.

Resolucao: Para que os trés
planos admitam apenas uma reta
em comum é preciso que seus
tracos de mesmo nome se cortem

em pontos tnicos.

Assim, yn’ é imediato, pela
unido de (J) a V’ (Figura 286). E,
para atender aos angulos estabe- H
lecidos, o ponto H, comum aos
trés tracos horizontais, ha de ser am

o de intersecao dos arcos capazes B

de 45° e de 90°, para os segmen- Figura 286

tos LK e JK, respectivamente.
H4 uma segunda solugio nio completada, correspondente ao traco horizontal H, indicado.

216 - Dados, por seus tragos, os planos (o) e (B), pede-se determinar os tracos do plano
(Y)> que corta () segundo uma horizontal e (o) segundo uma reta de (B;3).

Resolucgao: Se o plano pe-
dido (y) corta (o) segundo uma o

reta (i), de (B;3), iniciamos cons- i -
truindo tal reta (Figura 287), com

s . yT
auxilio com uma fronto-horizon-

tal arbitrada (f) com projegdes si-

i . . , fl E hl
métricas em relacao a (7'n).

E, para cortar (f) segundo

uma horizontal, (y) deve ter re-

tas horizontais paralelas a (Bn). ¢

Aproveitando, entdo, a horizon-
tal (h), por (I), com tal diregdo, h v

forma-se o plano (y), cujo trago am

vertical yn’ é conduzido pelo tra- B
o vertical V' de (h) (Figura 287). Figura 287
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217 - Determinar as projecoes da reta (r) e os tracos do plano (3), sabendo que:

a. (B) tem em comum com o plano vertical de projecao a reta (h);
b. (r) esta no terceiro diedro;

¢. (r) dista 57 mm da linha de terra;

d. (r) é a interse¢iao do plano (o) com ([3).

Dados: h) h, at’ = ot e alinha de terra.

ENE - Escola Nacional de Engenharia - 1964.

Resolugdo: Pelos proprios dados, h's B’ V= (V)

por ter afastamento nulo, a reta dada (h)
é o trago vertical B’ do plano (B).

Porque a reta procurada (r), a in- pm ﬁ
tersecao dos planos (o) e (), deve ser h V  LINHADE TERRA V
fronto-horizontal, com um rebatimen-

to lateral, que oferega a vista (a); do
plano (a), pode-se marcar (r); (Figura (@),
288), distando 57 mm de (7'n) e situada

no terceiro diedro e, por sua unido ao -
QT = QT

ponto (V);, obter a vista lateral (8); do
plano (B).

Os al¢ados de (B); e de (r); en- "
tregam o traco horizontal Br e as duas (I —

Figura 288

projegoes da reta (r) (Figura 288).

218 - Construir as proje¢des da reta (t), paralela ao bissetor par, sabendo que (t) concor-
re com as retas (a), (b) e (r), dadas por suas projecdes.

Resolugdo: Por serem paralelas, as
retas (a) e (b) sao coplanares e, assim, a
reta (t) procurada, também coplanar com
(a) e com (b), ha de ser paralela a interse-
¢ao (p) de seu plano com ({3,,), facilmen-
te obtida (Figura 289).

E, para concorrer com (r), t' deve

passar por r, o que soluciona a questao.

r Figura 289
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219 - A reta (r), dada por suas projegdes, é a interse¢ao de dois planos (o) e (), cujos tra-
¢os de mesmo nome sao perpendiculares. Pede-se que sejam construidos tais tragos.

Resolugdo: Admitindo resolvido o problema, observemos os triangulos retangulos
12V’ e 12H (Figura 290). Porque suas medianas OV’ e OH, relativas a hipotenusa comum
12, devem ser iguais a metade dessa hipotenusa (Geometria Plana, nimero 128.3), conclui-
se que os pontos V’, H, 1 e 2 devem todos pertencer a circunferéncia de diametro 12, cujo
centro O, equidistando dos pontos conhecido V’ e H, deve estar sobre a linha de terra.

Determinados os tragos V’ e H da reta dada e construida a mediatriz m do segmento
V’H, obtém-se, na linha de terra, o ponto O, centro da circunferéncia de raio OV’ = OH,
que, tragada, traz os pontos 1 e 2 que resolvem a questao (Figura 291).

220 - Determinar os tragos horizontais dos planos () e (), sabendo que o ponto (A)
pertence a bissetriz do angulo objetivo formado, no primeiro diedro, pelos tragos
de () e que a intersecdo dos planos (o) e (B) é uma horizontal. Dados ar), B’ e A

Resolugao: Sabe-se (nimero 3.4) que a bissetriz (b) ¢ a mediana do triangulo is6sceles
(JVH) construido sobre os tragos do plano (Figura 292). Assim, aproveitando a projecdo verti-
cal Al do ponto (A), de (b), por simetria da linha de terra, em relagdo a A, obtém-se V’ (Figura
293) e, entdo, H e H, o que proporciona o trago on. Enfim, o trago 3t é paralelo a aum.

Figura 291

o //,, . B,.n.l
| '

L

A

Figura 292 Figura 293
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221 - Determinar o traco horizontal do plano (o), sabendo que, em épura, as proje¢des
da reta (o) formam entre si um angulo igual a 30°, dados ar’, B’ e Br.

Resolugao: Conhecido um pon-
to comum - (V) - da intersecdo (a),
para que suas proje¢des venham a for-
mar, em épura, 30°, entre elas, seu pon-

to comum - naturalmente, seu trago

(P) com (B,,4) — deve pertencer a um
dos arcos capazes de 30° para o seg-
mento V'V.

Assim, construida a intersecao

(p) de (B) com (B,,), & qual hé de per-
tencer esse ponto (P), buscando seus

cortes com tais arcos capazes (Figu-
ra 294), obtém-se a reta (r) = (af3) e,
apoiando-se nela e em o’ uma hori-

Figura 294

zontal (h,), vem o trago horizontal ar.

Ha uma segunda solugao, indicada pelo ponto 2 na Figura 294, mas ndo completada.
O segundo arco capaz, para a direita de V'V, ¢ inttil, por ndo cortar p’ = p.

222 - Os planos (a), (B) e (y) cortam-se segundo uma mesma reta (r).

Dados os tracos Bm, Bm, ym), YT e T = QT e sabendo que o ponto (M) médio do
segmento (V)(H) formado pelos tragos de (¢n”) com (3,,) pertence a (a.), pede-se
determinar os tracos do plano (o) e as projecoes da reta (r).

Resolucdo: Pelos dados, a reta yT'

(r) é uma horizontal, paralela a frea o

yr (Figura 295), de imediata obtencao.

Simples também a determina-
¢do do ponto (M), médio da interse¢do
(V)(H) de (¢) com (n”) e com (B,,)
(Geometria Descritiva, nimero 76).

E a unido de (M) ao trago (P)
de (r) com (B,,) traz o trago (J) de (o)

ja que (o) contém (r) (Figura 295). Figura 295

com ('), o que resolve o problema,
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223 - Determinar os tracos horizontais dos planos () e (), sabendo que a reta (r) é a
sua interse¢ao e que a projecao horizontal r dessa reta é a bissetriz do angulo for-
mado por arn e Br. Dados ar), B’ e r.

Resolugao: Sendo HV a bissetriz do angulo JHL (Figura 296), V ha de ser o conjugado
harmonico, do pé da bissetriz externa (Geometria Plana, nimero 166) desse angulo com (7’ ),
0 que proporcionard a solugio. De fato, obtido o conjugado harménico V de V (Figura 297), a cir-
cunferéncia de didmetro V'V ¢ o lugar para o traco H, obtido a partir da linha de chamada de H’
(Figura 297), visto serem perpendiculares essas duas bissetrizes (Geometria Plana, nimero 12.3).

A segunda solucio, para H, nio foi completada, em épura.

224 - (r) é ainterse¢ido dos planos (o) e (8). Determinar os tragos desses planos, sabendo
que o angulo formado por an’ e B’ é igual a 45° e que a distincia entre an e B
vale 13 mm. Dadas as duas projecoes de reta (r).

Resolugdo: O triangulo (J)V’(L) (Figura 298) pode ser obtido a partir do triangulo
retangulo auxiliar (J)(L)P, de facil construgao, por se conhecer a direcao e o valor de um
cateto, igual a 13 mm. Arbitrado um ponto (L) de (1'n), constrdi-se o triangulo retangulo
(L)P(J), aproveitando a direcdo de r e a medida 13 mm e, com o arco capaz de 45° para (J)
(L), determina-se (V) em r’ (Figura 299) e, entdo, basta conduzir pelo trago vertical V' da
reta dada (r), com as dire¢des de (J)(V) e de (L)(V), os tragos verticais dos planos pedidos
(Figura 299). H4 uma segunda solugdo para (V).

Vi B\ o
P ~m
H
rl
— — J VIH\\L/ [C vV
— ; —
m S
r N pm \W
Figura 296 Vi Figura 297
B .
B,.n.l - oTT \
;" V! r (V)
V' V)
45°
W L)/ v v (L)
- - - ) -
13 13
P P
Figura 298 Figura 299
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225 - As retas (r), (s), (t) e (u) sao suportes das arestas de um angulo poliédrico de vér-
tice (J) e cortam o plano (a) produzindo um paralelogramo (A)(B)(C)(D), (A) em
(r), (B) em (s), (C) em (t) e (D) em (u).

Dados as projegdes r, s, t, 1, t e os tracos de (o), pede-se determinar as projecdes
do paralelogramo, sabendo ser romboide a projegao ABCD.

Resolugdo: Por ser proje-
tante o plano (a), sdo imediatas
as obtenc¢des das projecoes A, A,
B, C’ e C (Figura 300).

E, para que seja um losan-
go a proje¢do horizontal ABCD,
a mediatriz de AC servira de su-
porte a diagonal BD.

Assim, obtido B (na linha
de chamada de B’), D vem por si-

QT

metria em relacdo ao centro O do
losango (Figura 300). Figura 300

226 - Dadas as projegdes a, a, b, b, r’ e r das retas concorrentes (a) e (b) e da reta (r) se-
cante ao plano de (a) e (b), pede-se determinar a posi¢ao da linha de terra, sabendo
que o ponto (I), intersegao desse plano com (r), pertence a (3;3).

Resolugdo: Sendo J o ponto comuma a eb e ocomuma aeb,alinha de chama-
da J'J da direcao a épura (Figura 301), visto que a linha de terra procurada ha de lhe ser
perpendicular.

E, utilizando uma reta au-
xiliar (s), do plano das retas (a) e
(b), com § =, fica imediato ob-
ter o trago (I) de (r) com o plano.

A mediatriz de I'T é, entao,
a linha de terra pedida (Figura

301), cuja orienta¢ao, no entanto,

ndo pode ser determinada, sen-

do, por isso, indicada como n'.

Figura 301
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227 - Determinar as projecoes do ponto (J), pertencente aos planos (o) e (y), dados por
seus tracos, sabendo que (J), do primeiro diedro, equidista dos tracos de ().

Resolucao: (J) deve pertencer / o vV oy
a bissetriz do angulo objetivo dos , v b
tragos de (a), no primeiro diedro. d

Assim, construida essa bisse- A V. \H Vv
triz (b) (Figura 302), tal como deta- I H Mo 7 -
lhado no nimero 3.4, basta deter- N b v
minar seu trago (J) com o plano (y), H ~H o
para resolver o problema. Figura 302

228 - O triangulo (A)(B)(C) tem seus lados (A)(B) e (A)(C) sobre as retas (r), (s) e (B)(C)
em (,4), com a mediana relativa a (B)(C) de perfil.

Sendo (G) o baricentro desse triangulo, (G)(L) e (G)(K) duas retas tais que, em
épura, o quadrilatero G’L'GK seja um quadrado, com (L) e (K) pertencendo a
(B,4)> pede-se construir as projegdes dos triangulos (A)(B)(C) e (G)(L)(K).

Sao dadas as projecdes A, A, r)r e s.

Resolugdo: (B) é o traco de
(r) com (B,,) e, por ser de perfil a
mediana (A)(M), a abscissa de (C)
ha de ser a simétrica da de (B), em
relacdo a de (A), o que proporcio-
na (C), a projecao C no cruzamen-
to de s com a linha de chamada p
(Figura 303).

Marcadas, nas duas proje-

¢oes, o baricentro (G), com o au-
xilio da mediana (C)(N), fica sim-
ples a construgdo das projegdes do
triangulo (G)(L)(K), com (L) e (K)
na fronto-horizontal de (,4), me-
diatriz de G’G, arbitrada a ordem de
abscissas para (L) e (K). Figura 303
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CariturLo VI

PARALELISMO

Os problemas escolhidos para esta parte versam sobre planos paralelos, retas paralelas
a planos e retas reversas. Sao cerca de oito dezenas.

229 - Construir as projecdes do segmento (A)(B), de 16 mm de comprimento e paralelo
aos planos (a) e (B), sabendo que seus extremos (A) e (B) pertencem, respectiva-
mente, aos planos (0) e (¢), (A) com cota igual a 8 mm e abscissa menor que a de
(B). Sao dados os tracos dos quatro planos.

Resolucao: Os tragos verticais paralelos de (o) e (B) asseguram que sua interse¢do seja
uma frontal, sobre a qual é simples marcar a V.G. do comprimento de 16 mm (Figura 304).

E, por serem verticais os planos

(0) e (), é imediato aplicar, entre seus Ty o B' o
tracos horizontais, o segmento k, que ) .
corresponde, na frontal procurada, 16 / ¢
aquela V.G. [ ' A 4
230 - Desenhar as projegoes da reta k A B

(r), concorrente com as retas o e K

(a) e (b) e paralela aos planos pm'=pm Figura 304 om

(o) e (B), este definido por

duas retas paralelas (m) e (n). oo\

Sao dadas as projecoes das j'// " men

quatro retas e os tracos de (a.). // m
b s' /

Resolucgao: Para ser paralela aos /
planos (o) e (B), (r) devera ser paralela N / N
a sua interse¢do, ou a uma paralela a / y
ela, como a reta (s), acessivel no espa- e
¢o entregue, aproveitando ser () um a o
plano de topo (Figura 305). o Figura 305
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Em cada uma das épuras abaixo, pede-se construir as proje¢des da reta (r) perten-
cente ao ponto (A) e paralela ao plano (o), atendendo a condigao estabelecida para cada
caso. Sao dadas sempre as projecoes do ponto (A) e os tragos do plano (o).

Resolugao: Sempre que necessario, foi utilizada uma reta auxiliar (s), de (o).

231 - (r) é paralela a () 232 - (r) é paralela a (7’)

NN

r A

QT
Figura 306 Figura 307

233 - (r) é paralelaa (B,,) 234 - (r) é paralela a (B;3)

o 3 //r- am! -
r A S
v H ] v
s r &
V H'
A\s\ S
r
H ot A o
Figura 308 Figura 309
235 - (r) concorre com (7TT) 236 - (r) é de perfil
r' pr' o’ o' i
% A
A' rl
Vv — B
r A A
p o r -
o, ——y |t -
Figura 310 B Figura 311

237 - (r) concorre com (a) 238 - (r) é paralela a (y)

YT

M’ .

s
amT'=S o )

S

M
Figura 312 Figura 313
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239 - (r) é paralela a (y) 240 - (r) concorre com a reta (a), dada

AR N a
o'
- a
'\
o
Figura 314 Figura 315
241 - (r) € (y), dado ym 242 - (r) é de perfil = (AB)

— . — —
"
\ QT
Figura 316 v 0"“' Figura 317 B
243 - (r) é paralela a (70’w)- (M) 244 - (r) é paralela a (y), perpendicular a
(B,4)- Dado yr’
r' o'
A
Sl
; S
A
QT AR
Figura 318 Figura 319
245 - (r) é paralela a (y), dado 246 - (r) é paralela a (y). Dados yn ey’

am Figura 320 Figura 321
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Para cada épura abaixo, construir as projecdes da reta (r) pertencente ao ponto
(A) e paralela ao plano (o) das retas (a) e (b), obedecendo a condi¢ao imposta, dadas as
projecoes de (A), (a) e (b).

Resolugdes: Sempre que preciso, langou-se mao de uma reta (s), auxiliar, de (o).

247 - (r) é paralela a (y), dado 248 - (r) é de perfil
Y 2

. / £
— r M
a

LAE\
B

Figura 322 Figura 323

f

249 - (r) é paralela a (1) 250 - (r) é paralela a (3,,)

Figura 324 Figura 325

251 - (r) é paralela a (y), dado 252 - (r) é paralela a (B5)

Yy / A
Figura 326 Figura 327
253 - (r) concorre com (t) 254 - (r) é paralela a (1)
a' bI AI r|
a//\ A [
b A
Figura 328 Figura 329
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Em cada uma das épuras seguintes, sio dadas as projecoes de um ponto (A) e de
uma reta (r). Pede-se determinar, por seus tracos, o plano (o), pertencente a (A) e para-
lelo a (r), atendendo a condi¢ao imposta.

Resolugdes: Utilizadas uma ou duas retas (s), auxiliares, de (o), salvo na Figura 337,
que apresenta duas solugoes.

255 - (o) é paralelo a (h), dada 256 - (o) € (B), dado

h'\ SI AN N\s
— AN ——
hr><o><

Figura 330 Figura 331

257 - (o) pertence a (J), dado 258 -r € (B,4); (@) € (J), dado

A o'

—_ . \_
H QUTT
Figura 332 Figura 333
259 - (o) é paralelo a (') 260 - (o) corta (y) segundo uma frontal.

Dado (y)

A
o ot

Figura 334 Figura 335

261 - (o) é paralelo a (t) 262 - (o) é projetante
rl
,
oy
Figura 336 Figura 337
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir o plano (o), pertencente ao
ponto (A) e paralelo a reta (r), atendendo as condi¢des impostas. O plano (a) deve ser
apresentado por duas retas (a) e (b). (A) e (r) sio dadas por suas projecoes.

Resolugdes: Além de (a), paralela a (r), a reta (b) atende a cada condigdo imposta.
263 - (a) € (J), dado 264 - (o) é paralelo a (T'T)

Al

bl

Jl

v

b/

265 - As retas de maior declive de (o) sdao 266 - (o) é equidistante dos pontos (P) e
paralelas a (r) (Q), dados

Figura 338 Figura 339

Figura 340

Figura 341

267 - (o) corta (B) e (y), dados, segundo 268 - (o) ndo tem traco com a reta (t)
retas paralelas

b AZA | <
=

\'

pmr=ymw=yw
Figura 342 Figura 343
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir os tragos do plano (0), parale-
lo ao plano (a), dado por seus tragos, ou pelas projecoes de suas retas (a) e (b), sabendo
que (0) contém o ponto (J), definido por condigdes estabelecidas caso a caso.

Resolugdes: Determinado o ponto (J), a construgdo de (0) se faz, sempre, com o auxi-
lio de uma reta (t) pertencente a (J) e paralela a (o).

269 - (J) € (n”B3) e dista 20 mm de ('n), 270 - (J) = (rf,,)
no primeiro diedro

({kyy)

Iy .
o J./fiw('/‘])(ﬁm) t / \J'EJ
4 1

A

— O — — —
t
J <t
( 01
Cly o am/ r

Figura 344 Figura 345

271 - (J) = (ppA) 272 - Dados J, ]
¢

a/\7
QT

Figura 346 Figura 347
273 - (J) = (yn”By3) 274 - Dados ]’ ]
a - b \a y ' 61T'j
tl
bl fl N ;
a d
t
b
) h )
Figura 348 Figura 349
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Em todos os casos abaixo, sio dadas as proje¢des da reta (r) e do ponto (A). Pe-
de-se determinar os tracos do plano () equidistante de (r) e de (A) e atendendo a cada
condi¢ao imposta.

Resolugdes: O plano (o) procurado, para equidistar de (A) e de (r), deve conter o
ponto (M), médio de um segmento formado por (A) e por um ponto (B), qualquer, de (r)
(Geometria Espacial, nimero 20.3), além de ter que ser paralelo a (r). Assim, a reta (t), traca-
da por (M), paralela a (r), e cada condigdo dada resolvem os problemas. Duas solugdes para
o numero 280.

275 - (o) // (’m) 276 - (o) € (N), dado

B! S aTr'

T
0/ N'=N Sl
Figura 350 Figura 351
277 - (o) ¢ perpendicular a (8,,) 278 - (o) ¢ perpendicular a (B;3)
r.| o' = o, Tt ]

e

o
AR
>

2
3

> A=A
Figura 352 Figura 353
279 - (o) // (s), dada 280 - (o) é projetante

Figura 354 Figura 355
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Em todos os casos abaixo, sendo dados um plano (a), por seus tragos, ou pelas
projecoes de duas retas suas, (a) e (b), e o ponto (J), por suas proje¢des, pede-se construir
o plano (0), por seus tragos, ou por duas retas (r) e (s), sabendo que ele se situa entre (o)
e (J), distando d, de (a) e d, de (J), segundo a razao k = d, / d,, dada, caso a caso.

Resolugdes: Apoiado um segmento (J)(L), (L) em (at), e determinado o ponto (A)
desse segmento em obediéncia ao valor k, dado em cada caso, o plano (0) pedido contera
(A) e sera paralelo a (o).

281 -k=1/2 282 -k=1/3
o'
o NV
U
u
U
V u . NAI Ll
- - - J=J -
O
A o
L
Figura 356 Figura 357
283 -k =3/2
= | [ U ]
V4 = u ‘ u I\ —\
A
/ J
us ! Om'=0m
Figura 358 Figura 359
285 -k=2/3 286 -k=1/4
Jl

u
Figura360 U Figura 361
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287 - Dados um ponto (A), por suas proje¢des, e um plano (o), por seus tragos, construa
as projecdes do segmento (A)(B), paralelo a (o), sabendo que (B) pertence a () e
que o comprimento de (A)(B) iguala a soma da cota e do afastamento de (A).

Em seguida, determine as proje¢des da altura (A)(H) e do baricentro (G) do trian-
gulo que (A) forma com as duas solu¢des possiveis para o ponto (B).

Resolucio: Sabe-se (Geo- i pr'

[¢ry
metria Espacial, nimero 27) que

o lugar geométrico dos pontos

. ZptY,
(B), de (m), que distam um va- g
lor constante de um ponto (A),

exterior, é a circunferéncia com

centro na projecdo horizontal

de (A), base do cone de revolu- N M=H' 3% —

¢do, com geratriz igual aquela

constante. H m —

Essa é a construgdo utili-  “om
zada (Figura 362), para conse-

guir,em V.G., a circunferéncia a

qual pertencera o ponto (B), pro-
curado. Em verdade, sua proje- B B

¢do horizontal, B. Figura 362

E como (A)(B), para ser paralelo a (o), tem que pertencer a um plano que, passando
por (A), seja paralelo a () (Geometria Descritiva, nimero 62), basta conduzir por (A) o pla-
no (B), paralelo a (), e determinar as intersegdes B; e B, da circunferéncia antes construida
com o trago horizontal B, deste plano (Figura 362).

As retas (A)(B;) e (A)(B,) sdo as solugdes da primeira parte do problema.

Para a construcdo da altura (A)(H), observe-se que o triangulo que (A) forma com as
duas solugdes para o ponto (B) é isosceles, com base (B;)(B,), ja que (A)(B;) e (A)(B,) sdo
geratrizes do mesmo cone de revolucao, e, por isso, a altura (A)(H) é também a mediana
relativa a base (B;)(B,).

Assim, obtido o ponto (M), médio de (B;)(B,), que, afinal, é o pé da altura, fica ime-
diato construir suas projegoes, assim como as do baricentro (G), pela divisdo dessa mediana
(A)(M) em trés partes iguais (Figura 362).
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288 - Construir as projecdes da reta (r), pertencente ao ponto (J) e paralela ao plano
(’mt)-(M), sabendo que, em épura, sdo perpendiculares entre si as proje¢des de (r).

Dadas as projecoes J, J, M e M.

Resolugao: Numa vista lateral,
define-se o plano (o), pertencente a
(J) e paralelo ao (n'm)-(M) dado (Fi-
gura 363).

Alcada a intersecdo (p) de (o)
com (f3,,) e construido o arco capaz de

90° para o segmento JJ, por intersecao,

obtém-se o ponto (P), que define, com
(J), areta (r) pedida (Figura 363).

Hé uma segunda solucio (). Figura 363

289 - A reta (t) passa pelo ponto (A), do primeiro diedro, é paralela aos planos (o) e (B)
e concorre com os dois bissetores num mesmo ponto (B).

Dadas as projecoes das retas concorrentes (r) e (s), que definem o plano (a), e as fron-
to-horizontais (a) e (b), do plano (B), além das proje¢oes do ponto (A), pede-se cons-
truir as proje¢oes do ponto (B) e da reta (t) e determinar a posi¢ao da linha de terra.

Resolugdo: Para ser paralela aos dois planos dados, a reta (t) deve ser paralela a sua
intersec¢do, o que se consegue com auxilio dos planos horizontais conduzidos por (a) e por
(b), que proporcionam, respectivamente, os pontos (K) e (L), que, entdo, definem a interse-
¢do (af) (Figura 364).

A reta (t) procurada, para con- r s
] . 1| Kl 2| al
correr com os dois bissetores num \
. "\ A'
mesmo ponto (B), necessariamente 3 L \ b

concorre com a linha de terra nesse
Jl
ponto (B). ]

Assim, construida (t), por (A),

paralela a (K)(L) e definido seu tra-

\//l
/)

¢o (B) com os dois bissetores (Figura

364), determina-se, por esse ponto (B), K

a linha de terra, orientada de modo a

7/

deixar (A) no primeiro diedro. Figura 364
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290 - Dados o plano (o), por seus tragos, o ponto (A) e as retas (r) e (s), exteriores, todos
por suas projecdes, pede-se apoiar, em (r), a reta (a) e, em (s), a reta (b), ambas pas-
sando pelo ponto (A) e ambas paralelas a (o). Em seguida, construir as proje¢oes do
quadrilatero (C)(D)(E)(F), que tenha os lados (C)(D) em (a), (E)(F) em (b), (D)(E)
em (7t), e os vértices (C) e (F) respectivamente em (r) e em (s).

Resolugdo: Para serem pa-

ralelas a (o), passando, ambas, por BT A

(A), as retas (a) e (b) devem perten- s '
cer ao plano (B), que contém (A), P N

sendo paralelo a (o). }
/

Construido () e obtidas suas E/ /| D/

intersecoes (C) e (F) com (r) e com

(s), respectivamente, ficam defini-
das as retas (a) e (b) (Figura 365).

T

E seus tracos horizontais (D)

e (E) completam o quadrilatero Figura 365

(C)(D)(E)(F) pedido.

291 - Dadas, por suas projegoes, as reversas (r) e (s) e o ponto (A) exterior a elas, pede-se
construir o plano (o) pertencente a (r) e paralelo a (s) e, em seguida, determinar a
posicao da linha de terra, os tracos de (a) e as proje¢des do triangulo (A)(H)(V),
sendo (H) e (V) os tracos horizontal e vertical de (r), sabendo que a diferenga en-
tre as abscissas de (H) e (V) é igual a dois tercos da distancia, em épura, entre as
projecdes de (A).

Resolugdo: A construgdo do plano (a) é imediata, pelo tragado de uma paralela (s;) a
(s), por um ponto (J) qualquer de (r) (Geometria Descritiva, nimero 65).

Para localizar a linha de ter-
ra, basta utilizar a translagdo de
um segmento KL, igual a 2/3 de
AA, obtendo-se H, com r paralela
ar. E, em seguida, (7'n) e, com os
tracos (H) e (V) de (r) e um traco
(V) de (s1), os tragos de (o).

Ha uma segunda solugdo,

com r adireita de r, ndo apresen-

tada na Figura 366.

Figura 366
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292 - Dadas, por suas projecdes, as retas reversas (A)(B) e (C)(D), pede-se construir o
plano (a) delas equidistante e, sabendo que é de perfil a reta formada pelos pontos
(A) e (ar’n), determinar a posi¢iao da linha de terra, de modo a deixar o ponto (A)
no primeiro diedro e, entiao, construir os tracos de (a).

Resolugdo: A construcio do S
. 1. o'
plano (a) equidistante das reversas p'=p
dadas é bem simples, pela determi- D'
nagao do ponto (M), médio do seg-
mento (B)(D) apoiado nelas, e pelo s
envio, por (M), das retas (r) e (s), D

paralelas as reversas dadas.

Para obter a linha de terra,
determina-se a reta (p), interse¢do
de (a) com (B,4), pela unido dos
tracos de duas de suas retas, (r) e

a horizontal (h) (Figura 367), com
esse bissetor, buscando o ponto

(P) dessa intersecdo que tenha a

. Figura 367
mesma abscissa que (A).

E, determinada a posi¢do da linha de terra, fica imediata a construcao dos tragos de
(), a partir do ponto (P), com a direcao da horizontal (h) e a utilizacdo do traco vertical (V)
dessa mesma horizontal (Figura 367).

293 - Construir os tragos do plano (a), pertencente ao ponto (J), paralelo a reta (r) e
equidistante dos pontos exteriores (A) e (B).

Dadas as projecdes dos pontos (J), (A) e (B) e da reta (r).

Resolucio: Para ser paralelo
a (r), (o) deve conter uma parale-
la (s) a essa reta, conduzida pelo

ponto (J).

E, para equidistar dos pon-
tos (A) e (B), (o) deve passar pelo A

ponto (M), médio do segmen- —
to (A)(B). Assim, a horizontal
(M)(N) apoiada em (s) e os tragos

da reta (s) proporcionam (Figura
368) os tragos do plano (o). Figura 368
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294 - Construir o plano (a), pertencente ao ponto (A) e paralelo a reta (r), sabendo que, em
épura, sao perpendiculares os tracos verticais de () e do plano (y), das retas (a) e (b).

Sao dadas as projecoes do ponto (A) e das retas (r), (a) e (b).

Resolucao: Conduz-se, por (A), a
reta (s), paralela a (r), que ha de perten-
cer a (o) e, pela inexisténcia da linha de
terra e pela impossibilidade de obté-la,
utiliza-se uma frontal (f) do plano (y),
das paralelas (a) e (b), para construir,
por (A), a frontal (t), com dire¢do orto-

gonal a de (f), que assegura a perpendi-

cularidade dos tragos verticais de (a) e
de (y), imposta. Assim, (o) fica definido Figura 369
pelas concorrentes (s) e (t) (Figura 369).

295 - Desenhar as projeg¢des do triangulo (A)(B)(C), conhecendo sua mediana (A)(M), sa-
bendo que os vértices (B) e (C) pertencem, respectivamente, a reta (r) e ao plano ().

Sao dadas as projecdes dos pontos (A) e (M) e da reta (r), além dos tragos do plano (o).

Resolucao: Por ser (M) o ponto médio do lado (B)(C), (C) tem que pertencer a reta
(s), simétrica de (r), em relagdo a (M) (Figura 370).

Assim, pela utilizagdo de um ponto (1), qualquer de (r) e de seu simétrico (2), em
relagdo a (M), traga-se, por (2), a reta (s), paralela a (r), em busca de seu trago com (o), que
sera o vértice (C) do triangulo (Figuras 370 e 371). A unido de (C) a (M) produz (B), em (r),
e, com isso, pode-se completar as proje¢des do triangulo (A)(B)(C) pedido.

Figura 370 Figura 371
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296 - Construir as proje¢des do tridangulo (A)(B)(C), cujo baricentro pertence ao plano
(a) e cujo lado (B)(C) pertence a reta (r), (B) em (7).

Sao dadas as projecoes do ponto (A) e da reta (r), além dos tracos de (a.).

Resolucao: Como o baricentro N
do triangulo pedido deve ficar sobre
a mediana (A)(M), a dois tercos de

seu vértice (Geometria Plana, na-
mero 147), deve-se construir a reta
(s), do plano formado por (A) e (r)

e situada a dois tercos da distancia
entre esses dois elementos, o que se

consegue apoiando um segmento

qualquer (A)(1) em (r), tomando seu
ponto terco (2), mais proximo de (1),

e conduzindo, pelo ponto (2), a reta Figura 372
(s), paralela a (r), que corta (a), pro-
duzindo o baricentro (G) do triangulo (Figura 372).

A unido de (A) a (G) cria a mediana (A)(M) e, porque (B) tem que ser o trago hori-
zontal de (r), obtém-se (C) por simetria de (B) em relagdo a (M).

297 - Dados por suas projecdes, quatro pontos (A), (B), (C) e (D), ndo coplanares, pede-
se construir um feixe de quatro planos paralelos com distancias iguais entre os pa-
res consecutivos, o primeiro plano pertencendo a (A), o segundo a (B), o terceiro
a (C) e o quarto a (D).

Resolugao: Sabe-se (Geome-
tria Espacial, nimero 19) que qual-
quer transversal a um feixe de planos
equidistantes fica por eles dividida

em partes iguais. ‘

Por isso, basta criar com os

dois pontos extremos dados (A) e a

(D) (Figura 373) um segmento de
reta, dividi-lo em trés partes iguais

\
\

\

200

e conduzir, por (B), por (C) e pelos

dois pontos de divisao (1) e (2), pa-
res de retas com as dire¢des de (B)(1)

e de (C)(2), para compor os quatro
planos do feixe (Figura 374). Figura 373 Figura 374
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298 - Construir as proje¢des da reta (r), paralela a reta (t) e concorrente com as retas de
perfil reversas, (A)(B) e (C)(D). Dadas as projecdes das retas (t), (A)(B) e (C)(D).

Resolugdo: Observemos que,
se projetarmos as duas reversas
(A)(B) e (C)(D) sobre um plano (y)
qualquer, segundo a diregdo (t), as
projecoes das duas reversas hao de
se cortar no ponto r de cruzamen-
to das projegdes daquelas duas re-
versas (Figura 375).

Para a resolugdo do proble-

=
D
ma, em épura, buscando a simpli- /
cidade, as projegoes de (A)(B) e

de (C)(D), segundo a dire¢ao (t),
foram feitas sobre o bissetor par Figura 375 Figura 376
(Figura 376). A reta pedida (r) é a

paralela a (t), tragada por ().

299 - Determinar as proje¢oes da reta de perfil concorrente com as horizontais (r), (s) e
(t), reversas duas a duas. Dadas as projec¢des das trés horizontais.

Resolugdo: Aproveitando a particularidade do paralelismo das projegdes verticais das
trés retas horizontais dadas e sabendo que a divisdo proporcional de um segmento se repete
em suas duas projegoes, conclui-se que a reta de perfil procurada ha de ver repetida, em
suas duas projecdes, a divisdo que
o ponto interno (B) ao segmento
(A)(C), procurado, proporciona

nele. Assim, basta apoiar em t’ e
r e em t e r dois segmentos 1’2’ e
78, iguais a um valor k, arbitrado,

medir a parcela 1’3’ = k e repeti-la

em 79 na projecao horizontal so-
bre o segmento 78. A paralela t a
t repete a propor¢ao que o ponto 9
provocou em 78 e, entdo, fornece
a projecao B e, em consequéncia,
as duas projecoes da reta de perfil
(A)(C) pedida (Figura 377).

Figura 377
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300 - Dadas trés retas (r), (s) e (t), reversas, duas a duas, por suas projecoes, pede-se
apoiar em (r) e em (s) uma reta paralela a (t).

Resolucao: Sabe-se (Geome-
tria Descritiva, nimero 62) que o
lugar geométrico das retas que se
apoiam na reta (r) e que sdo parale-
las a reta (t) é o plano pertencente
a (r) e paralelo a (t), formado por

(r) e uma paralela (t;) a (t), tracada
por um ponto (J), qualquer de (r).

Assim, construido esse pla-
no, basta obter sua interse¢do (A)
com a reta (s) e conduzir, por (A),

a reta (a) (Figura 378), paralela a
(t), apoiando-se, pelo ponto (B), Figura 378
em (r).

301 - Definir o plano (o), pertencente ao ponto (A) e paralelo a reta (r), sabendo que,
em épura, seus tragos sdo colineares, e o plano (y), pertencente ao ponto (P), tam-
bém paralelo a (r), de modo tal que, em épura, seus tragos sejam simétricos em
relagio a linha de terra, dadas as projecées dos pontos (A) e (P) e da reta (r).

Resolugdo: Para serem paralelos a (r), os dois planos pedidos devem pertencer a retas
a ela paralelas (Geometria Descritiva, nimero 62).

E para terem, em épura, tragos coincidentes, ou simétricos em relagdo a linha de terra,
(o) e (y) devem ser perpendiculares, respectivamente, a (,,) ou a (By3) (Geometria Des-
critiva, numero 77). E, para tanto,
devem possuir, respectivamente,
uma reta (A)(B), perpendicular a
(B,4) € outra (P)(Q), perpendicu-
lar a (By3) (Geometria Descritiva,

namero 76).

Por isso, os planos (a) e ()
ticam definidos (Figura 379) pelas
retas (s) e (A)(B) e pelas retas (t) e
(P)(Q), respectivamente.

B'
k
A'\
A —

k

B

Figura 379
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302 - Determinar os tragos dos planos (o) e (3), respectivamente pertencentes as retas dadas
(a) e (b), sabendo que a intersecio de (1) e (B) é paralela aos planos dados (y) e ().

Dados as projecoes de (a) e (b) e os tracos de (y) e (¢).

Resolugdo: Para ser paralela aos
dois planos dados (y) e (¢), a intersecao B o yr e
dos planos procurados tem que ser para-

lela a propria intersecao de (y) e (¢), que,

por terem os tragos horizontais paralelos, Z

tem que ser (Geometria Descritiva, nume- a \'\
ro 59) uma horizontal, com essa mesma
R N\ 2 ¢m
diregdo. p
YT
(Sary b
Assim, os planos pedidos devem Figura 380

possuir horizontais paralelas aos tragos
YT e @7, 0 que permite construir facilmente os tragos de (o) (Figura 380).

O trago vertical B’ foi obtido com o auxilio da frontal (1)(2).

303 - Construir as proje¢des das retas (r) e (s), paralelas entre si e respectivamente per-
tencentes aos pontos dados (A) e (B), dados por suas proje¢des, sabendo que os
tragos dessas retas com o plano (a), dado por seus tragos, formam um segmento
paralelo e igual ao segmento (M)(N), de (o), dado por sua projec¢ao horizontal.

Resolugao: Para poder seccionar
(o) provocando um segmento paralelo
e igual a (M)(N), o plano formado pelas
paralelas pedidas deve possuir retas com
a direcao de (M)(N).

Assim, marcados (M) e (N) em (o),
constrdi-se, por (A), o segmento (A)(])

igual e paralelo a (M)(N), produzindo,
com isso, a reta (s), formada pelo ponto

dado (B) e por este (J), que vem a ser uma
das retas procuradas (Figura 381), a reta

(s). A segunda reta (r) ¢, naturalmente, a
paralela a (s), conduzida por (A).

Confirmando a construgio, foram determinados os tragos (A) e (B) das paralelas com (o).

Observe-se que ha uma segunda solu¢do, ndo incluida na épura da Figura 381, corres-
pondendo a construg¢ao do segmento (A)(]) no sentido oposto ao aqui utilizado.
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304 - Construir as proje¢des do segmento (A)(B) paralelo aos planos (o) e (y), dados por
seus tracgos, apoiado por seus extremos (A) e (B) respectivamente nos planos (0) e
(p), também dados por seus tracos, de modo tal que sua projecao horizontal AB
seja igual a abscissa do ponto (yn’zn), (B) pertencendo a (f;3).

Resolucao: A coincidéncia
dos tracos de nomes contrarios o' =y o'
dos planos dados (o) e (y) implica
em que eles sejam simétricos em
relagao a (B,4) e que, entdo, sua
intersecao pertenca a esse bisse- \

tor. Assim se consegue ter as pro-

jecdes dessa reta (p), intersecdo de

(au) e (v), a qual deve ser paralelo o B \
segmento (A)(B) pedido. E como \
k

os planos () e (¢) sdo projetantes
em relacdo a (1), a construcao de

0T

(A)(B) se faz pela obtenciao de sua
proje¢do horizontal, igual ao seg- ¢t
mento k, que mede a abscissa do

traco de (@) com a linha de terra, —
mediante uma simples translagao, Figura 382
tal como indicado na Figura 382.

H4 uma segunda soluc¢io, ndo completada na Figura 382, indicada pela posicio B.

305 - Construir os tracos do plano (o) pertencente a reta (r), dada, sabendo que ele cor-
ta o plano (y), dado, segundo uma reta de perfil.

Resolucao: Para cortar (y) r o
segundo uma reta de perfil, (a) 3 > "=(V),
deve conterretasdeperfil paralelas A= ¥
as de (y), ficando, entdo, definido
por (r) e por uma paralela (H)(V) _ AZB'=H'=V (Bl (M) -
a uma reta de perfil arbitrada de
(7), como (A)(B), conduzida pelo o
traco horizontal (H) da reta dada v
(r) (Figura 383). B

O traco vertical de (r) com- \{1/
pleta a resolugao. Figura 383
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306 - Determinar as proje¢des da reta (r), concorrente com as retas (a), (b) e (c), dadas
por suas projecodes, sabendo que o traco horizontal de (r) esta situado o mais pro-
ximo possivel do ponto (J), dado por suas projegdes.

Resolucao: Naturalmente, a reta b’
procurada (r), concorrendo com as pa- a
ralelas (a) e (b), tem que pertencer ao

plano (a), por elas formado.

Assim, um primeiro ponto de (r)

¢ o trago (P), de (c) com (a) (Figura

384). E o segundo, (H), trago horizon-

tal de (r), além de pertencer a an, para
atender ao imposto, ha de ser o pé da

perpendicular do ponto (]) a esse trago Figura 384
horizontal ar, para ter valor minimo.

307 - Desenhar as projecdes da reta (r) concorrente com a reta (s) e paralela a reta (t),
sabendo que seu trago horizontal dista do ponto (J) um valor igual a distancia de

(J) a (W'n).

Sao dadas as projecoes de (s), (t) e (J).

Resolugdo: A reta pedida (r) ha
de pertencer ao plano (o) formado por
(s) e por uma reta (t;), com ela concor-
rente, e paralela a dada (t).

O trago horizontal (H) da reta
(r) sera um ponto da circunferéncia
base do cone de revolu¢do de vérti-
ce (J), assente em (), com geratrizes
iguais a distancia (J);(L) de (J) a ('),
que se obtém numa vista lateral. O tri-

angulo (])1(L)T da o raio R dessa base.

Ha4, entdo, duas solugdes (H;) e

(H,) para tal trago e, em consequéncia,

duas solugdes (r;) e (r,) para a reta pe-
dida (Figura 385).

Figura 385
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308 - Dadas as retas reversas (r) e (s) por suas projecoes, pede-se construir as projecoes
do segmento horizontal de 18 mm de comprimento, apoiado por seus extremos
naquelas retas.

Resolugao: Os segmentos
horizontais de 18 mm de com-
primento, que se apoiam por
um extremo em (r), tém, para
lugar geométrico do segundo
extremo, a superficie cilindrica
de eixo (r) e diretrizes circu-
lares horizontais de 18 mm de
raio. Assim, o que se procura
¢ obter os tragos da segunda
reta (s) com tal superficie (Fi-
gura 386), o que se consegue,
de modo simples, pela constru-
¢do do plano (o), pertencente a
(s), com uma paralela (r) a (r),

conduzida por um ponto (J), Figura 386
qualquer de (s) (Figura 386).

O trago horizontal am $
corta a circunferéncia de centro A, B,

no eixo (r), rajio iguala I8 mme P
situada em (1) nos pontos (1) e B, A,

(2), pelos quais sao tracadas as
paralelas a (r), geratrizes, por-

tanto, da superficie cilindrica,

que cortam a reta (s) nos pon-

tos (A;) e (A,), extremos das r
duas solugdes que o problema, B —
para as posicoes dadas, ofere-

ce. As obten¢des dos segundos A T

extremos (B;) e (B,), em (1),

sdo, entdo, imediatas, restando

observar que, em proje¢ao ho-

. . Figura 387
rizontal, os segmentos horizon-
tais solugoes sao respectivamente paralelos a cada um dos dois raios H1 e H2 da circunfe-

réncia horizontal inicial (Figuras 386 e 387).
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309 - Apoiar nas retas reversas (r) e (s), dadas por suas projecdes, 0 menor segmento
horizontal possivel.

Resolucao: Esta ¢é
uma variagdo do proble-
ma anterior, quando, ao
invés de se fornecer o va-
lor do segmento horizon-
tal pedido, impde-se que
ele tenha valor minimo.

Isso ha de implicar
em que o trago ar do pla-
no construido seja tan-
gente a superficie cilindri-
cade eixo (r) (Figura 388),

0 que acarretara que o
segmento horizontal mi-
nimo (A)(B) venha a ser
paralelo ao raio (H)(T) do

Figura 388

circulo secao da superficie
com (m) perpendicular ao
traco (o) do plano cons-
truido por (s) e paralelo a
(r) (Figuras 388 e 389).

Cabe observar que o
o problema anterior (na-
mero 308) poderia ser
impossivel, caso o valor
estipulado para o segmen-

to horizontal procurado — —

fosse inferior ao minimo A

aqui construido, pois, en- T
tao, o traco o restaria
exterior a se¢do que (m)

=l

(S4ry

provoca na superficie ci-

lindrica utilizada. J

Figura 389
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Carituro VI

ORTOGONALIDADE

Neste capitulo estao reunidos problemas referentes a retas perpendiculares, ou orto-
gonais, a retas e planos perpendiculares e a planos perpendiculares entre si.

Todos, naturalmente, apoiados nos conceitos e nas propriedades desenvolvidas nos
estudos tedricos.

310 - Construir as projec¢des do triangulo (A)(B)(C), sabendo que (A)(B) é perpendicu-
lar a reta (r), suporte do lado (B)(C), (C) em (B,,).

Dadas as projecoes de (A) e de (r).

Resolugdo: Todas as retas que passam por (A) e que tém dire¢cdes ortogonais a da reta
(r) pertencem ao plano (o), conduzido por (A) e perpendicular a (r) (Geometria Descritiva,
numero 73).

Inclui-se nesse conjunto a reta (A)(B), perpendicular a (r), suporte do primeiro lado
do tridngulo pedido.

Como nao foi fornecida a posi¢ao da linha de terra e ja que ndo ha como determina-
la, ndo é possivel trabalhar com os tracos do plano (o).

Deve-se, entdo, construir,
por suas principais (h) e (f), esse
plano (a), que contém (A) e que B!
é perpendicular a (r), e obter sua
interse¢ao (B) com (r), o que se

consegue com o auxilio do plano X C2'_ y

de topo pertencente a (r) e que

proporciona, em (o), areta (1)(2) .

(Figura 390). S ! f -
O vértice (C) é de imedia- B\

ta obtencao, por ser o traco da %

reta dada (r) com o bissetor par. Figura 390
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Em cada uma das épuras abaixo, pede-se construir as proje¢des da reta (r), perten-
cente ao ponto (A) e ortogonal a reta (a), atendendo a cada uma das condi¢des impostas.

Sao dados, sempre por suas projecdes, o ponto (A) e a reta (a).

Resolugdes: Conduz-se, por (A), o plano (o), perpendicular a reta (a), ao qual ha de

pertencer a reta (r), atendendo-se a cada condigéao estabelecida.

311 - (r) é paralela a (y), dado

vy o T

N s

a
H X v
A
(6% r
Figura 391
313 - (r) concorre com (7TT)
o'
rl
h' A
a
(J) /
h
a'
x A\r
Figura 393

315 - (r) é de perfil

/4\

Figura 395
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312 - (r) é paralela a (;3)

aTr
Figura 392
314 - (r) é paralela a (3,,)
a' r
aT!
\/ A h'
P=P
p— =
p'=p
A
a
QT h

Figura 394

316 - (r) concorre com (b), dada

Figura 396
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se determinar as proje¢des da reta (r), per-
tencente ao ponto (A) e ortogonal a reta (a), atendendo a cada uma das condi¢des esti-
puladas. Sao dadas, sempre, as proje¢oes do ponto (A) e da reta (a).

Resolug¢des: Como no conjunto anterior, determina-se o plano (a), por (A), perpen-
dicular a (a), quando possivel pelos tragos e, quando nao, por suas principais (h) e (f), para,
entdo, atender as condi¢des impostas.

317 - (r) concorre com (t), dada 318 - (r) é paralela a (y), dado. (a) = (E)(F)
o' r' r' E' (B,
P A a
r ™N a
N

A\\ ot

Figura 397 Figura 398

319 - (r) é paralela ao plano das retas (m) 320 - (r) concorre com (m), dada

e (n), dadas
(fl
m'zn’ 2
r A h'
2 \a
m r 1 /a
n\\ A f

Figura 399 Figura 400
321 - (r) é paralelaa (B,,) 322 - (r) é ortogonal a (t), dada
ANV f

Nt

/A t
A f 3 a 7
f t
B
1
) h r=(A)B)
Figura 401 Figura 402
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir o plano (o), pertencente ao
ponto (A) e perpendicular ao plano (y), em obediéncia a cada condi¢ao imposta.

Sao dados, por suas projecodes, o ponto (A), e o plano (y), por seus tragos.
Resolugdes: (o) deve conter (r), por (A), perpendicular a ().

323 - (a) é projetante 324 - (o) € (J), dado

WL yr'

o,
2Z> A

yrr! A
oyt =1 1
] J'=J \/

Q,T=r r
b YT A
A QT r
o
Figura 403 Figura 404
325 - (o) é paralelo a (t), dada 326 - (o) ¢ perpendicular a (B,,)

Yy
Figura 405 Figura 406
327 - (o) ¢ perpendicular a ($;3) 328 - (o) corta (y) e (@), segundo retas
paralelas
o' o
Ly
@

H\am
Figura 407 Figura 408
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se obter o plano (o), pertencente ao ponto (A),
perpendicular ao plano (y) e obediente as condi¢cdes impostas, sendo dados, sempre as proje-
¢oes do ponto (A) e, ou os tragos do plano (y), ou as projecoes de suas retas (m) e (n).

O plano (a), pedido, pode ser apresentado por seus tracos ou pelas projecoes de
duas retas suas.

Resolugdes: O plano (o) deve conter a reta (p), perpendicular, por (A), ao plano dado
(7), além de atender as condigdes impostas.

329 - (o) é paralelo a (') 330 - (o) ¢ perpendicular a (B;3)
YT
A=A /
o' %
V p HI
p A gl
YT K/omr
2
T p 7
Figura 409 H Figura 410
331 - (o) ¢ perpendicular a (8, ,) 332 - (o) é paralelo a (w), dada
ml n' Bl
h' 1 2/3 k w' p, 2\
Al

X \n‘
f 3 \ ) N
2 5 k p
p
B

w
W ¢ ©=0);AB) "V/ (@) =(p):w)
m Figura 411

Figura 412

333 - (a) é perpendicular a (0), dado 334 - (oty) é horizontal

Yy
Figura 413

Figura 414
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Para cada um dos casos seguintes, sio dados, por suas projecdes, o ponto (A) e
as retas (a) e (b). Pede-se construir, por duas retas (r) e (s), o plano (a) pertencente a

(A), perpendicular ao plano formado por (a) e (b), atendendo a cada uma das condi¢des
estabelecidas.

Resolugdes: Em todos os casos, (o) contém a reta (r), por (A), perpendicular ao plano
formado por (a) e (b), obedecendo a cada uma das condi¢des impostas.

335 - (o) é perpendicular a (0), de topo, 336 - (o) é paralelo a (T’w)

dado
f s'
h 1 2' a o
. AT A 5
5 sl r J b -
- /F tyh -
3 f /s J A
a L A
f
2 b
Figura 415 Figura 416
337 - (o) pertence a (J), dado 338 - (o) equidista de (P) e (Q)
s' Q /r
Pv M. ' al
P a
2' b'
M A'=A
p— p— b
2 1 2
Q
)
b _ .
Figura 417 Figura 418
339 - (o) é paralelo a reta (w) 340 -(a) é paralelo a (P)(Q), dado
' /m by g
s 5 r V/
\ a' P
/[ 2/ N A h" 1, 2 S'/ o
r Al
. £ S
a
f B
b/ 2 S
a (1 [ A S A P
b
r 2 h b
Figura 419 Figura 420
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341 - Determinar os tracos do plano (a), pertencente ao ponto (A) e perpendicular ao
plano (), sabendo que a reta (ay) concorre com (7’nt), dados as projecdes de (A) e
os tracos de (y).

Resolucao: A perpendicular (r) a (y), tra-
¢ada por (A), ha de pertencer ao plano (o).

E, para que a intersec¢ao de (a) e (y) con-
corra com a linha de terra, (o) tem que conter

o ponto (J), traco de (y) com (1'n), o que, com
os tracos (V) e (H) de (r), soluciona o problema
(Figura 421).

342 - Construir as proje¢des da reta (r) con-
corrente com as retas (a) e (b) e orto-
gonal as retas (c) e (d), todas dadas por
suas projecoes.

Resolugao: Tao particulares sdo as quatro
retas dadas, que é imediata a construgao da reta

(r) pedida. De fato, suas projecdes r e r’ devem
passar, respectivamente, por a e b, proje¢des da
vertical (a) e da reta de topo (b).

E devem ser respectivamente perpendi-
culares as projegoes c e d, da horizontal (c) e da
frontal (d) (Figura 422).

Figura 422

343 - Desenhar as proje¢des do losango
(A)(B)(C)(D), sabendo que o vértice (A)
pertence a reta (r). Dadas as projecoes A=r C
dos pontos (B) e (D) e da reta (r). $40) h'

o

Resolugdo: Porque a diagonal procurada '
(A)(C) ha de pertencer ao plano mediador da B

diagonal dada (B)(D), é pela construcao do pla-

no mediador dessa diagonal, o que se faz com as f 0

principais (h) e (f) (Figura 423), que se resolve
o problema.

Como A’ coincide com r, marcado o pon-
to (A) no plano de (h) e (f), obtém-se sua pro-
jecdo horizontal e, com paralelas, completa-se o

losango (Figura 423). A Figura 423
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344 - Dados, por suas projegdes, a reta (a) e o ponto (J), e, por seus tragos, o plano (a),
pede-se determinar as proje¢des da reta (r), pertencente a (J), ortogonal a (a) e
paralela a (o).

Resolugdo: A reta procurada tem que
pertencer ao plano (), tracado por (J) e para-

lelo a (o) (Geometria Descritiva, namero 62),

assim como ao plano (y) que, contendo (]), é - -
perpendicular a reta (a) (Geometria Descritiva,

numero 73), sendo, portanto, a interse¢ao des- / J S
ses planos (B) e (y). Na Figura 424, a reta pedida N o r
(r) foi definida pelo ponto dado (J) e por (V), Figura 424 i

comum aos tragos verticais dos dois planos.

345 - Construir as projecoes do triangulo (A)(B)(C), sabendo que o lado (A)(B), or-
togonal a linha de terra, pertence ao plano (a), (B) em (1), e que o lado (A)(C) é
perpendicular ao plano (y), (C) em (y). Dados os tracos de (o) e de (y) e a proje¢ao
vertical de (A).

Resolugdo: Sendo ortogonal a linha de Q' C
terra, (A)(B) deve ser de perfil, sendo, entio, A
facilmente marcado em (a) (Figura 425). E, '
como (y) é um plano de topo, o lado (A)(C) '
tem que ser frontal, sendo o vértice (C) seu — B B —
traco com (7). A C
346 - Determinar os tracos do plano (y), si-

multaneamente perpendicular aos pla- om'/B iqura 425 v

nos (a) e (B), dados por seus tragos, sa-

bendo que o ponto de (y) que tem cota

e afastamento nulos tem, também, abs- Y o e“\'/

cissa nula. B

.
Resolucao: Para ser perpendicular aos %

planos (a) e (B), o plano (y) pedido tem que

ser perpendicular a intersecao (r) desses
dois planos, o que se constréi pelo uso de
um plano de topo auxiliar (0) (Figura 426).
E o plano (y), solugdo, tem que conter a ori-

gem O das abscissas, para ter nulas suas trés

YT
coordenadas. Figura 426 O
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347 - Dados, por suas projecdes, os pontos (A), (B), (C), (D), (J) e (K), pede-se construir

as retas (r) e (s), respectivamente pertencentes aos pontos (J) e (K), sabendo que as
duas sdo ortogonais, tanto a reta (A)(B) quanto a reta (C)(D).

Resolugdo: As duas retas pedidas, para serem ortogonais as duas dadas (A)(B) e (C)(D),

devem ser paralelas a dois planos como (a) e (3), perpendiculares a cada uma delas (Geome-

tria Descritiva, numero 73) e, por isso, paralelas a interse¢do desses planos.

Assim, construidos os tragos de dois planos (a) e (B3), perpendiculares a cada uma das

retas dadas, obtém-se sua intersecdo (i), para conduzir, pelos pontos dados (J) e (K), as retas

(r) e (s) pedidas (Figura 427).

348 - A reta (r) é a intersecao dos
planos (a) e (B), respecti-
vamente perpendiculares a

(513) ca (324)-

Pede-se construir os tragos
desses dois planos, sabendo
que (r) é também a intersecao
dos planos (0) e (¢), dados,
um pelas retas (a) e (b) e 0 ou-
tro pelas fronto-horizontais

(c) e (d).

Resoluciao: A intersecdo (P)(Q)
dos planos dados (0) e (¢) é obtida
com o auxilio dos planos horizontais

de (c) e de (d).

E, construida esta reta, é ime-
diata a obtencdo dos tragos dos planos
() e (B) pedidos, a partir dos tragos
(V) e (H) de (P)(Q), por serem, em
épura, ar’ e an simétricos em relagdo
alinha de terra e B’ e Bt coincidentes
(Geometria Descritiva, numero 77),
como apresentado na Figura 428.

V’ e H s30 os simétricos de V' e
de H em relagdo a (n'n), enquanto V’
e H definem Br’ = .
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C ©)
YV I\B
' (Bm)
v 0| 0O 1
{1 —
A D e
—~B //”
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/
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4
Bm'=pm H
aTr'
Vl
1) \ P’ c
2'
Q d

QT

H

Figura 428 V

CELio PiNTO DE ALMEIDA 113

28/02/2022 15:28:37



349 - Construir os tragos dos planos (a), (), (y) e (¢), todos pertencentes ao ponto (A)
e perpendiculares ao plano (0), sabendo que os dois primeiros sao projetantes, res-
pectivamente em relacio a () e a (1), que (y) é paralelo a linha de terra e que (@)
passa pelo ponto (]). Sdo dados as proje¢oes dos pontos (A) e (J) e os tracos de (D).

Resolugao: Todos os pla-

nos pedidos devem conter a reta v T Vv
(r), conduzida por (A) e perpen- o'
dicular a (0) (Geometria Descri- J
tiva, numero 74). am' v/

(o) e (B), projetantes que r|_-|'BqT v/
sdo, tém tracados imediatos, as- - / VrEom : -
sim como (y), este utilizando os il d
tracos (V) e (H) de (r). = AZA

Para a construgdo dos o, B

Figura 429

tragos de (¢), por pertencer ao
ponto (J), foi utilizada a reta (A)
(J) desse plano, com auxilio de seu trago vertical (V) (Figura 429).

350 - Construir as projecdes do retangulo (A)(B)(C)(D), sabendo que o lado (A)(B) é
paralelo a (8;3), que sua projegao vertical ¢ um losango e que (C) pertence a (7’),
com cota menor que a de (B), dadas as projegoes A, A e B.

Resolugao: A projecao ver- o
tical B’ ¢ facilmente obtida, por ser B \

(A)(B) paralelo ao bissetor impar.

E como (B)(C), para ser A
perpendicular ao lado (A)(B), .

deve pertencer ao plano (a), D! > c

conduzido por (B) e perpendi- B ] N
cular a (A)(B), constroéi-se (o),

obtendo-se C, tal que BC’ = BA,

C em an’ (Figura 430). A

As duas projecoes sdo, en-

tdo, completadas com paralelas. B o

Figura 430
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351 - Construir as proje¢des do tridngulo isdsceles (A)(B)(C), sabendo que a mediana
(A)(M), relativa a base (B)(C), ¢ paralela ao plano (a), perpendicular a (,,), e que
o vértice (A) pertence a ().

Sao dados as duas projecoes da base (B)(C) e o trago horizontal an, do plano (o).

Resolucao: Por ser (o) per-

,YTrI I CI
pendicular a (8,,), os tragos de (a), o' = o V' A H
em épura, sdo coincidentes (Geome- M./ &
tria Descritiva, nimero 77). \
B! b
E a mediana (A)(M), por ser, f

também, a mediatriz da base (B)(C), —
tem que pertencer ao plano (y), me-

diador de (B)(C), construido com o

auxilio de uma horizontal.

A H' —
A
(A)(M) serd, entdo, paralela a -

intersecao (V)(H) de (y) e (o), (A) Figura 431
com cota nula (Figura 431).

352 - Determinar os tragos dos planos (at) e (), pertencentes ao ponto (A), dado por
suas projecoes, sabendo que sao, ambos, perpendiculares ao plano (y), dado por
seus tragos, e que as retas (ay) e (By) sao, respectivamente, horizontal e frontal.

Resoluc¢ao: Os dois planos pe-
didos, para serem perpendiculares
a (y), devem conter a reta (V)(H),
tracada por (A) perpendicular-
mente a (y).

E, para que a interse¢do de (o)
com (y) possa ser horizontal, basta

que am e yrm sejam paralelos (Figura

432), o que proporciona os dois tracos
de (o).

Da mesma forma, para que H
Y QT

(By) seja frontal, basta que Br’ seja Figura 432

paralelo a ym.

Por ser inacessivel o trago de () com (7'n), foi preciso (Figura 432) recorrer a um
segundo ponto (V) de B, para, ligando-o a (A), obter um novo ponto (H), de Br.
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353 - Os planos (o), (B) e (y) sao perpendiculares ao bissetor par e paralelos entre si, estando
(B) entre (o) e (y), tal que sua distancia a (o) vale a metade de sua distancia a (y).

Construir os tragos de (a), (B) e (7), sabendo que esses planos pertencem, respec-
tivamente, aos pontos (A), (B) e (C), todos dados por suas projecdes.

Resolu¢ao: Cada plano deve
possuir segmentos de retas per-
pendiculares a (B,4), que, sabe-se,
devem ser de perfil, com proje¢oes

de comprimentos iguais e sentidos

contrarios (Geometria Descritiva,
nameros 76 e 77).

Assim, fica imediato cons-

truir as proje¢oes dos segmentos ' = oo 2
(A)(1), (B)(2) e (C)(3), com essas ) /B
propriedades, e tais que os pontos Figura 433

(1), (2) e (3), pertencendo a um
dos planos de proje¢do, venham a
ser pontos dos tracos de cada plano procurado (Figura 433).

Para assegurar a propor¢ao das distancias estipulada, basta dividir o segmento 1’3" em
trés partes iguais (Figura 433) e, pelo ponto terco J* mais préximo de 1), conduzir os tragos
coincidentes de (B). (o) e (y) sdo, entdo, os paralelos a este, pelos pontos (1) e (3).

354 - Desenhar as projecoes do segmento (A)(B) ortogonal a reta (r), sabendo que (A)
pertence a (1) e (B) a (w), conhecendo as projec¢des de (r) e do ponto (M), médio
de (A)(B).

Resolugao: Constroi-se, por
(M), o plano (a) perpendicular a o’
(r), ao qual ha de pertencer o seg-

mento (A)(B). v

- . H M
Porque as projecdes hori- H
zontais A e B devem pertencer, A y

respectivamente, a T ea am, a — B -

construgdo, na proje¢ao horizon-
tal, da simétrica t de am em rela-
¢do a M proporciona A, em segui-
da, A’ e, por dltimo, as proje¢oes
pedidas de (A)(B) (Figura 434). Figura 434 am/ 1
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355 - Obter as proje¢des do triangulo (A)(B)(C) e do ponto (J), vértice de um triedro,
cujas arestas passam pelos pontos (A), (B) e (C), sabendo que o triangulo (J)(B)(C),
equilatero, é de perfil, no primeiro diedro, e queaaresta (J) (A) é ortogonal as retas (E) (F)
e (P)(Q), dadas por suas projecdes. Sao, ainda, dadas as projecdes de (B) e de (C) e in-
formada a abscissa nula de (A).

Resolucao: Constru- - A 7 e

ida, numa vista lateral, a P!

V.G. do triangulo (J)(B)(C), <B'= ),

por ser ortogonal as duas

retas de perfil (E)(F) e |«

(P)(Q), (J)(A), tendo que = ’ T —

ser perpendicular aos pla- e, Q

nos de suas direcoes, ha V/
. /
de ser fronto-horizontal, o ////

que da as projegoes de (A) F A c
e do triangulo (A)(B)(C) P
(Figura 435).

Figura 435

356 - Construir as projecdes do tridngulo (A)(B)(C), cujos lados sao ortogonais a reta (r),
sabendo que o lado (B)(C) pertence a (f3,,) e que, em épura, os tridngulos ABA e
ACA sao retangulos, em B e em C, respectivamente, (B) com a menor abscissa.

Sao dadas as projeg¢des do vértice (A) e da reta (r).

Resolucao: Natural-
mente, o triangulo deve
pertencer ao plano (f), pr'
conduzido por (A) e per-
pendicular a reta (r), o r
lado (B)(C) ficando sobre
aintersecdo (p) de (B) com
(By4). Os vértices B=DB e
C = C’ sao obtidos com os

arcos capazes de 90° para
AA, pelas interse¢des com

as projecdes coincidentes

de (p) desses arcos capa-

zes (Figura 436). Figura 436
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357 - Construir as projecdes do tridangulo isosceles (A)(B)(C), cuja base (B)(C) tem as
projecoes dadas, sabendo que seu baricentro pertence a reta (r), dada por suas
projegdes. E, sabendo que (A) € (B, 3), determine a posicio de ('n).

Resolugdo: Por ser isosceles oy
o tridngulo (A)(B)(C), a mediana B e <

(A)(M), relativa a base, também G r 1

mediatriz dessa base, ha de perten- "

cer ao plano mediador de (B)(C),

7

hl
que se constrdi com a frontal (f) e .
. . c
com a horizontal (h), perpendicula- c
h

d
base.
res a essa base y /\ r
O baricentro (G) é, entdo, o B/\

N\
G

traco da reta (r) com esse mediador
e, enfim, o vértice (A) se obtém, so-

bre a mediana relativa a base, cons-
truindo GA =2 . M'G’ (Figura 437).

Para atender a pertinéncia do

vértice (A) a (By3), alinha de terra é
a mediatriz de AA (Figura 437), po-
dendo ter dupla orientacéo.

Figura 437

358 - Desenhar as proje¢des dos retangulos iguais (A)(B)(C)(D) e (A)(B)(R)(S), saben-
do que (C) pertence a (1’1t) e que (B)(R) é horizontal, (R) com abscissa menor que

ade (B). . .
aTr' '

Dadas as projecoes de (A)(B).

Resolucao: Os lados (B)(C)
e (B)(R), perpendiculares ao lado z

(A)(B), hdao de pertencer ao plano p—
(au), por (A) e perpendicular a (A)(B).

(C) é imediato, em (7'n), e,
com a V.G. a de (B)(C) (Geometria
Descritiva, nimero 24.2), marca-se

(R), completando a épura com para-
lelas (Figura 438).

Figura 438
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359 - A circunferéncia dada c, de centro O, é a proje¢ao horizontal da circunferéncia (c),
de centro (O), que circunscreve um quadrado, que tem seus lados (A)(B) e (C)(D)
ortogonais a reta (r), dada por suas projegdes.

Construir as projecdes do quadrado, dadas as projecoes ¢, O e O’

Resolugdo: Por apresentar em V.G. sua A Do B c

projecao horizontal, a circunferéncia (c) perten-
ce aum plano horizontal e, para que o quadrado D
(A)(B)(C)(D) nela inscrito, naturalmente tam-

bém horizontal, possa ter lados ortogonais a

~~

reta (r), tem que té-los, em projecao horizontal,

perpendiculares a r. A inscrigdo do quadrado A

ABCD se fez com o auxilio da dire¢do d de sua r \ ¢
diagonal BD (Figura 439), arbitrada a ordem B
dos vértices.

Figura 439

360 - Dadas as retas concorrentes (r) e (s), sabendo que (r) é de maior declive do plano
(o) em relagiao ao plano (y) e que (s) é, reciprocamente, de maior declive de (y) em
relagao a (o), pede-se construir esses dois planos.

Resolugdo: Porque (Geometria Descritiva, nimero 55) tanto (r) quanto (s) devem ser
perpendiculares a interse¢ao (i) dos planos procurados (o) e (y), basta tragar (i), perpendi-
cular ao plano de (r) e (s), pelo ponto (J) a elas comum, pois (i) define, com (r) e com (s),
cada um dos dois planos pedidos (Figura 440).

361 - Mesmo problema, para a situacao especial em que (r) e (s) sao, respectivamente,
horizontal e frontal.

Resolugdo: Idéntica, simplificada por se conhecer as principais do plano formado pe-
las retas de maior declive (Figura 441).

Figura 440 Figura 441
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362 - Desenhar as projecoes do triangulo (A)(B)(C), do primeiro diedro, sabendo que
os lados (A)(B) e (A)(C) sao respectivamente paralelo e perpendicular ao plano
(B). Sabe-se, ainda, que (A)(B) é frontal, com comprimento igual a diferenca entre
as abscissas dos pontos (am’nt) e (B’n), apoiando-se, por seus extremos (A) e (B),
nareta (r) e em (o), (A) com cota menor que a de (B). O vértice (C) pertence a (1”).
Sao dados os tragos de (o) e de (B) e as projegoes de (r).

Resolugdo: Apoiada a frontal Do o'
(E)(F) em (r), paralela a Bx;, com

comprimento k, igual a diferen- \E' k. F\c

¢a entre as abscissas dos tracos de
(a) e (B) com (m'm), o trago com
(o) da reta (s), conduzida por (F)

e paralela a (r), é o vértice (B), que

proporciona a frontal (A)(B) e, na
perpendicular (p), por (A) a (B),
obtém-se (C), com abscissa nula
(Figura 442).

363 - Construir as projecdes do
tridngulo (A)(B)(C), sa-
bendo que (B) e (C) per-
tencem respectivamente as
retas (r) e (s) e que (B)(C) é
perpendicular a (B,,), da-

das as projecoes de (A), de
(r) ede (s).

Resolucao: O lado (B)(C)
deve pertencer ao plano que, con-
tendo (r), seja perpendicular a
(B4)> 0 que se consegue apoiando
em (r) uma perpendicular (E)(F) a
(B,4) e tragando, por (F), (1) para-
lela a (r) (Figura 443).

Assim, (C) sera a interse¢do

da reta (s) com esse plano, o que re-

solve o problema, ja que (B)(C) é de 1 5
perfil e (A) é dado. Figura 443
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364 - Determinar os tracos do plano que contém (a) e é perpendicular ao plano de (r) e
(s). Dados @, a, ) 1, 8’ e s. (Escola Nacional de Engenharia - ENE - 1965).

Resolugdo: Observe-se que as retas (r) e (s) N a\\e™
dadas sdo, respectivamente, horizontal e frontal.

O plano (o) pedido deve conter uma per- J'

pendicular ao plano das principais (r) e (s) (Ge- 3 e /

ometria Descritiva, namero 74). Assim, basta, LINHA DE TERRA \
por um ponto (J) qualquer de (a), tragar a reta r
(p) perpendicular a esse plano e, com tragos de

(a) e de (p), obter os tracos do plano procurado
(Figura 444).

p ot
365 - Determinar o traco horizontal do pla- Fiqura 444
no (o), conhecendo seu trago vertical

am’ e a projecao vertical b’ da bissetriz

do angulo objetivo formado pelos tra- H,
¢os do plano. e
Resolucao: Como detalhado no item 2 Vb'

da Introducéo, sabe-se que b’ deve passar por /h

Ml
M, projecao vertical do ponto médio de um J% Vv

segmento (V)(H) do plano, formado com tra-
cos vertical e horizontal a uma mesma distancia
do traco de () com (1’). Por isso, arbitrado V,

M’ ha de estar em h; com cota igual a metade da \

de (V) e, naturalmente, sobre b. Obtido H’, ha H;

duas solugdes possiveis para (H), na circunfe- Figura 445 N7

réncia (], JV’)(Figura 445).

366 - Determinar as proje¢des do ponto (P) o N
pertencente ao plano (o) e equidistante " PO
dos pontos (A), (B) e (C). Dados os tra- B! = (B)
cos de (a) e as projecdes dos trés pontos. b \) |
Resolugdo: Sabe-se que o lugar geomé- © |

trico dos pontos equidistantes dos vértices do é

triangulo (A)(B)(C) é a reta (p), pertencente p

ao seu circuncentro (O) e perpendicular ao seu S\P °

plano. Assim, o ponto (P) procurado (Figura am g

446) ¢é a intersec¢do de (p) com (o). Figura 446
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367 - Dados os pontos (A) e (B), por suas projecdes, e o plano (a), por seus tragos, pede-
se construir as proje¢des do triangulo (A)(B)(C), apoiado por seu vértice (C) em
(), de modo tal que seja minimo o perimetro do triangulo.

Resolugao: Porque, do triangulo (A)(B)(C), em estudo, o lado (A)(B) é dado, a busca
de seu perimetro minimo resume-se em determinar a menor soma possivel para os outros
dois lados (A)(C) e (B)(C).

Consideremos, entdo, o ponto (B), simétrico de (B) em relagdo ao plano (a), e a inter-
secdo (C) dareta (A)(B) com (o).

Vamos demonstrar que é esse ponto (C) o
que proporciona o menor perimetro possivel ao

triangulo em estudo.

Para tanto, tomemos um ponto (J) qual-
quer de (o) e provemos que a soma dos segmen-
tos (J)(A) e (J)(B) é maior que a soma de (A)(C)

com (C)(B). Como, pela prépria construgio, o

plano (a) restou sendo o mediador do segmento
(B)(B), pode-se anotar (Figura 447):

(D(A) + (N(B) = (N(A) + (N(B) (1) Floura 447
(C)(A) + (O)(B) = (O)(A) + (C)(B) = (A)(B) (2)

Sendo (J) exterior ao segmento (A)(B), as relacdes (1) e (2) garantem que:
(DA + (DB) > (A)B)

ou ()(A)+ (DB > (C)(A) + (C)(B)

Fica, assim, demonstrado que o tridngulo
(A)(B)(C) de perimetro minimo é o obtido com
o ponto (C), trago da reta (B)(A), formada com
o vértice (A) e o simétrico (B) do vértice (B) em

relagdo a (o) com esse plano (o) (Figura 447).

A construgdo em épura (Figura 448) re-
produz a espacial, com o tragado da perpendi-
cular por (B) a (o), a obtencao de seu simétrico

(B), em relacio a esse plano, e a determinagio
do ponto (C), interse¢do da reta (B)(A) com (o). Figura 448
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368 - Dados, em épura, os tragos coincidentes o’ = an de um plano (o) perpendicular
a (B,4) e as projegdes coincidentes p’ = p de sua interse¢ao com (B,,), pede-se de-
terminar a posi¢ao da linha de terra.

Resolugao: Para analisar a questdo, admitamos resolvido o problema (Figura 449) com
a construgao da reta p’ = p pela unido do trago J de (o) com (7'nt) com o trago (P) de uma ho-
rizontal (h), qualquer, de (o) com (B,,), e observemos que o tridngulo V’JV é retangulo em
V e que P’=P é o ponto médio do cateto V'V, o que proporciona, escolhido um ponto qual-
quer V' de ar’ = o, construir o circulo de didmetro JV’ e a reta p, homotética de p’ = p,
a partir de V’ na razdo 2, para obter seus pontos de corte 1 e 2 (Figura 450), de passagem da
linha de terra pedida, com arbitrio de suas orienta¢des, em ambas as possibilidades.

Da proépria construgao, fica claro que, conforme os dados, o problema pode ter duas,
uma ou nenhuma solugio, fun¢io das posicdes relativas de p e do circulo de didmetro JV,,
visto que a reta auxiliar E pode vir a ser tangente a esse circulo (Figura 451) ou ficar exterior
a ele (Figura 452).

Figura 449 Figura 450

Figura 451

Figura 452
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369 - Determinar os tragos do plano (o), a partir das projecoes dadas da bissetriz (b) do
angulo objetivo formado, nos diedros impares, pelos tracos de (o).

Resolugdo: Tal como analisado no item 3.4 da Introdugao, consideremos o triangulo
isésceles (J)(V)(H) do plano (o), cujos lados iguais (J)(V) e (J)(H) pertengam a cada um dos

tragos de (a), assim como o ponto (M), médio de sua base (V)(H) (Figura 453).

Assim, a mediana (J)(M) sera
também aalturarelativaabase (V)(H)

do tridngulo (J)(V)(H) em estudo, Wl

com os lados iguais sobre os tragos

de (o).
Assim, se consideramos um

segundo plano (y), pertencente ao (J)

segmento (V)(H) e perpendicular a
(J)(M), (V)(H) ha de ser, no primeiro
diedro, a interse¢do dos dois planos
e, naturalmente, de facil obtencao,
por terem sido dadas as projegoes da

bissetriz (b), suporte da reta (J)(M). Figura 453

E, entdo, a determinac¢do do

segmento (V)(H), de (y), apoiado v o'
por seus tracos (V) e (H) nos tragos y b’
de mesmo nome de (y), sendo (M) — ~
seu ponto médio, resolvera a questdo \
proposta, pois (V) e (H) serdo pon- M

tos de passagem dos tragos do plano F2y % )

procurado (). = H —=

Tal construgdo é bem sim-
ples: por um ponto (M) arbitrado

de (b), conduz-se o plano (y), per- M 3
pendicular a (b) e, duplicando a cota

de (M), obtém-se V’ (Figura 454) e, b
entdo, H e H e, utilizando o ponto

J' =], os tragos o’ e ot do plano (a)

procurado. OT  Figura 454

124 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 124 28/02/2022 15:28:40



370 - Construir as projecdes do triedro trirretangulo de vértice (J), que é seccionado
pelo plano de perfil de abscissa nula, produzindo o triangulo (A)(B)(C), dado por
suas projecdes, sabendo que o vértice (J) do triedro tem abscissa negativa.

Resolugdo: Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 76) que a projecao ortogonal do vér-
tice de um triedro trirretdngulo sobre um plano genérico que corte suas trés arestas coincide
com o ortocentro do triangulo se¢do produzido pelo plano no triedro.

No caso em estudo, o plano secante é ("), o que obriga ser fronto-horizontal a pro-
jetante do vértice (J) do triedro sobre o plano secante (Figura 455), proporcionando, com
uma simples vista lateral, a obteng¢do do ortocentro (H) do triangulo se¢ao (A)(B)(C), dado
(Figura 456).

A T

Figura 455 Figura 456

A determinac¢ao da distancia h do vértice (J) do triedro ao plano secante (1) se faz
mediante uma construgao geométrica, ao lado da épura, que reproduz o triangulo (J)(L)(A)
(Figura 455), retangulo em (J), ja que a reta (J)(A) é perpendicular ao plano da face
(J)(B)(C), aproveitando as verdadeiras grandezas de uma altura (A)(L) da segdo e da posigao
do ortocentro (H), pelo valor do segmento (A)(H). Assim ¢é (Figura 456) a obtenc¢do dessa
distincia h, altura do tridngulo retangulo JAL, relativa a sua hipotenusa AL, que mede a
diferenca entre as abscissas de (A)(B)(C) e de (J), havendo apenas uma solugao, imposta pela
obrigacao da abscissa negativa para o vértice (J) do triedro.
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371 - Os pontos (A), (B) e (C) pertencem, cada um, a cada uma das arestas de um triedro
trirretangulo, de vértice (J), e faces transparentes.

Sabendo que o vértice (C) pertence a (7’), pede-se construir as proje¢des do trie-
dro e do triangulo (A)(B)(C).

Sao dados ]’ J, A, B’ e B.
o' p'

Resolucao: Como a face (J)(A)(C) tem B/
que pertencer ao plano conduzido por (J) e LAY :
perpendicular a (J)(B), inicia-se construindo ] ¢
os tragos desse plano (o), para marcar (A) g
nele (Figura 457). J

Em seguida, definido que estd o pla- — \ \ —
no da face (J)(A)(B), para construir a ultima
aresta, basta tracar, por (J), a perpendicular / J
(p) a essa face, com as ajudas da horizontal f —
(h) e da frontal (f) (Figura 457). O vértice (C) B~
do triangulo se¢do ¢ de imediata obtengao, h7A wr/ \o
por ser o trago vertical dessa perpendicular. Figura 457

372 - Determinar as projecdes do retingulo (A)(B)(C)(D), sabendo que os vértices (C) e
(D) pertencem, respectivamente, a (7’) e a (1”).

Sao dadas as projec¢des do lado (A)(B) e a origem O das abscissas.

Resolu¢ao: O lado (B)(C) tem que
pertencer ao plano perpendicular ao lado
(A)(B), conduzido pelo vértice (B).

Assim, construido esse plano (y), por- e
que os vértices (C) e (D) devem pertencer a
(n’) e a (n”), suas projegdes verticais C’ e D’
hao de estar, respectivamente, sobre yn’ e so-

bre a linha de chamada tragada pela origem O
das abscissas.

Com isso, como C'D’ tem que ser para-
lelo e igual a A'B; a solugdo do problema se faz
por duas translacoes consecutivas de AB’ para
as posicoes A’B’ e, enfim, D'C’ (Figura 458), o

que permite concluir as proje¢des do retangulo

(A)(B)(C)(D), com o tragado de paralelas. Figuraﬁ\SB
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373 - Dados um plano (o), por seus tragos, e um ponto (J), por suas proje¢des, pede-se
desenhar as projecdes do quadrilatero convexo (A)(B)(C)(D), de (o), que tenha seus
lados (A)(B) em (7) e (C)(D) em (), sabendo que todos os seus vértices distam de
(J) um valor igual a abscissa deste ponto, sendo (A) o vértice de maior abscissa.

Resolugdo: Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 27) que os pontos de um plano que
distam um valor conhecido de um ponto (J) exterior é a circunferéncia desse plano, base do
cone de revolugao de vértice (J) e geratrizes iguais aquele valor.

Assim, determinados os raios R; e R, das bases dos dois cones de revolugao de vértice
(]), apoiados em () e em (1°), com geratrizes iguais a abscissa k de (J), essas circunferéncias
cortam os tragos de (o), produzindo os vértices do quadrilatero procurado (Figuras 459 e 460).

o'

R.

DI

Figura 459 Figura 460

Observe-se que o problema restaria impossivel, caso a abscissa k de (J) e a posi¢cao des-
se ponto em relagdo a (a) fossem tais que, pelo menos, uma das circunferéncias utilizadas nao
cortasse qualquer dos tracos de (o) (Figura 461), ou mesmo tangenciasse um deles (Figura 462).

Figura 461 ' Figura 462
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374 - A reta (r) se apoia na circunferéncia de circulo (c), pertencente a um plano hori-
zontal, e é ortogonal as retas reversas (a) e (b). Dadas as proje¢des do ponto (O),
centro da circunferéncia (c), e das retas (a) e (b), pede-se construir as proje¢oes da
reta (r), cujo traco horizontal equidista dos pontos (E) e (F), também dados por
suas projecdes, sabendo que (c) tangencia (10’).

Resolugdo: De inicio, como o traco horizontal (H) da reta procurada (r) tem que equi-
distar dos pontos (E) e (F), ele deve pertencer ao trago horizontal ar do plano (o), mediador
do segmento (E)(F) (numero 2).

A reta (r) tem direcdo conhecida (p), pois, para ser ortogonal as retas reversas (a) e
(b), ela deve ser perpendicular ao plano formado por duas paralelas (a) e (b) aquelas rever-
sas, conduzidas por um ponto (J) qualquer. E, por isso, ao se apoiar na circunferéncia (c),
com a dire¢do dessa perpendicular (p), a reta (r) gera uma superficie cilindrica de diretriz
(c), que, entdo, cortard (r), segundo uma outra circunferéncia (c;) igual a primeira, fruto,
em verdade, de translacao dessa primeira até (m) (Figura 463).

Os pontos de corte (H;) e (H,) de an com (c;) sdo, entdo, os tragos horizontais das
retas (r;) e (r,) que resolvem a questao (Figura 463), tragadas com a direcao (p).

fl

a
£ a ¢ I ’/
N\
Fl
~
Jl
HY H5
— |1 —
F i P
J
5 C e
E 3 y
|
QT B h -
0
H1 1 C1 f2 :
Ha
Figura 463
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Carituro VIII

MEeTtopos DEescriTivos
MubpANCAS Dos PLANOS DE PROJECAO

Iniciam-se, neste capitulo, os problemas referentes as utilizagdes dos métodos descri-
tivos, com as mudangas dos planos de proje¢des. Algo mais que sete dezenas de exemplos
vao listados a seguir.

375 - Dado o paralelogramo (A)(B)(C)(D), por suas projecodes, pede-se determinar sua nova
projecao vertical, apés a mudanca de (1), que faga com que seu lado (A)(B) venha a
ser frontal, o vértice (A) pertencendo ao bissetor impar do novo sistema projetivo.

Resolugao: Para que o lado (A)(B), no novo sistema projetivo, passe a ser frontal, a
nova linha de terra ha de ser paralela a projecao horizontal AB.

E, para que (A) venha a,
apés a mudanga, pertencer a D
(B;3)> seu novo afastamento tem

. A C
que igualar sua cota a, que per-
manece constante nessa mudanga
(Figura 464). a A ¢

Tracada a segunda linha

de terra, a nova projecdo verti-

cal A\B';C’{D’; do paralelogramo
constroi-se facilmente pelo trans-
porte das cotas de seus vértices e/ou
pelo paralelismo de seus lados.

Observe-se que ha uma se-
gunda solug¢do, ndo incluida na
Figura 464, para uma posicao da
nova linha de terra simétrica da

que foi utilizada, em relagdo a pro-

jecao horizontal AB. Figura 464

129

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 129 28/02/2022 15:28:41



Para cada uma das épuras abaixo, determinar a V.G. da distincia D entre o ponto
(A), dado por suas projecgoes, e o ponto (B), dado pelas condi¢des descritas em cada caso.

Resolucdes: Em todos os casos, uma mudanca, transformando (A)(B) em horizontal
ou frontal, da solugdo ao pedido.

376 - (B) € (). Dado B 377 - (B) € (y). Dado B’

Figura 467 - WA

380 - (A)(B) é perpendicular a (o), (B) € (m”) 381 - (A)(B) é de perfil. (B) € (n'r)

AT
N
- B'=B B
— - —
Mol e
Figura 469 Figura 470
382 - (B) = (afB;3). Dados (a) e (B) 383 - (B) = (ypA). Dados (7), (p) e (A)

B
om Figura 471 Figura 472 P
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Sao dadas, por suas projecdes, as retas (A)(B) e (E)(F).

Pede-se, para cada um dos casos abaixo, determinar as verdadeiras grandezas do
angulo a que areta (A)(B) forma com () e do angulo B que a reta (E)(F) forma com (1°).

Resolugdes: A V.G. do angulo o se obtém com uma mudanga de (7°), que torne
(A)(B) frontal; para 3, a mudanca deve ser de (n), fazendo (E)(F) tomar a posi¢do horizontal.

384 385

Ay Figura 473

386 387

[ A
Figura 475 Figura 476
388 389
A II [E; E'
B
F ' '
1T T F
J— E J—
I F
Figura 478
390 391
N
Figura 479 B E Figura 480
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Em cada uma das épuras abaixo, sio dados o plano (y), por seus tracos ou pelas
projecoes de duas retas (a) e (b), ou o plano (0), por seus tragos ou pelas projecdes de
duas retas (r) e (s). Pede-se determinar as verdadeiras grandezas dos dngulos o e 3 que,
respectivamente, (Y) forma com (1) e (0) com (7).

Resolugdes: Uma mudanca, que torne (y) de topo, proporciona a V.G. de . E outra,
que leve (0) a posi¢do vertical, a V.G. de .

392 393

Y Il
A Vi YT H'
T o o
p— — ]
B
617 H H1

Il
Figura 482

394 395
(v)e() Il M o /

Z
Yy yw ] O, u
OL p—
M; M
o / z
Y Figura 483
396 397
Il S
Z4 r Z4
Z Z
— — Z2 ) —
I r
S B s'
6171 Z4 ” [ ]

Figura 486

398 399

— V —
z
f
r s
Figura 487 Figura 488
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Para as épuras abaixo, determinar a V.G. da distancia D entre os planos paralelos
(Y) e (8), dados por seus tragos, ou um por seus tragos e o outro pelas proje¢des de duas
retas suas (a) e (b).

Resolugdes: Uma mudanca que faga os dois planos virem a ser de topo, ou verticais,
resolve a questao.

400 401
YT , Il yr'
w i
- — — D —
n O
Yy
Il
Figura 489 Figura 490
402 403
4, o Moy
o T ym M
61T1 D b1 a1 a N 'yTrl1
—_— Hv — — m =0T —
Y o .
H Il
Figura 491 Figura 492

Para os casos abaixo, determine a V.G. da distincia D do ponto (J), dado por suas
projecoes, ao plano (y), dado por seus tragos ou pelas projecdes de duas de suas retas (r) e (s).

Resolugdes: Uma mudanga que torne (y) projetante resolve o problema.

404 405
W~
S
' Y2
= : J
— g v b —
Yo L :
s - ),
Figura 494
406 407
ymw D
J i Ji
Figura 495 Figura 496

CELio PiNTO DE ALMEIDA 133

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 133 28/02/2022 15:28:43



408 - Do losango (A)(B)(C)(D) sao dadas as proje¢des do lado (A)(B) e da semirreta
(Bx), a qual pertence o lado (B)(C).

Pede-se completar as projecoes do losango e construir sua V.G.

Resolucao: Inicialmente, com uma mudanga de (), que torne o lado (A)(B) horizon-
tal, consegue-se a V.G. a dos lados do losango.

E, com nova mudanga, agora de (°), leva-se a semirreta (Bx) a posi¢do frontal, po-
dendo-se, entdo, aplicar aquela V.G. a, obtendo-se, nesse novo sistema projetivo, o vértice
(C) do losango, por sua projegdo C’;.

Retornado esse vértice ao sistema original, com paralelas, completa-se o losango
(A)(B)(C)(D) (Figura 497).

E, com uma terceira mudanca, determina-se a V.G. d da diagonal (B)(D), com o que
fica simples construir a V.G. A,B,C,D, do losango (Figura 497).

il

Figura 497
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409 - Determinar os tragos da reta (r), que passa pelo ponto (A) e forma 30° com (7),
sem atravessar o segundo diedro. Dados A’ er.

Resolugdo: Com uma mudanga de (), que torne (r) frontal, marca-se a V.G. de seu
angulo com (n), obtendo-se r’; (Figura 498), que, retornada, da r’

410 - Da reta qualquer (r) sao dadas a projecao vertical r’ e a projecao horizontal V de
seu trago vertical (V). Pede-se obter a projecao horizontal de (r), bem como as
projecoes de seu traco horizontal (H), sabendo que (r) forma 45° com (7’), nao
atravessando o quarto diedro.

Resolugdo: Com uma mudanga de (m), que torne (r) horizontal, marca-se a V.G. de
seu angulo com (1) (Figura 499), retornando um ponto arbitrado (J) de (r).

411 - Com uma s6 mudanca, faca com que o paralelogramo (A)(B)(C)(D), dado por
suas projecdes, passe a ter por projecao horizontal um segmento de reta.

Resolugdo: O pedido sera atendido quando o plano do tridangulo, no novo sistema proje-
tivo, for projetante em relacio a (r). E, pois, com uma mudangca de (1), que torne uma frontal
(f) do plano do tridngulo uma reta vertical (Figura 500), que se da solugao ao problema. Natu-
ralmente, ha uma infinidade de novas linhas de terra que resolvem a questao. Todas as que tém
a direcdo perpendicular as frontais do plano do tridngulo dado (Figura 501).

\

Vl
V

— r'/l'_lu / —
Iy

J
Figura 499

\

UALTITLETN

A A
fl
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D< C A D C A
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C Figura 500 C Figura 501
CELio PiNTO DE ALMEIDA 135

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 135 28/02/2022 15:28:44



412 - Por meio de uma unica mudanga de (7’), faca a reta (r), dada por suas projecdes,
pertencer a um plano que, no novo sistema projetivo, contenha a linha de terra e
forme 30° com (7).

Resolugao: Para que per-

, () Y y (),
tenca a um plano ('m)-(M), % g
no novo sistema, a reta (r), (I (J);
qualquer, devera concorrer H 307 30°

com a nova linha de terra. Por
isso, aproveitamos seu tra-
¢o horizontal H, para, por ele,
conduzir a nova linha de terra,

pois, entdo, o ponto (H) passara
a ter cota e afastamento nulos.

Arbitrado um segundo
ponto (J) de (r), uma vista la-
teral informa qual afastamento

y deve corresponder a sua cota

Figura 502

z, para atender a pertinéncia a

um plano (y), (r'n)-(M), incli-

nado de 30° com (7). A nova linha de terra serd, entdo, tangente a circunferéncia de centro
] e raio y, proporcionando duas posi¢des para J’ (Figura 502). Observe-se que hd duas novas
solugdes, para a outra tangente, relativa ao ponto de contato indicado pelo numero 2.

413 - Dado, por suas projecdes, o segmento (A)(B), com uma unica mudanga de (7’),
faca com que, no novo sistema projetivo, ele venha a ser de perfil, tendo seu ponto
médio (M) no bissetor impar desse novo sistema.

Resolucao: A nova linha
de terra tem que ser, natural-
mente, perpendicularaproje¢ao
AB para assegurar que (A)(B)
venha a ficar de perfil e a uma
distancia de M igual a cota ori- 2w g,
ginal de (M). o

Ha duas solugoes (Figura
503), para as projegdes verticais
A’ 1 B’ 1 e AzB’z.

Figura 503
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414 - Dados, por seus tragos, os planos (a), (y) e (¢), pede-se determinar seus novos tra-
¢os horizontais, apos mudangas de (), para cada caso, atendendo as novas linhas
de terra dadas (Figuras 504, 505 e 506).

Resolugdo: Com a utilizagdo de um ponto (H) comum as duas linhas de terra, obtém-
se rapidamente os novos tragos horizontais (Figuras 504 e 505), o que fica ainda mais sim-
ples para o plano (@), de topo, por manter-se de topo, ap6s a mudanga (Figura 506).

Yy
z

. H
{

/ YT
= H H;
YT
Figura 504 Figura 505 Figura 506

415 - Dado um plano (o) por seus tragos, pede-se efetuar uma mudanca de (7’), para a nova
linha de terra dada, construindo seu trago vertical am’;, no novo sistema projetivo.

Resolugdo: Tal a posi¢do particular da nova linha de terra, convém utilizar, como au-
xilio, um ponto (A) de (a), cuja projegao horizontal A perten¢a a nova (n'n), o que levard A';
a pertencer ao novo trago vertical an’;, dado seu afastamento nulo (Figura 507).

Pode-se, também, utilizar uma linha de terra auxiliar, paralela a imposta, e proceder
a mudangca usual, para encontrar a dire¢do d do novo trago vertical de (a) (Figura 508).

416 - Submeta o plano (a), dado, a mudangas sucessivas que, no sistema final, o leve a
ser um plano frontal.

Resolugao: Uma primeira mudanca de (), que torne (o) vertical, perpendicular, assim, a
(m), o prepara para nova mudanga, agora de (1), que o leva a posi¢do frontal pedida (Figura 509).

Figura 507 Figura 508 Figura 509
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417 - Dados dois planos secantes (a) e (y), por seus tracos, pede-se, com uma tinica mu-
danca, fazer com que dois de seus tracos, de mesmo nome, venham a coincidir.

Resolugdo: Para que dois planos secantes tenham seus tragos verticais coincidentes, é
preciso que esse trago comum seja a propria interse¢ao dos dois planos (Figura 510).

Assim, para fazer coincidir os novos tragos verticais an’;e yn’;de dois planos secantes
(au) e (y), com uma sé mudanga, que, naturalmente, ha de ser de (7°), basta que a nova linha
de terra coincida com a proje¢ao horizontal r da interse¢do dos dois planos dados. Sendo
comuns os pontos de corte dos tracos de mesmo nome de (a) e (y), a resolugdo é simples
(Figuras 511 e 512) e, quando nao ¢ acessivel o ponto (V) comum aos tragos verticais (Figu-
ra 513), utiliza-se um outro ponto (J) da intersecdo para completar a épura, o que se repete
(Figura 514) com o auxilio de um segundo ponto (L) dessa interse¢ao, no caso de também
nao ser acessivel o ponto comum aos tragos horizontais dos planos (o) e (y).

Por fim ¢é equivalente a questao de, com uma sé mudanga, fazer coincidir os novos
tragos horizontais dos dois planos dados, com uma mudanga de (n), tal que a nova linha de
terra fique coincidente com a projegao vertical r’ da intersegao de (o) e (y) (Figura 515).

Y
aT' V'
Z
rl N\
H! v
o )
pau H=H; amE YT A,
Z
Figura 510 Figura 511 Figura 512

! at, \ym'
o' Jl
J 4, r'
| L'
s 4,
— J AT
J
) I J'1
Ji L/,
ot L LR
QT = YTy /
Figura 513 Figura 514 Figura 515
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418 - Nos casos abaixo, dados por seus tragos os planos secantes (a) e (3), pede-se que,
com uma unica mudanga de (’), seus tracos verticais venham a ser paralelos.

Resolugdo: Sabe-se (Geometria Descritiva, nimero 59) que, para que dois planos se-
cantes, um, pelo menos, qualquer, tenham tragos verticais paralelos, sua interse¢ao deve ser
uma reta frontal. Assim, a mudanca que resolve o problema ¢ a que faz a interse¢do (V)(H)
dos dois planos dados vir a ser frontal (Figuras 516 e 517).

Observe-se que o problema oferece uma infinidade de solugdes, ja que fixa é a diregdo
da nova linha de terra, contando, assim, com todas as paralelas a VH como possiveis novas
linhas de terra (Figura 517).

Figura 516 Figura 517

419 - Dados, por seus tragos, os planos secantes (o) e (), pede-se, com uma s6 mudanga
de (), fazer com que seus tracos horizontais venham a ser paralelos.

Resolugdo: Semelhante ao problema anterior. Agora, a intersecdo (V)(H) dos planos
dados deve vir a ser horizontal (Figuras 518 e 519).

H
Figura 518 Figura 519
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420 - Desenhar as projecoes do segmento vertical (A)(B), sabendo que seus extremos

distam do plano (o) um valor igual a abscissa do segmento, (A) no primeiro die-

dro. Sao dados os tragos de (o), a projecao horizontal do ponto (A) e a origem (O)

das abscissas.

Resolugdo: Sendo (A)(B)
vertical, seus extremos devem
pertencer, cada um, a cada plano
paralelo a (o) e dele distantes um

valor k, igual a abscissa de (A).

Assim  construidos esses
planos (atp) e (a,), com uma mu-
danca que torne (o) de topo, basta
marcar em cada um deles os pon-
tos (A) e (B), cujas projegdes hori-
zontais, coincidentes, sao conheci-
das (Figura 520).

(A) foi escolhido em (o),
para se situar no primeiro diedro.

Al
oy
o'
>< o,
/ /
(9)
\ A=B
o,
B o
o
k
oy

Figura 520

421 - Com uma sé mudanga, torne paralelas as proje¢des horizontais das reversas (r) e

(s), dadas por suas projegdes.

Resolugdo: Para simplifi-
car, consideremos uma das retas
dadas e uma paralela a outra, co-
planar com a primeira.

Assim, conduzindo, por um
ponto (J) de (r), uma paralela (t) a
reta (s), basta, mediante uma mu-
danga de (m), tornar o plano des-
sas duas retas vertical, para serem
coincidentes suas novas projegoes
horizontais r; e t;, 0 que se conse-
gue apoiando uma frontal (f) nelas
e fazendo-a vertical (Figura 521).
Assim, ficardo paralelas as novas
projegdes horizontais r; e s; das
retas dadas.
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422 - Dada, por suas projecdes, a reta (r), pede-se, com uma unica mudanca de (70’), fa-
zé-la vir a pertencer ao bissetor impar do novo sistema projetivo.

Resolugao: Como, nas mudangas de (7°), as cotas dos pontos permanecem constantes,
convém, se acessivel, aproveitar o trago horizontal (H) da reta dada (r), que, apds a mudan-
¢a, mantera sua cota nula e, para vir a pertencer ao bissetor, tendo que ter também afasta-

mento nulo, tera que pertencer a nova linha de terra.

Para definir, entdo, a posicdo dessa linha de terra, deve-se arbitrar um outro ponto
(J) de (r) e, para garantir que, ap6s a mudanga, ele venha a ter cota e afastamentos iguais,
basta construir o circulo de centro ] e raio igual a cota de (J), tragar, da proje¢ao horizontal
H do trago horizontal de (r), a tangente a tal circulo e completar a proje¢io vertical nova J';
do ponto (J), para obter r’;, conforme o pedido (Figura 522), contando o problema, para as
projegdes dadas de (r), duas solugdes r’; e 1’;, correspondentes as duas tangentes possiveis
de tragar do ponto H.

Observe-se que tal construcao se aplica ndo apenas a retas quaisquer, como exempli-
ficado, mas também a outras retas obliquas a (1), que tenham trago horizontal, como, por
exemplo, a de perfil (J)(H) (Figura 523), ou como a frontal (f) (Figura 524). Em ambos os
casos, aproveitou-se o trago horizontal (H) da reta em estudo.

Figura 522 Figura 523 Figura 524

Nas épuras das Figuras 523 e 524, a segunda solugdo ndo foi completada, ficando
indicada apenas pelo segundo ponto de tangéncia e pela posi¢ao da segunda linha de terra,
que resolve o problema.
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O problema pode, em condi¢des diversas, apresentar apenas uma solu¢ao ou nenhu-
ma, conforme, respectivamente, a proje¢ao horizontal H do trago horizontal da reta em es-
tudo venha a pertencer a circunferéncia de centro J e raio z, igual a cota de (]) (Figura 525),
permitindo apenas uma tangente e obrigando, por isso, que, no novo sistema projetivo, a
reta original, agora em (B;3), venha ser de perfil. A impossibilidade acontece sempre que o
trago horizontal da reta dada fica no interior da circunferéncia de centro J e raio z igual a
cota de (]), o que ndo permite enviar dele tangente a tal circunferéncia (Figura 526).

Figura 525 \\ Figura 526

Para casos mais particulares, em que a reta dada ¢ horizontal, fronto-horizontal ou de
topo, a resolugdo fica muito mais simples, porque as cotas constantes de seus pontos obri-
gam suas igualdades com seus novos afastamentos, o que implica em que a reta solugdo deva
ser uma fronto-horizontal (Figuras 527, 528 e 529).

E, enfim, é impossivel o problema para retas verticais, que, ap6s qualquer mudanca de
(1), continuariam perpendiculares a (), incapazes, por isso, de pertencer a qualquer bissetor.

r r' 7.rfl
F'1 Z / z \
z — ! —
— — Il I
z
r
z z z
1 Z - r
I r'1 r'1
If Il
Figura 527 Figura 528 Figura 529
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Cabe, ainda, examinar a situacdo em que a reta (r), qualquer, dada, deixa de ter seu
traco horizontal acessivel, o que, a primeira vista, compromete o processo de resolu¢ao do
problema como aqui estudado. Vejamos, entao, como ultrapassar essa dificuldade.

Consideremos uma reta qualquer (r) que ndo tenha seu trago horizontal acessivel e, ja
que, nas mudangas de (1), as cotas dos pontos permanecem constantes, arbitrando-se dois
pontos (]) e (L) de (r), as tangentes exteriores comuns as circunferéncias de centros J e L e
raios iguais as cotas desses pontos produzem as duas solugdes que, no novo sistema projeti-
vo, levam (r) a pertencer a (B13) (Figura 530).

Outro caminho ¢é utilizar uma reta (s) paralela a (r), com trago horizontal acessivel, e
proceder como antes detalhado, obtendo as diregdes tg; e tg, das duas novas linhas de terra
procuradas (Figura 531). Com isso, a utilizagdo de um tnico ponto (J), genérico de (r), re-

solve a questao.
L’/r' JI r

J v s
/22 //P%

\\\\\

S

Figura 530 Figura 531

423 - Dada, por suas projecdes, uma reta (r), pede-se, com uma tnica mudanga de (1),
fazé-la vir a pertencer ao bissetor impar do novo sistema projetivo.

Resolu¢ao: Semelhante a do problema anterior (nimero 422), em todas as suas varia-
¢oes, utilizando-se, como ponto chave, o trago vertical de (r), ja que, no caso, sdo os afasta-
mentos dos pontos que permanecem constantes.
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424 - Dada uma reta (r), por suas proje¢des, com uma unica mudanga, faca com que ela
venha a pertencer ao bissetor par do novo sistema projetivo.

Resolucio: O \:J
problema é semelhante

. . z
aos dois anteriores, ape- H

nas fazendo-se inverter Y

a orientagdo da nova
linha de terra, para ope-

rar com cotas e afasta-

mentos simétricos, seja

para mudanca de (1)
(Figura 532), seja para Figura 532 Figura 533
de (m) (Figura 533).

Nos dois casos em estudo, o problema oferece duas solu¢des para a nova linha de ter-
ra, embora seja uma sé a posi¢ao das novas proje¢des, coincidentes, de (r).

425 - Dada, por suas projecgoes, a reta (r), pede-se efetuar uma mudanga de (7’) de modo
que, no novo sistema projetivo, (r) venha a ficar paralela a um dos bissetores do
novo sistema projetivo. Em ambos os casos, a nova linha de terra deve passar pelo
ponto dado X.

Resolugao: Como r

nos problemas anterio- B
— !

res, a nova linha de ter-

ra hd de ter a dire¢do da

tangente comum as cir-

cunferéncias com cen-
tros nas projegdes ho-
rizontais A e B de dois
pontos quaisquer das
retas dadas e raios iguais
as suas cotas respectivas,

sendo, entdo, conduzi- Figura 534 Figura 535

das as solugbes para as

novas linha de terra, paralelamente a tais tangentes comuns, pelo ponto X dado (Figura 534)
para (r) passar a ser paralela a (B;3) e (Figura 535) para vir a ser paralela a (3,,).

Observe-se que ha uma segunda solugdo, para cada caso, nao incluida nas épuras 534
e 535, correspondentes as segundas tangentes comuns as duas circunferéncias utilizadas.
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426 - Com uma unica mudanga, faca com que o plano (a), dado por seus tracos, venha
a ficar perpendicular a um dos bissetores do novo sistema projetivo.

Resolucao: Arbitrado um ponto V para ser o comum as duas linhas de terra, original e
nova, a circunferéncia de centro V e raio igual a cota de (V) produz, por corte com o, nessa
mudanga de (7°), os pontos V’; para a solugdo de perpendicular a (3,,) (Figura 536) e \_7’1,
seu simétrico em relagdo a V, para a solugdo perpendicular a (,5) (Figura 537), com uma
segunda solu¢do, indicada pelo namero 2.

Observe-se que, em verdade, todas as linhas de terra paralelas a assim determinada
resolvem o problema, tais as homotetias de polo (]) (Figura 538).

Figura 536 Figura 537 Figura 538 O =TT

Naturalmente, a resolucdo se aplica para planos que ndo os quaisquer, como indica a
Figura 539, para um plano (o), dado, paralelo a linha de terra. E que, conforme as inclina-
¢oes dos tracos do plano dado (o), em relagdo a linha de terra original, o problema pode
oferecer apenas uma solugdo (Figura 540), quando, entéo, os planos solugdes (o) e (o)
tém que ser paralelos a nova linha de terra, ou vir a ser impossivel (Figura 541), quando a
circunferéncia de centro V e raio igual a cota de (V) resta exterior ao trago original an.

v o'
o
/,
Vi
\
2 QT = T V,
4,
Figura 539 Figura 540 Figura 541
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427 - Nos casos abaixo, sao dados os planos (a) e (B), sempre com um par de tragos de
mesmo nome paralelos.

Pede-se determinar a verdadeira grandeza do angulo v, formado pelos dois planos.
Em alguns casos, (B) é dado pelas projecoes de duas retas (a) e (b).

Resolugdo: Por terem um par de tragos de mesmo nome paralelos, uma simples mu-
danca faz com que os dois planos dados sejam transformados em projetantes, em rela¢ao a
(m), ou a (1), apresentando, por isso, em V.G., o angulo y pedido.

\ I
iy . ar V N a
o Y, b Hi am
am/ | \Bw'
Z : o, S \
V V 1
\ =% o/ # =
am B =B N
T ]
Z Y p @ )
' I N
Vi QT H o
Figura 542 B Figura 543 Figura 544
o' B
' [l a 2 1 o
T 1
Y

B =B X b am/ |
TR AL f
/o)

H' H; -
‘\ Y w=pe \
am H - ay N f

QT = QT

Figura 546 o

Figura 545 Figura 547

428 - Determinar a verdadeira grandeza do menor angulo y formado pelos planos (o)
e (B), o primeiro, dado por seus tracos, o segundo, ou por seus tracos ou pelas pro-
jecoes das retas (a) e (b).

Resolucao: Como os tragos de mesmo nome dos dois planos dados sdo obliquos, sera
preciso efetuar duas mudangas consecutivas, a primeira que os leve a ter um par de tragos de
mesmo nome paralelos e a segunda que os faca projetantes em relagdo, ambos, a (r) (Figura
548) ou a (1’) (Figura 549).
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H ’ . V'1 \r1 =V =H,
aT — —7
/\ B ' \ Y
Z 1]
Figura 548 o
b' f N\
i} o
3 Vi _
QT
I r
H;
. 1 (ri=H =V,
B
h a b
r
3 f
1
2
QT
Figura 549

Observe-se que, na épura da Figura 549, buscando maior simplicidade, ao invés do
plano (B), dado pelas retas (a) e (b), trabalhou-se com um plano (B), paralelo a (), com
tracos conduzidos por um ponto (J), qualquer, da linha de terra e com as dire¢des das prin-
cipais (h) e (f), apoiadas em (a) e (b).
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429 - Determine os tracos do plano (), bissetor do menor 4ngulo formado pelos planos
(a) e (0), dados por seus tracos, para cada um dos casos abaixo.

Resolucao: B [
A obtengdo da V.G.
do angulo formado T
pelos planos dados o
possibilita a deter- — B,
minacao dos tragos — —
dod bissetor procu- Vi am, Bor e
rado, visto que, no am
novo sisten?a pro- /\ O;M I

, B .
Figura 550 Figura 551

jetivo, os planos da-
dos passam a ser
ambos projetantes em relagao a (7’) (Figuras 550 e 551).

430 - Construir os tracos dos dois bissetores (B;) e (B,) dos angulos formados pelos
planos (o) e (0), dados por seus tracos.

Resolugdo: Como os tragos de mesmo nome dos dois planos dados sdo obliquos entre
si, sdo necessarias duas mudangas que possibilitem tornar os dois planos verticais, tal como
detalhado no problema 428, anterior, ou, o que seria equivalente, de topo.

Obtidos em V.G. os angulos desses dois planos, ¢ imediato construir os tragos dos
planos (B;) e (B,), bissetores procurados e, em seguida, retornar seus tragos ao ambiente

original (Figura 552).
o' o
Vl
B,
/ )
Il B r
\\ v f
—_— H' —_—
iy
B1 1 QT r B{IT
0, 0
r1 OL’IT'1
By ! B, \ f Bym
oy 0} A
] By
Figura 552 N\
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431 - Os planos (a), (B) e (y) cortam-se segundo uma mesma reta horizontal, de cota
igual a abscissa de seu trago vertical.

Dados os tragos de () e a origem (O) das abscissas, pede-se construir os tragos
dos planos (B) e (y), sabendo que ambos formam 30° com (o) e que, em épura, (y) tem
tracos de sentido inverso.

Resolucao: Simples obter as
projecdes da horizontal (h), comum
aos trés planos, pelo tragado da reta,
por (O), inclinada de 45° com 1'r,

que, por corte com o, traz V,, tal
que (O)V = VV’ (Figura 553).

Por se cortarem segundo

uma horizontal, os trés planos em

jogo devem ter tracos horizon-
tais paralelos, o que permite, com

uma mudanca de (1), leva-los a & 30

serem de topo, quando os angulos 30°

de 30° que (B) e (y) formam com P \ B hN
(o) vém em V.G. entre 0s novos Figura 553 - o

tracos verticais dos trés planos
(Figura 553).

432 - Construir os tracos do plano (f3), bissetor do menor angulo formado pelos planos
(a) e (y), dados por seus tragos.

o' | B’ ,
Resolugao: Os tragos hori- Yy
S A v B'
zontais coincidentes dos planos da-
dos ensejam a mudanga de (1) que
os torna de topo, trazendo a V.G. 7
dos angulos por eles formados.
A v B
S . - > -
A utilizagdo de uma hori-
. . amsyw=pm .
zontal (A)(B) apoiada nos dois 2 Y

planos facilita a mudanca, assim
como, com o ponto (V), a ela per-
tencente, efetuar o retorno do bis- NGB
setor (P) pedido ao sistema origi-
nal (Figura 554).

Figura 554
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433 - Apos duas mudancas sucessivas, faca com que a nova projecao horizontal do qua-
drilatero reverso (A)(B)(C)(D) venha a ser um paralelogramo.

Resolugdo: Sabe-se que é condi¢ao D
suficiente para que um quadrilatero seja um
paralelogramo que suas diagonais cortem-
se mutuamente ao meio. Assim, para que

a nova projecao horizontal do quadrilatero —

dado venha a ser um paralelogramo, basta
garantir que coincidam as novas projegoes
horizontais M; e N; dos pontos médios (M)
e (N) de suas diagonais (A)(C) e (B)(D),
ou seja, que a reta (M)(N) venha a ser
vertical, o que foi realizado (Figura 555),

transformando-a, inicialmente, em frontal.

Observe-se que apenas as diregdes
das novas linhas de terra sdo definidas, ca-

bendo translagdes multiplas das novas pro-
jecdes de (A)(B)(C)(D).

Figura 555

434 - Dados o ponto (A), sua projec¢ao A e o plano (a), por seus tragos, pede-se desenhar
as projecdes do quadrado (A)(B)(C)(D), do primeiro diedro, sabendo que seu lado
(B)(C) é horizontal, medindo 22 mm, tendo cota igual a 8 mm, que seus lados dis-
tam 22 mm do plano () e que a abscissa de (B) é a menor possivel.

Resolugio: Para distar 22 mm de (o),
o quadrado tem que pertencer a um plano
(B), distante 22 mm de (o), o que se conse-
gue, mediante uma mudanga de (), que o .
torne de topo. E como o angulo reto em (B) by
projeta-se em V.G. em (1) (Geometria Descri-
tiva, nimero 71), é imediata a construcdo da .
projecao horizontal ABCD pela utilizagdo da / g °
V.G. do lado horizontal (B)(C) (Figura 556). = N

A projecdo vertical, entdo, é de sim- NN\ ~oT)
ples obtencao. 2 D P
C 22 QT
O segundo plano paralelo a (o) e dele Ly s
distante 22 mm ¢ inutil, tal a abscissa de (B).  Figurasss ™
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Para todos os casos abaixo, em que o plano () é dado por seus tragos ou pelas pro-

jecoes de duas retas (a) e (b), pede-se determinar os tracos dos planos (y) e (), distantes
10 mm de (o).

Resolugdes: A utilizagdo de uma mudanca, que torne (a) projetante, proporciona a

constru¢ao dos planos pedidos. Quando possivel, foi utilizada a simetria do primeiro plano
obtido, em relacio a (o).

435 436

Y
Figura 557 Figura 558
437 438
o i~ N T3
10
dq b1 QT
aT' v o' 10
\ T . 0,
O1r a
—al b,
o 10 o o -
/ Z a N
QT .
Y
YT II YT b : oTT eTF
Figura 559 Figura 560

439 440

/7 Figura 561 Figura 562
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Nas épuras abaixo sao dadas as projecoes do ponto (A) e os tragos do plano (a),
além dos valores graficos das distancias d e k.

Pede-se, para cada caso, desenhar as projecoes do segmento (A)(B), sabendo que o
ponto (B) dista d de (), atendendo as condi¢des impostas. Apresente apenas uma solucio.

Resolugdes: Em todos os casos, constréi-se um dos planos (y), distantes d de (o), ao
qual (B) deve pertencer, determinando-o pela utilizagdo de cada condi¢ao estabelecida.

441 - (B) € (B137”)

Al 'Y1TI OL"ATI
|| Bl i' //
L= e
N e -
o B i QT
d 1
A Y
7, .
Figura 563 Y

443 - (A)(B) ¢ paralelo a (8,,); (B) € ()

AI

Yy le /0"‘7'1

2%

Figura 565

445 - (B) € (m”By3); () € (M)

Y

AI (a) 1 (’Y) 1 M (813)
y' \ M)1 M
Bl
- (B);
aT' S o
— 0 —
o _ K D d
A ¥
Figura 567
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442 - (A)(B) é frontal = k

Y N\
Figura 564

444 - (A)(B) é de perfil, com valor minimo

A . (A);

/ Y Wy
— /é (B); 7,

o B

// —_
VT QT
A r/d s o
/// 1
Figura 566 Y

446 - (B) ¢ (m); (A)(B) =k

o' yr' A
k
N\
B! N\
— = =
o 2
T
T d B ! A
: N\
Y
Figura 568
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447 - Com duas mudangas consecutivas, faga o plano (a), dado pelas proje¢des de suas
retas (r) e (s), vir a ser de perfil, no ultimo sistema projetivo. Conduza a primeira
linha de terra pelo ponto X, dado, e a segunda pelo ponto Y, também dado.

Resolu¢ao: Com uma i X
mudanca de (1°) transforma-se
(o) num plano de topo e, com

uma segunda, esta de (), faz- h Z2
se com que (a), no terceiro sis-
tema projetivo, venha a ser de —
perfil (Figura 569).

Observe-sequepoder-se- h
ia ter invertido as mudangas, a ~

primeira, de (), levando (o) a

ser vertical e a segunda de (1),

Figura 569

fazendo-o de perfil.

448 - Construir as projecoes do tridngulo isosceles (A)(B)(C), cuja base (B)(C) dista
22 mm do plano (o), sabendo que seus lados iguais medem 37 mm, que (B) e (C)
tém cota 13 mm, (B) com abscissa menor que (C), sendo dadas as projec¢des do
ponto (A) e os tragos do plano ().

Resolucao: Para distarem
22 mm de (a), (B) e (C) tém ' -
ym .
que pertencer a um plano (y), A
distante 22 mm de (a), o que 37
se consegue com uma simples
mudanga que torne (o) de topo. 7 /
o' /
A seguir, o cone de re- B' (]
volucédo de vértice (A), base no 13
lano horizontal (6) de cota 13 = =
P N

O

mm e geratrizes iguais a 37 mm - R

(Figura 570) proporciona os / o)
vértices (B) e (C), completando

o tridngulo. A \ C

O segundo plano distan- \‘ A
te 22mm de (o) € inutil por res- \ ///

/ Y

tar exterior ao cone construido. Figura 570
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449 - Dadas as retas reversas (r) e (s), por suas proje¢oes, desenhe as proje¢oes do losan-
go (M)(N)(P)(Q), sabendo que os vértices (M) e (N) pertencem, respectivamente,
a (r) ea (s), que os lados (M)(Q) e (P)(N) sao fronto-horizontais, que (M)(N) tem
0 menor comprimento possivel e que o vértice (P) tem a menor abscissa possivel.

Resolugdo: Para obter o lado (M)(N), naturalmente na perpendicular comum as retas
quaisquer dadas (r) e (s), com duas mudangas consecutivas, leva-se (r) a ser, primeiro, fron-
tal e, em seguida, vertical (Figura 571), o que dd a verdadeira grandeza d, da distdncia entre
(r) e (s) e do proprio lado (M)(N), por sua projecio M Ny, que, trazida de volta ao sistema
projetivo original, proporciona o primeiro lado do losango pedido.

E, com essa propria V.G. do lado d do losango, consegue-se nas fronto-horizontais, por
(M) e por (N), construir os lados (M)(Q) e (P)(N), completando o losango pedido (Figura 571).

Y

PI El NI
S r

i
o »
&O )
=
/U:l

N
F
W
E! =
NY
E F, B;
N
M}
Fi
d A,
A=Bi=M;,
\\\ Figura 571
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CarituLo IX

METoDOS DESCRITIVOS
RotacoEs

Aqui continuam as aplicagdes dos métodos descritivos, com problemas relativos as
rotagdes, como segue:

450 - Dadas as projecdes do ponto (J) e das retas (a), (b) e (c), efetue, inicialmente, a
rotacao de (J) em torno de (a), numa amplitude de 90°, que aumente seu afasta-
mento, produzindo o ponto (A). Em seguida, gire (A), em torno de (b), de 120°,
mantendo-se no primeiro diedro, gerando o ponto (B). Por ultimo, efetue a rota-
¢ao de (B), em torno do eixo (c), até que ele tenha a maior cota possivel, passando
a se denominar (C).

Apresente todos os movimentos executados e desenhe as proje¢des do triangulo
(A)(B)(C), assim formado.

Resolugdo: A primeira rotagdo vem em V.G. na projecdo horizontal, enquanto a se-
gunda, em sua projegdo vertical. Para a terceira, recorre-se a uma vista lateral, uma vez que,
em seu movimento, de (B) para (C), a abscissa permanece constante (Figura 572).

C ©)

o
J A /
¢ (©);
/ . 120° (B)
b

Figura 572
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Para cada um dos casos abaixo, em que sao dados, por suas proje¢des, um ponto (A)
e uma reta vertical (e), pede-se girar (A), em torno de (e), até atender a condi¢cao imposta.

Resolugdes: Em todos os casos, o eixo vertical acarreta a constancia da cota do ponto
girante (A). E, para as posi¢oes dadas, ha, sempre, duas solugoes.

451 - (A) € () 452 - (A) & () 453 - (A) € (By3)
e' e e
Ay A A,
AI AI EAI
M A ) *2
A A, ©) S
e n \ A
e
€ A1 AZ
A A, A
Figura 573 Figura 574 Figura 575
454 - (A) € (B,y4) 455 - (A) € (o), dado 456 - (A) € (o), dado
el 0L1T' e' e|
A A 3 Suk

AL Z A, \A\A'ZE A, J( % Al A Ay
A A

QT
Figura 576 Figura 577 Figura 578

457 - (A) e (a) =(r'n - M), 458-(A)e(a)=(a);(b), 459-(A)e(a)=(a); (b),
dado dadas dadas

Ay A e A s e a b

AN

M - Ar A A

L}
o' o J

w | L Y] A
A \\ b\ \ A, J A;

a A |
‘J, \ N %@A 7 A, D

LA As) a

Figura 579 Figura 580 Figura 581
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Em cada um dos casos abaixo, pede-se girar o ponto (A), dado por suas projegoes,
em torno do eixo de topo (e), também dado por suas projecdes, até que cada imposi¢cao
seja atendida.

Resolugdo: O eixo de rotacao de topo faz com que todos os pontos girantes mante-
nham constantes seus afastamentos. Duas solu¢des, sempre, salvo no numero 463.

460 - (A) € (T) 461 - Duplique a abscissa 462 - (A) € (B;3)
de (A)
A A A}
Al A
e' ' 1
A, A, LO)K e/ — T ¢
/ £ 3 A/
A
A1 A A2 A A1 = AZ A1 A Az
e e e
Figura 582 Figura 583 Figura 584
463 - (A) tenha cota maxima 464 - (A) € (), dado 465 - (A) € (), dado
. . ' ‘ '
A1 A A'Z T AI1 T

(\ - &/E‘?

| _

A1 A A2 A1 = AZ
’ & e on € oTT e g
Figura 585 Figura 586 Figura 587
466 - (A) e () =(a); (b), 467 -(A)e(a)=(a);(b), 468-(A)e (a)=(a); (b),
dadas dadas dadas

e
Figura 588 Figura 589 Figura 590
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Em cada um dos casos abaixo, gire o ponto (A), dado por suas projecdes, em tor-

no da fronto-horizontal (e), também dada por suas projecoes, para que seja atendida a

condicao estabelecida.

Resolugdes: O ponto girante, em seu movimento, descrevera uma circunferéncia de

perfil, o que indica a utilizagdo de uma vista lateral. Duas solugdes, salvo no tltimo caso.

469 - (A) equidiste de (7) e de (B53)

Al

M), B

(e)

(A

A

A

Figura 591

471 - (A) ¢ (a0), dado

(Azh -

, (A)1 o
¢ Ay ),
<)
AN
\A
e

Figura 593
473 - (A) € (Byy)
(824) /
o (A) A
p— N —
\
A
: A ~ (\A)W //
[VEVPRNTEN
Figura 595
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470 - (A) diste 20 mm de (70')

A (Ad)y
e (€)
20
A 1
— Al i~ —
A\ e (Aah
A
A,
e
Figura 592

472 - (A) € (o) = (a); (b), dadas

a' (a); (A,
v~ O )
Y (),
g / (e);
= p—
A1A
A (A)
e
b
A,
Figura 594

474 - A distancia de (A) a (7’wt) seja minima

AI (A)1
e ()
A
A
A
e
Figura 596
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Para cada um dos casos abaixo, gire o ponto (A), em torno da reta (e), até que seja
atendida a condicao estabelecida.

Sao dadas as proje¢oes de (A) e de (e), além do especificado em cada épura. Desig-
ne por (B) e (C) as solucoes, em qualquer ordem.

Resolucdes: Por serem horizontais ou frontais os eixos dados, serd necessaria uma
mudanca que os torne, respectivamente, de topo ou verticais, aproveitando, no novo sistema
projetivo, os movimentos simples das projecdes do ponto em estudo.

475 - (A) € (o), dado 476 - (A) & ()
o' // B'
el
B'=C
Al
g' - e -
— % T —
y Aﬂf) A
// e
Z,
H}_B/ [y
Figura 597 Figura 598
477 - (A) € (m) 478 - (A) duplique sua cota
\ A ¢
a Yy _“e;
C — —
e
Bi
Y2 B
— ‘Bl =C' —
o y
Y1 v
Y2\\
A C
Figura 599 Figura 600
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Para os casos abaixo, gire o ponto (A), em torno da reta (e), até que ele venha a
pertencer ao plano (a). Sao dadas as projecdes de (A) e de (e) e os tracos de (o), ou as
projecdes de duas retas suas (a) e (b).

Resolugoes:

479 -Com uma mudanga, (e) se tor-

na de topo e, no novo sistema

projetivo, o ponto (A), man-
tendo constante seu afasta-
mento, ha de se deslocar sobre
uma frontal (f), que, marcada
em (o), nesse novo sistema,
proporciona os pontos (B) e

(C) procurados, por suas pro-
jecoes B’ye C’y (Figura 601).

" h, \ A
480 — Neste caso, o eixo dado (e) é . y
transformado de frontal em = X B, 81
vertical e, por isso, o ponto (A) h A\ Y
se movimenta, no segundo sis- e\ | om
tema, sobre a horizontal (h), — c —
que, marcada em (o), agora y BV ( \
qualquer, proporciona as duas A\ T
solucdes (B) e (C) pedidas (Fi- = N
gura 602). © FCigura 602

481 - Situacao simplificada por serem

as retas dadas (a) e (b) paralelas

a (e), o que obriga que, quando
(e) fique de topo, o plano (a),

de (a) e (b), passe, também, a
ser de topo, proporcionando,

diretamente, os pontos (B) e (C)
procurados (Figura 603).

O retorno ao sistema original foi

feito utilizando as cotas de (B) e de (C). Figura 603
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482 - Dados, por suas projecdes, o ponto (A), o eixo vertical (e) e a reta qualquer (r),
mantida fixa, pede-se girar (A), em torno de (e), até que o plano que (A) venha a
formar com (r) seja projetante.

Discutir as possibilidades.

Resolugdo: Para que o plano formado com a nova posi¢do de (A) e a reta qualquer
dada (r) venha a ser projetante, basta que uma das projecdes do novo ponto (A) pertenca a
de mesmo nome de (r).

Assim, para a situagdo mais favoravel, o problema oferece quatro solugdes, correspon-
dentes (Figura 604) a cada uma das duas novas projegdes verticais A'; e A,, ou horizontais
Az e A, do ponto (A).

Observe-se que, no caso, ha quatro rotagdes do ponto original respondendo afirmativa-
mente a questao, embora apenas dois planos projetantes venham a ser formados (Figura 604),
o vertical (a) e o de topo (B).

Como, durante uma rotac¢do completa, os movimentos de A’ e de A sdo limitados, respec-
tivamente, a um segmento de reta e a uma circunferéncia, ha uma infinidade de posi¢des para as
quais fica reduzida a quantidade de solu¢des, podendo chegar a apenas duas, quando uma das
projecdes de (r) ndo ¢ atingida por algum daqueles movimentos (Figuras 605 e 606), ou quando
r’ atinge aquele segmento numa de suas extremidades, ou quando r é tangenciada por aquela cir-
cunferéncia (Figura 607), podendo acontecer, também, casos com trés solugdes, combinando as
situagdes acima e, até mesmo, nao haver qualquer solucdo possivel, quando ambas as projegdes
de (r) restam exteriores aos movimentos das projegdes do ponto girante (A) (Figura 608).

A A A1=As Ay

Figura 604 Figura 607 Figura 608
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483 - Dados, por suas projecdes, dois pontos (A) e (J) e uma reta vertical (e), pede-se
girar o ponto (A), em torno da reta (e), mantido fixo o ponto (J), até que (A) venha
a formar, com (J), uma reta (r), concorrente com a linha de terra.

Construir as projecoes de (r).

Resolucao: Por ser vertical o e
eixo (e), (A) mantém constante sua r
cota e, para que venha a formar, 7
com (J), uma reta concorrente com A, ; A

(1'm), deve vir a pertencer ao plano A

(r'n)-(]), situando-se, entdo, sobre f
A, e A

a fronto-horizontal (f), desse plano,

com cota igual a sua. r2

Para as posi¢des dadas, o pro- A
blema oferece duas solugdes (Figura r
609), as retas (r;) e (r,). Figura 609 1

Mas observe-se que, em proje¢do horizontal, f poderia, para posi¢des diversas das
dadas, tangenciar a circunferéncia da rota¢ao de (A), dando apenas uma solu¢do ao pro-
blema, ou, até, ndo atingi-la, tornando impossivel o pedido.

484 - Dados, por suas proje¢des, os pontos (A), (B) e (C) e a reta (e), pede-se girar (A),
em torno de (e), mantidos fixos (B) e (C), até que o plano do triangulo (A)(B)(C)
venha a ser paralelo a linha de terra. Desenhe as proje¢des do novo tridangulo
(A{)(B)(C), que corresponda ao maior perimetro.

Resolugao: Para o eixo de topo (e), o ponto girante (A) mantera constante seu afastamen-
to. Assim, para que possa vir a formar
com a reta de perfil (B)(C) um plano

paralelo a linha de terra, devera per- A B/
tencer a uma reta fronto-horizontal ' é u .
1 2
(t), desse plano, construida pela con- —
corréncia com uma qualquer (B)(]) '
[ C'
coplanar (Figura 610). !
planar (Fig ) o r \ e
A segunda possibilidade, para 4 — i
a posi¢do (A,), foi dispensada para Aﬁ A,
atender a imposi¢do do maior pe- B
rimetro para o triangulo em estudo \
(Figura 610). € Figura 610
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485 - Efetue a rotacao do ponto (A), em torno do eixo vertical (e), até que ele venha a

distar 8 mm do plano (o).

Sao dados as projecoes A, A, €, e e 0s tragos QT e QUT.

Resolugdo: (A) gira num plano horizontal e, para distar 8 mm de (o), deve vir a per-

tencer a um dos dois planos (c.1), ou (a,), paralelos a (a) e situados a tal distancia dele, o

que se consegue mediante uma mudanca de (1), que torne (o) de topo (Figura 611).

Para as posi¢oes
dadas, o problema ofe-
rece duas solugdes (A;)
e (A,), pertencentes ao
plano (o), sendo intil
o segundo plano (a,),
visto que sua horizon-
tal (h), de cota igual a
de (A), resta exterior ao
circulo de rotacao de (A)
(Figura 611).

T

1
QT

YT~
|

N\

A

Figura 61

o

oy
aT'
AYA
o, A

1

486 - Gire o ponto (A), dado por suas projec¢des, em torno do eixo de topo (t), dado por

sua projecao vertical t, até que (A) venha a equidistar dos planos secantes (o) e (y),

dados por seus tracos.

Resolugao: Equi-
distando dos dois planos
dados (a) e (y), o ponto
(A), apds sua rotagdo,
deve pertencer a um dos
dois planos bissetores
(B;) e (B,) dos angulos
que eles formam, o que
se consegue, NO Caso, por
uma mudanca de (m),
que os torne verticais

(Figura 612).

Para as posigoes
dadas, o problema apre-
senta quatro solugdes,
duas para cada bissetor.
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Figura 612
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487 - O triangulo isosceles (A)(B)(C), de base (B)(C), esta situado num plano frontal e
tem altura igual a abscissa da base.

Dados, por suas projecdes, os vértices (B) e (C) e a reta vertical (e), além da ori-
gem O das abscissas, pede-se efetuar a rotacao do ponto (A), em torno do eixo (e),
mantido fixo o lado (B)(C) até que o triangulo (A)(B)(C) venha a ser equilatero.

Feita a rotacgiao, pede-se desenhar as projecoes do triangulo (A)(B)(C), quando
equilatero, em todas as posi¢coes possiveis.

Resolucao: Ja que a altura, relativa a base, do tridngulo (A)(B)(C) iguala a abscissa da
vertical (B)(C), hd duas posigdes para o vértice (A), na origem do movimento: (A;) e (A,).

As rotagdes entdo possiveis originam as circunferéncias (c;) e (c,), descritas no plano
mediador de (B)(C), apresentando, pois, em V.G., suas proje¢des horizontais.

E, para que venham a ser equildteros os triangulos procurados, devem ter altura
(A)(M) = h, igual a do triangulo equilatero ABC da construcao auxiliar da Figura 613.

Como a circunferéncia de rotagdo (c,) do vértice (A), ndo ¢ atingida, pela circunfe-
réncia horizontal de centro (M) e raio h ha apenas duas posig¢des (J) e (L), para o vértice (A)
do tridngulo (A)(B)(C), apdés o movimento.

C1

Figura 613
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Nas épuras abaixo, sao dadas, por suas projecdes, as retas (a), (b) e (c). Pede-se de-

terminar as verdadeiras grandezas dos angulos o, 3, ¥ e ¢ que, respectivamente, (a) for-

ma com (7), (b) forma com (7°) e (c) forma com os planos de perfil e com a linha de terra.

Em todos os casos, faca uso de uma rota¢ao em torno de um eixo (e), de sua escolha.

Resolugdes: Eixos verticais para obter a V.G. de a, tornando (a) frontal; de topo para a

V.G. de f3, levando (b) a ser horizontal; fronto-horizontal para as V.G. de y e @, com auxilio

de uma vista lateral.

488 489 490
' e| ' el
J oy A
[ ' a'
3'1
L' BI [0 BI1
— — e=A 3
1
/ esL - a - B
j a Ji ar ezLzl' a
a] . . B -
Figura 614 Figura 615 Figura 616
492 493
‘g {
e' = A' b'1 B1 bl
b' b’ At e'=B'
— B / — — /\ —
B B, A B
b B A
A b1 b1 b e
€l Figura 618 Figura 619
494 495
C B
(B)s ¢
e'ze g'se
- — (P —
B
c (B); Ty @)
B B
Figura 620 Figura 621
496 497
ezt TP b
b B
L
Al
b b,
| s i a Al B A,
i ¢
A Figura 622 / Figura 623
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Em cada uma das figuras abaixo, pede-se girar a reta (r), em torno do eixo vertical
(e), concorrente com (r), fazendo com que seja atendida a condicao estabelecida. Sao
dadas as projecdes de (r) e de (e), além da condicao, caso a caso. Apresente apenas uma

solu¢do, indicando a segunda.

Resolugdes: Por ser vertical o eixo, deve-se utilizar a cota constante de um ponto (A)

de (r), escolhido conforme a conveniéncia de cada problema.

498 - (r;) é paralelaa (8,,) 499 - (r;) concorre com (t) 500 - (r;) é paralela a (o)
e' e'

' h rl1 J/I
A r J A A

ELY

/
K esJ N / 1

JJ'

2 A w e=J o
2\ t K
Figura 624 Figura 625 Figura 626
501 - (r;) concorre com (h) 502 - (r;) é paralelaa (o) 503 - (r;) ¢ frontal
\ e' 1 ~ 1 el
T T
J Jl
9 r r . ry
~_" L AR r .
B \A . / = N
A1 I o , /
_,A A1 I ! A
esJ r h 2 I A
IEER /
A om\ QT \ /
Figura 627 2\ Figura 628 Figura 629

504 - (rq) é ortogonal a (s) 505 - (r;) ¢ paralela a (o) 506 - (rq) é paralela a (n”)

\ e A aT' |~ AL
I W T J A' r-1 T
r' . Au r'1 Ju I
\ A Nad r Ar—— 1 r
i — e'
A — p— p—
r A ezJ /
I e=J
I
r A
2 A
QT/Figura 630 Figura 631 Figura 632
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se girar a reta (r), em torno do eixo de topo
(e), concorrente com (r), atendendo a cada condi¢ao imposta. Dadas as projecdes de (r)
e de (e). Apresente apenas uma solu¢ao, indicando a segunda.

Resolugdes: O ponto (J), comum a (r) e (e), fixo durante a rotagdo e o afastamento
constante de um ponto (A) convenientemente escolhido, de (r), resolvem as questdes.

507 - (ry) é paralelaa (B,3) 508 - (r) concorre com (t), 509 - (r;) é paralela a (o),
dada dado

A, AN

2
A
— 74 — — — —
r'/ I

r J
k J I \ A1 7 I
A A As A
r e t e e r T
Figura 633 Figura 634 Figura 635

510 - (r;) concorre com (v), 511 - (r;) é paralela a (1) 512 - (r) é paralela a (o),
dada dado

r - 1 r —

J I
2
d J
or N
e € e
Figura 636 Figura 637 Figura 638

513 - (ry) é paralelaa (o), 514 - (r) concorre com (s), 515 - (r;) é paralelaa (8,,)
dado dada

A& " 0 A/ : A
! 2 s 2 r Al

“ JJ'
I — r - A —
A A s N~ M
:
) J
e e
Figura 639 Figura 640 Figura 641
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Em todos os casos abaixo, sao dadas as projecdes da reta (r) e do eixo fronto-hori-

zontal (e), concorrente com (r). Pede-se girar (r), em torno de (e), até que sejam atendi-

das as condi¢des dadas, caso a caso.

Resolugdes: Sendo fronto-horizontal o eixo (e) da rotagao, cada ponto (A) da reta

girante (r) descrevera circunferéncia de perfil, o que aconselha a utilizagao de uma vista

lateral, para atender cada condigdo estabelecida.

516 - (r;) concorre com (P)(Q), dada

517 - (ry) é paralela a (3,,)

P! (P
A F) Bas ! (A
o (A s
e J (e); M
e J. (e)
r A / (Al 1
r' ar
QzQ=z Q)2 & W
e - // -
J A
S I A1 Iy ,51\
A e r
P J
Figura 642 Figura 643
518 - (r;) ¢é paralela a (B;3) 519 - (rq) concorre com (t), dada
2 .=
B S S Y
ev J' . , . 2 =
. (e) ¢ J~ 0 (e)
XA |
r A (A — A —
- A\'1 A1)1 L
A e
;
A NG
e M
J Ay
Figura 644 Figura 645
520 - (r;) é paralela a (o), dado 521 - (r;) é paralela a (o), dado
am| | AEA) 5 ()
e - A r " o’
e LR P ®,
= | | e' J ry
— - XA — JJ (e) —
e\ e
N om Y A
A "NA
aTT
Figura 646 Figura 647
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se girar a reta (A)(B), em torno do eixo (e),
a ela reverso, de modo a atender cada condi¢ao dada. Dadas as projecoes de (A)(B) e de
(e). Apresente apenas uma solu¢iao, mas indique a segunda.

Resolugdo: Sabe-se (Geometria Descritiva, nimeros 99 e 100) que, sendo vertical, ou
de topo, o eixo da rotagdo, a proje¢ao horizontal, ou a vertical, respectivamente, da reta gi-
rante manter-se-4, em épura, tangente ao circulo da rotagdo, o que encaminha as solugoes
as questoes propostas.

522 - (A)(B) fique horizontal 523 - (A)(B) fique de perfil
B' ' B. — B’
1 B \ 1
ERNN N
A e A A,
2 € []
B
B - LB
. —|
AT A e A B
Figura 648 Figura 649

524 - (A)(B) fique paralela a (o), dado 525 - (A)(B) concorra com (t), dada

B! aT' B'

1 Al
e

I

2 />
B NS A B\
- =
A, B e t ' B e

Figura 650 Figura 651

RN
N

@

526 - (A)(B) fique paralela ao plano das 527 - (A)(B) apresente sua V.G.
retas (a) e (b), dadas

Ale
B 7 2 _ B
|1 - o]
Al
| B °
\
A Bi o
Figura 652 Figura 653 VG_ AWB1
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528 - Nos dois casos abaixo, sao dadas as retas reversas (r) e (e), por suas proje¢oes. Pede-se
girar (r), em torno de (e), até que ela venha a ficar paralela a cada um dos bissetores.

Apresente apenas uma solugao.

Resolugdes: Como se trata de questdo apenas de direcdo, e ndo de pertinéncia, para
maior clareza das épuras, convém trabalhar com uma reta (s) paralela a dada e com um eixo
(e) de mesma natureza que o dado (e), escolhido de modo tal que (s) e (e) sejam concorren-
tes e resolver a questdo para (s) girando em torno de (e) (Figuras 654 e 655) para, em segui-
da, com a dire¢do obtida para a reta (s;), conduzir a paralela (r;), que resolve o problema.

I\AT A e

e' V'
BI B‘W [ S'1
H' e=V \(H;

H S o
- 9

Figura 654

S1

Ll

L

2\_) L1

w
i)
—

S

r Figura 655

Observe-se que, para (s) concorrente com (e), retorna-se, respectivamente, aos pro-
blemas 498 e 507, anteriores.

Na Figura 654, a reta dada foi levada a ser paralela a (8,,) e, na Figura 655, a (B;3).
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529 - Nos dois casos abaixo, sio dadas as projecdes das retas reversas (r) e (e). Pede-se
girar (r), em torno de (e), até que ela venha a ficar paralela ao plano (a), dado por
seus tracos.

Resolugdes: Para que (r) venha a ser paralela a (), ela, ou uma reta (s), qualquer, mas
paralela a ela, deve pertencer a um plano (f3), paralelo a (o).

Assim, para simplificar as épuras, convém trabalhar com uma reta (s), um eixo (e¢) e um
plano (B), paralelos aos dados, fazendo (s) e (e) concorrentes, para obter a nova posigao (s;) de
(s), pertencente a (B3), e conduzir a paralela (r;) a (s), para a rotagdo em torno do eixo dado (e).

O procedimento aplica-se tanto para planos quaisquer (Figura 656) quanto para pla-
nos paralelos a (') (Figura 657).

Apenas uma solugdo foi completada, em ambos os casos, indicadas as segundas.

A (A o' [€ B’ 3
NS U
R

BT

Figura 656

A1 Iy
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530 - Dadas, por suas projecdes, as retas (A)(B) e (e) e, por seus tragos, os planos (y), (¢)
e (0), pede-se girar (A)(B), em torno de (e), até que (A) e (B) venham a definir com
o ponto comum aos trés planos dados um plano (o) projetante em relagao a (n),
cujos tragos sao pedidos.

Resolucao: Sendo (e) vertical, a o o
projecao horizontal AB do segmento
(A)(B) ha de ser, sempre, tangente a A Al

circunferéncia da rotagdo, em proje- 5 . o'
1

¢do horizontal.

Assim, determinado o ponto

(J) comum aos trés planos dados, as

tangentes, por J, aquela circunferén-
. ~ QT
cia trazem as duas solugdes para a reta

(A)(B), conforme o enunciado e, em

consequéncia, a pronta determinagao

dos tragos do plano (o) pedido, obser-

vando-se que ha uma segunda solugao A ez
nao completada na Figura 658. Figura 658

531 - Girando a reta (A)(B), em torno do eixo de topo (e), a ela reverso, até que (A)(B)
venha a assumir duas posi¢des de perfil (A;)(B;) e (A,)(B,), da-se formacdo aos
quadrilateros (A;)(B;)(B,)(A,) e (A;)(B;)(A,)(B,), cujas projegdes sdo pedidas.

Sao dadas as projecoes A, A, B, Bee.

Resolucao: Sendo de topo o eixo,
¢ em projecdo vertical que se apreciam
as tangentes a circunferéncia da rota-
¢ao (Figura 659).

E as posi¢oes pedidas sdo simples
de obter, por corresponderem as abscis-
sas extremas, a direita e a esquerda.

Imediatas, entdo, as rotagdes

produzindo os segmentos (A;)(B;) e -
(A,)(B,) e os quadrildteros reversos que

seus extremos definem (Figura 659). 5 : -
2 1

Figura 659
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532 - Sao dadas, por suas projegoes, as retas concorrentes (a) e (b) e a reta horizontal (r),
reversa as duas primeiras.

Pede-se girar a reta (r), em torno de um eixo vertical (e) de abscissa nula, que deve
ser determinado, de modo a fazer com que (r) venha a pertencer ao plano definido
pelas retas (a) e (b).

Resoluc¢ao: Sendo (r) horizontal, toda rotagdo sua em torno de um eixo vertical ha de
manté-la com a mesma cota inicial.

Assim, é imediata a obtencdo e J
da posigdo final (r;) dessa horizontal, b,
quando pertencente ao plano das retas

(a) e (b) (Figura 660). Pzr,

E como (r) ndo pode ser concor- p—

rente com o eixo vertical da rotagdo, pois
seu ponto com abscissa nula ndo perten-

ce ao plano das concorrentes, a proje¢do

. . €
horizontal e do eixo tem que pertencer a ty‘(
uma das bissetrizes dos angulos forma-

dos pelas projegoes horizontais r e ry
.~ e . . Figura 660
da reta (r) em suas posic¢oes inicial e final.

Ha, por isso, duas solugdes para o eixo (e), uma concluida na Figura 660 e a segunda
apenas indicada pela bissetriz b, daqueles dngulos.

533 - Submeta a reta (r) a duas rotagdes sucessivas, até que ela fique fronto-horizontal.
Os eixos das rotacdes devem concorrer com a reta girante e pertencer a cada um
dos planos dados (a) e (). Apresente apenas uma solugao.

) R >
Dados: r’, 1, an’ = am, B’ e Pr. 3 amzem e, B

Resolucao: Para transformar a
qualquer dada (r) em fronto-horizontal,

sdo necessarias duas rotagdes, a primeira r=ry A

em torno de um eixo de topo (e;), com B

ela concorrente, que leve (r) a posi¢ao = =
(r1), horizontal (Figura 661), e uma se- A

gunda em torno de um eixo vertical (e,), .
1

. B By
to-horizontal (r,). i I

que leve essa horizontal (ry) a ser a fron-

! ’Eﬂ €= C }A1
Observe-se que apenas uma solu- e PBm
ao foi completada (Figura 661). Figura 661
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534 - Determinar as projecdes do eixo (e), em torno do qual se deve girar os pontos (A)
e (B), de modo que eles venham a coincidir com o ponto (C).

Dados os trés pontos, por suas projecdes.

Resolugdo: Naturalmente, o eixo (e) pro-
curado ha de ser perpendicular ao plano do \
tridngulo (A)(B)(C). E, para permitir que suas 4
distancias aos trés vértices sejam iguais, ele deve 0

pertencer ao circuncentro (O) do triéngulo, o Al 3
, ~ 2 B'
que se consegue, em épura, pelas construgdes
das mediatrizes (m;) e (m,), respectivamente,

dos lados (A)(C) e (A)(B) (Figura 662).

O eixo (e) pedido ¢, entdo, a reta per-
tencente a (O) e perpendicular ao plano de

(A)(B)(C), o que, para o caso particular da Fi-

gura 662, em que dois lados sdo as principais

do plano, obriga as coincidéncias de ¢’ e de e, r Figura 662
respectivamente, com m’; e com m,.

535 - Dadas as projec¢des das retas concorrentes (r) e (e), pede-se girar (r), em torno de
(e), até que a verdadeira grandeza da distancia entre os tragos horizontal e vertical
de (r) venha a ser igual a 50 mm.

Resolu¢ao: Numa primeira rotagdo,
movimentando o trago horizontal (H) de (r),
tornando-a frontal, aproveitando o ponto fixo
(P), que ela tem em comum com o eixo (e),
marca-se, em V.G., a distincia de 50 mm, ob- C ;" y
tendo-se, a partir de (H;), o ponto (J;), que o\

sera, na posicao final (V), o trago vertical de ) v
1

(r) (Figura 663). ( P

y/4

Assim, numa segunda rotagdo, que H,

mantém constante sua cota, faz-se (J;) vir a _H Vv 2\ H'D —
1 JW

ezP

pertencer a (7’), transformando-o no trago

vertical (V) da reta (r) em sua posi¢ao final
(rq) (Figura 663).

\
\

- . N\ N
Apenas, uma solugdo foi apresentada »
num dos sentidos possiveis, tendo sido indi- i
cada a segunda. Figura 663
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536 - Sao dadas, por suas projegdes, as retas concorrentes (a) e (b), pertencentes a (), e
uma horizontal (e), reversa aquelas duas, além do ponto (J), do primeiro diedro.

Pede-se girar (J), em torno de (e), até que ele venha a equidistar de (a) e de (b).

Resolugdo: Sabe-se (numero 6.1) que o lugar geométrico dos pontos equidistantes das
retas horizontais (a) e (b), dadas, é composto pelo par de planos bissetores (3;) e (8,) dos
angulos formados por essas duas retas, planos esses verticais, por terem que ser perpendi-
culares ao plano das duas retas.

Como o eixo de rotagdo (e) é
horizontal, convém operar com uma
mudanca de (7’), que o transforme ]
numa reta de topo (Figura 664).

N
v’“\
//\T
A

Para tal mudanga, porque (m)
permanece fixo, esses dois bissetores

@_
©
=he

continuam verticais, sendo, entao, J§ -
seccionados por (m’;) segundo duas

(b) I~
verticais (vy) e (v,). € \\

Por isso, na nova projegao ver-

(m)

tical, os pontos procurados hao de ser
0s comuns a cada uma dessas verticais Figura 664

com a circunferéncia de rotagao de (J),

em V.G. nessa proje¢ao. p Voo |vi B B,
4
Para a posi¢o relativa dos dados, J
o problema conta com quatro solugdes, Ji

os pontos (J;), (J,), (J3) € (J4), indicados
no segundo sistema projetivo, pelos nu-
meros 1, 2, 3 e 4 (Figura 665).

Mas, é 6bvio, conforme as po-

sicoes das retas e do ponto dado, a

quantidade de solugoes pode dimi-

nuir, seja por tangéncia da circunfe- B 1 v
réncia de rotagao de (J), em relacao a Y 4 B Ji
qualquer das duas verticais (v;) e (v,), b, A
seja, até, por ndo poder atingi-las, ca- V2
bendo, pois, a hipdtese do problema se
tornar impossivel. Figura 665
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Para os diversos casos abaixo, pede-se determinar as verdadeiras grandezas dos
angulos a, 3, v e @ que, respectivamente, os planos (0), (p) e (A) formam com (1), com
(1’) e com (7”) e (m’w). Em todos os casos, faca uso de um eixo (e), de sua escolha. Os
planos sao dados por seus tragos.

Resolugdes: Eixos verticais para obter a V.G. do angulo o, eixos de topo para deter-
minar B e fronto-horizontais, ou a propria linha de terra para y e o.

537 538 539

Py ™

0, 0 e o,

Figura 666 Figura 667 Figura 668
540 542
o' 01}
/Lel\T
p— g p— p— —
a

01

O
Ve

Figura 669 Figura 670 Figura 671

Para os casos abaixo, determinar as verdadeiras grandezas dos dngulos o e 3 que os
planos das retas (a) e (b) e o das retas (c) e (d) formam com () e com (7’), respectivamente.

Resolu¢des: Como acima, deve-se tornar de topo, ou vertical, cada um dos planos da-
dos, girando, respectivamente, uma horizontal que se torne de topo, ou uma frontal que se
torne vertical, mesmo sem a presenga da linha de terra (Figuras 672 e 673).

543 544

h' « hl1 L
h ]
a e=J . i B f,
b
hy e
Figura 672 Figura 673
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Em cada um dos casos abaixo, pede-se girar o plano (a), dado por seus tragos, em

torno do eixo vertical (e), situado em (7’) e dado por suas projecodes, para atender as con-

di¢des impostas. Apresente apenas uma solu¢iao, mas indique todas.

Resolugdes: Determina-se, de pronto, o traco (V) de (e) em (a), para, a seguir, girar

um ponto (H), de (o), de modo a atender a condi¢ao dada. Convém, naturalmente, que esse

ponto (H) pertencga a am, ja que o primeiro (V), fixo que é, pertence aos tragos verticais ori-

ginal e final do plano girante.

545 - (a) é paralelo a (T'nt) 546 - (o) € (O), dado

547 - (o) é paralelo a (h),
dada

1
T
Figura 674

548 - (a;) € projetante

e

Hi

T

oy
Figura 675

549 - (a;) é paralelo a (s)

Figura 676

550 - (at,) € (P), dado

Figura 677

551 - (o) € perpendicular

a(Bq3)

Figura 680
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Figura 678

552 - (al;) € paralelo a (h),

dada

o
V' o'
P - e| N
ezV H'
\ 7 _ PI = P

\. CHi H

H o
0‘1"/
Figura 679

553 - (al;) € perpendicular
a (y)

=
>“’\
(D—

/ ez\V/

Hi

QT

Y awf

Figura 681

Figura 682

CELio PiNTO DE ALMEIDA 177

28/02/2022 15:28:58



Para cada uma das épuras abaixo, pede-se girar o plano (a), dado por seus tragos,
em torno do eixo vertical (e), dado por sua projecao horizontal, de modo a obedecer a
condi¢ao imposta. Apresente apenas uma solu¢ao, mas indique todas.

Resolugdes: Tal como nos exemplos anteriores, deve-se, de inicio, determinar o trago
(J) de (e) em (o), que permanecera fixo ao longo da rotacao, e, em seguida, operar com pon-
to(s) de (o), adequadamente escolhido(s), observando a(s) constancia(s) de sua(s) cota(s).

554 - (aL;Y) seja horizontal, dado (y)

e

555 - (atq) € (P), dado

y'
o'
! J o
2/
e=J
o oy YT a{n’/
Figura 683 Figura 684

556 - (o) é paralelo a (A)(B), dada

e

5
gt
/

e=J

k

T
Figura 685

558 - (0) ¢ paralelo a (yp), dados (¢) e (y)

R e'
aT'
- V'
e = QT i N
2 v > oy
H oy
YL — ezJ
7 o
Figura 687
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557 - (a) € perpendicular a (B,,)

el \at'
JY
JlHl
HI
ezJ
aT oy = oy
Figura 686

559 - (o1;) ¢ paralelo a (t), dada

t J
t
1T o
el
|
HI
/ e=J
H
QT 2 Am
Figura 688
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Para cada um dos casos abaixo, sao dados, por suas projecdes, o eixo (e), de topo,
pertencente a (7t), e o plano (a), por seus tragos.

Pede-se girar (a), em torno de (e), atendendo as condi¢des impostas, apresentan-
do apenas uma solu¢ao, mas indicando todas.

Resoluc¢des: Determina-se, inicialmente, o traco (H) de (e) com (o), que, permane-
cendo fixo, durante o movimento, hd de pertencer ao trago horizontal o,; 7 de (a), ap6s a
rotagdo. Basta, entdo, girar o trago vertical de (a.), até a sua posigdo final o7’

560 - (o) € projetante 561-(a\;) é paraleloa (f),dada 562 - (a.;) é paralelo a (7'n)
! oL ot
aT' fx \/< 0‘1'“" /

g'=H' e'h

H oyt

o, OL4TT
1 o
e e e am

Figura 689 Figura 690 Figura 691

563 - (o) € perpendicular 564 - (o) é paraleloa (t), 565 - (a;) é perpendicular a
a(Byy) dada (7), dado

(I o' .
oy
L]

H
H 5 o
T QT e
Figura 692 Figura 693 Figura 694
566 - (a;) € perpendicular 567 - (o) € (J), dado 568 - (a;) € (O), dado
a(By3)
V' T (X{'ﬂ" /(X{ﬂ"
' ' o'
oy, QT L]
2 J
— e'E = — e‘EH' T (o) e|EH|
2 o / a
e e J 2 H T
H H
QT oy 0‘1'“'/ o € i
Figura 695 Figura 696 Figura 697
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se girar o plano (), dado por seus tragos, em

torno do eixo de topo (e), dado por sua projecao vertical, de modo a atender as condi¢cdes
ditadas.

Apresente apenas uma solu¢ao, mas indique todas.
Resolugdes: Inicialmente, obtém-se o traco (J) de (e) em (o), que permanecera fixo

durante a rotagdo. A utilizagao de um segundo ponto de (o), convenientemente escolhido,
resolvera a questao.

569 - (o;Y) seja frontal. Dado (y) 570 - (aq) € (P), dado
amy oy 0L1Tr'\ o
ym'
/ \K CER AN v
— 5 — — —
2 p'
ym )
K Aoy y. T
e\ am/ e
Figura 698 Figura 699
571 - (a) é paralelo a (r), dada 572 - (o) ¢ perpendicular a (y), dado
o yr!
\Y/ o
2
r'sr aT!
=y o' \'
\/f\ VIRTERAS A ez

v
J
/ e oy

Figura 700 Figura 701
573 - (aly) é paralelo a (') 574 - (o) é perpendicular a (B,,)
o \ am'
0T = 0T,
T
i ¢=IN__ 7k
—_ —_ —_ VE Hl N —_
2 2
/ e />
o
J . .
o ) H= Jﬁk
/ :
ot
e
Figura 702 Figura 703
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575 - Sao dados, por suas projecdes, os pontos (A) e (B) e a reta (r).

Sabe-se que o plano () contém a reta (A)(B), forma 45° com () e tem sua por¢ao
util, no primeiro diedro, com angulo agudo.

Pede-se girar (o), em torno de um eixo vertical (e), a determinar, construindo, apds
tal rotagao, que faca () vir a pertencer a (r), com tragos, em épura, voltados para a
esquerda, as projegdes do tridngulo, cujos vértices sejam (A, ) e (B;), resultantes das
rotagdes de (A) e de (B) e (C), o inico ponto fixo, durante esse movimento.

Resolucio: A esquerda da épura, para alivid-la, procedeu-se a construcio de um plano
(o), paralelo ao referido no enunciado, a partir de um plano de topo (y), inclinado de 45° em
relagdo a (1), que, girando em torno de um eixo vertical (v), venha a ter trago horizontal ar
paralelo a AB, visto que, pelos dados, (A)(B) pertence ao trago horizontal de (o) (Figura 704).

Ha apenas uma posi¢do para o, ou, 0 que é 0 mesmo, para o, pela restri¢ao referen-
te a porgao util de (o) no primeiro diedro.

Figura 704

Para que (o.;) possa vir a conter (r), apos a rotagdo proposta, o eixo possivel hd de
pertencer ao ponto (C), trago de (r) em (o), que, entdo, ficard fixo, durante o movimento. E,
se (r) vai pertencer a (o), posi¢do final de (), o trago horizontal o, tem que passar por H,
trago horizontal de (r), além, é claro, de ser tangente a circunferéncia de rotagdo, de centro
C e tangente a am.

Resta apenas uma solugio para o plano (), para ter, em épura, tragos voltados para
a esquerda. E, com duas simples rotagdes, obtém-se (A;) e (B;), que, € claro, pertencerdo a
a7, completando o triangulo pedido (Figura 704).
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576 - Gire o plano (o), em torno do eixo (e), até que ele venha a cortar os planos (3) e (y) se-
gundo retas paralelas. Sao dados os tragos dos planos (av), (B) e () e as projecdes de (e).

Resolugdo: Para seccio- P R
nar os planos () e (y) segundo
retas paralelas, (o), apos a rota- 1

¢do pedida, devera ter seu novo BT'EPT g b
traco horizontal paralelo a frea
yr, devendo, por isso, pertencer

a reta horizontal (h), conduzida — v
pelo traco (]) de (e) em (o) e pa- \
ralela aqueles tragos horizontais.

As duas tangentes do
traco vertical de (h) ao circulo

da rotag¢ao proporcionam duas aT, e o
solugdes, os planos (o) e (a,) Figura 705
(Figura 705).

577 - Dados, por seus tragos, os planos (o) e (B) e, por suas projegoes, a reta (e), pede-se
girar (o), em torno de (e), até que ele venha a ficar perpendicular a ().

Resolucao: A obtengdo do trago (J) de (e) em (o) é imediata (Geometria Descritiva,
ntmeros 76 e 77), utilizando a reta (J)(V).

e
E, com um corte de perfil, VE (V> ' o
¢ simples tragar, por (J);, a per- B
pendicular (H);(V); ao plano B / > 1

(J);
, reta a qual d t
(Bq), re a.a qual deve per er‘1c~er o, \ |
o plano girante, em sua posi¢io o m'

final, para assegurar que fique \ H)

perpendicular a (B3).

Alcada a reta de perfil
(H)(V), obtém-se o trago hori-
zontal H, do qual se pode enviar

as tangentes a circunferéncia de
rotagdo (Figura 706) e utilizar

o traco V), por onde passardo

. . > > H
0s tragos verticais oy e 0,7
completando a épura. Figura 706
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578 - Gire os planos quaisquer (a) e (), dados por seus tracos, em torno de um eixo
vertical (e), a ser determinado, até que esses planos tenham por intersecao a reta
horizontal (h), dada por suas projecdes.

Resolucao: Devendo ser vertical o eixo (e) da rotagdo, as cotas dos elementos girantes

manter-se-ao constantes.

Assim, a reta horizontal (h) ha de ser a posigao final de outras duas de mesma cota que
ela: uma, (E)(F), do plano (a); outra, (F)(G), de (), de imediatas obtenc¢des (Figura 707).

E como as projecdes horizontais dessas duas retas devem vir a coincidir com h, ao
final do movimento, os circulos de rotagdo que permitem tal operagdo sdo os que tém por
centro ou o incentro do triangulo EFG que as trés formam, ou um de seus exincentros.

O eixo vertical (e) sera definido, entdo, por um desses quatro pontos. Escolhe-
mos o exincentro e, referente ao vértice E (Figura 707), e utilizamos duas retas auxilia-
res (A)(V) em (a) e (B)(V) em (B), formadas com os tracos de (e) em (o) e em () e com
o trago vertical (V) de (h), para, por seus tragos horizontais H; e H,, respectivamente,
conduzir os tragos horizontais oy e p;m dos planos, apds suas rotagdes. As outras trés
solugbes nao foram desenhadas.

B’

B’
w
-~ N
oT B'
i \/ Hy ~
e' H1
— Vv 7/ Hy ]/ H: -
/L
oyt
B
N
Figura 707
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579 - Dados os planos (a) e (), por seus tragos, sendo ar e B paralelos entre si, pede-
se girar os planos (a) e (), em torno de um eixo (e) a ser determinado, de modo
que ambos venham a ter cota nula.

Analise: Observando os dados, porque os planos dados (o) e () tém tragos horizon-
tais paralelos, sua interse¢ao ha de ser uma horizontal (h) com essa mesma diregéo, facil-
mente construida (Figura 709).

Assim, para que um mesmo eixo permita girar os dois planos até que venham a coin-
cidir com (), tal eixo tera, também, que ser paralelo aquelas trés horizontais e as rotagoes,
entdo, se fazendo por tangenciamentos dos dois planos dados a uma superficie cilindrica de
revolucdo, de eixo (e) paralelo a tais retas (Figura 708), objeto deste problema.

Para efetuar as rotagdes pedidas,
convém utilizar uma mudanca de (%),
que torne de topo, tanto os planos (a) e
(B), dados, quanto sua intersecao (h) e,
até mesmo, entdo, o eixo (e), que propor-
ciona levar (o) e () a coincidéncia com
(m). E o eixo (e), capaz de resolver a ques-

tdo, ha de ser, na nova projecao vertical,
equidistante dos novos tragos verticais
an’;e B’y dos planos dados e da nova li-
nha de terra, ja que (1) foi mantido fixo.

O incentro e cada um dos trés Figura 708

exincentros do tridangulo formado por

an’y, P’y e pela nova linha de terra

atendem a tais equidistancias. é li N
Assim, sendo I tal incentro (Figura

709), ele é uma primeira solugdo € para

o eixo pedido, que, retornado ao sistema

2

projetivo original, produz a horizontal (e)

de mesma cota z (Figura 709). am

Os outros trés eixos, paralelos ao B

.. , . e' QT

apresentado, mas ndo incluidos na épu-
ra da Figura 709, correspondem aos trés B hh=V)

exincentros do tridangulo formado por

\
N

am’y, B’y e pela nova linha de terra. Figura 708
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580 - Dados, por suas projegoes, o triangulo (A)(B)(C) e a reta (r), pede-se construir as
projegdes do triangulo (A;)(B;)(C;) do primeiro diedro, obtido com as rotagées
dos vértices do dado, em torno de (r), até que cada um deles venha a possuir abs-
cissas e cotas iguais.

Resolugdo: Sabe-se (niimero 10.2) que .

o lugar geométrico dos pontos que tém iguais 7

abscissas e cotas é o plano de topo (o), perten-

cente a origem das abscissas, inclinado de 45°
em relacdo a (7), tendo, em épura, seu trago

vertical, no primeiro diedro, voltado para a di-

reita (Figura 710). -

Assim, tudo se resume em girar os

vértices do tridngulo (A)(B)(C), em torno

de (r), até que eles venham a pertencer a (o). ~c
Cz C1
Observe-se que ha novas posi-
¢oes (A,), (B,) e (C,), para os vértices de B, r B By
(A)(B)(C), (Figura 710), mas todas fora do Figura 710

primeiro diedro.

581 - Gire o plano (a), em torno da linha de terra, até que ele venha a cortar o bissetor
par segundo uma reta paralela ao plano (y). (o) e (y) sio dados por seus tragos.

Resolugdo: A rotagao do plano (o) em
torno da linha de terra se faz tangenciando a

superficie conica de revolugao que tem (7'n) (s
como eixo e vértice no ponto (ar'n). '
o

E, para que, em sua posigdo final, ele v
seccione (j3,4) segundo uma reta paralela ao
plano (y), deve conter uma reta (E) paralela a
intersegdo (p) de () com (B,,).

Uma vista lateral proporciona a tan- 52 !

gente do traco (P) de (E) a circunferéncia da

rotacdo que, com o ponto (an'n), determina
o plano (o), uma das duas solugdes do pro-
blema, para as posi¢des dadas (Figura 711).

A segunda solugdo ficou apenas indi- p=p

cada pelo segundo ponto de tangéncia 2, na

vista lateral. Figura 711
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582 -Sao dados, por suas projecdes, os pontos (A) e (B) e as retas (r) e (s). Pede-se
girar os pontos, em torno de cada uma das retas, até que cada um deles venha a
apresentar, para a soma de suas coordenadas, um valor igual ao dobro da abscis-
sade (A).

Resolucdo: Sabe-se (numero 12) o r

que o lugar geométrico dos pontos que tém

soma constante de suas trés coordenadas é .
o plano qualquer (o), com tragos, em épu- 3 2

ra, inclinados de 45° com (7'n), voltados, Sé >

no primeiro diedro, para a esquerda e seu \& 4 5

trago (J) com (m'n) tendo abscissa igual a — T 1)

tal constante, dobro da abscissa de (A). 1

Assim, basta girar (A) e (B), em tor-

no de (r) e de (s), até que venham a perten-

cer a (o), produzindo as oito solugdes (Fi- S

gura 712), numeradas, sequencialmente de k

(1) a (8), as quatro primeiras referentes ao 2k
ponto (A) e as quatro ultimas ao ponto (B). Figura 712

583 - Gire o plano (a), dado por seus tragos, em torno do eixo vertical (e) que contenha
seu traco com a linha de terra, até que, em sua nova posicao, (o) venha a ter retas

fronto-horizontais.

Resolugdo: Pela posi¢do tdo parti- e -
cular do eixo (e), nas duas rotagdes possi- A, A
veis, o trago horizontal ot do plano dado Al
vird a ocupar a posi¢do da linha de terra,
0 que garante que (o), em sua nova posi- 2 H A=H,=H;
¢do, passando a ser um plano (7'n)-(M), - e\ | e -

contenha fronto-horizontais.

Assim, gira-se um ponto (H) arbi- H
trado, de am, até que ele venha a assumir _ am
Figura 713
a posi¢do (H;), na linha de terra e, com
isso, levando aur a coincidir com (n'n) e, portanto, com o 7, girando, entdo, um ponto bem
escolhido (A), de (o), com amplitude e sentido iguais aos utilizados para (H), obtendo-se
(Aq) (Figura 713), que define, com (n'n), a nova posi¢ao de (o). Hd uma segunda solugao

indicada pelo ponto 2, numa rotagao de (H) em sentido oposto.

186 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 186 28/02/2022 15:29:01



584 - Determine as projecoes do eixo de topo (e), de abscissa nula e cota positiva, que
permita a rota¢ao do plano (o), dado por seus tragos, até que ele venha a conter a
linha de terra.

Resolugdo: Sendo de topo o eixo (e), as
frontais de (o) giram mantendo-se frontais.

Assim, para que o trago vertical o’

possa vir a coincidir com (7'n), a projegdo —
vertical ¢ do eixo pedido ha de pertencer a
uma das bissetrizes dos dngulos que an’ for-

ma com (7'n) havendo, para os dados, apenas a%
uma solugao (Figura 714). Figura 714

585 - Dadas as projecdes das retas (r), (s) e (t), mas ndo a linha de terra, determine as
projecoes do eixo (e) em torno do qual seja possivel girar (r) e (s) até que ambas
possam coincidir com a frontal (t).

Resolucao: Se (t) é frontal, (r) e (s) tam-
bém o sdo, por pertencerem as trés a um plano
projetante em relagdo a (m), o que obriga (e)
ser de topo. E, para permitir que coincidam
as trés projegdes verticais 1, s’ e t, a proje¢ao
vertical € tem que ser o incentro, ou um dos
exincentros do triangulo formado por 1) s’ e
t. Apenas o incentro foi apresentado na épura
da Figura 715.

586 - Determine a posi¢ao do eixo vertical (e) Figura 715
que permita a rota¢iao do plano (o) até
que ele venha a conter areta (r). Efetuea e'
rotacio. Sao dados o, am, r’ er.

oTT
Resolugdo: O eixo (e) ha de pertencer )

ao trago (J) de (r) com (a). E, para que (o)
venha a conter (r), seu traco horizontal an de-

verd, na posicao final o7, passar pelo trago = V22 —
horizontal (H) de (r).

Para os dados, ha duas solucdes, corres- H
pondentes as duas tangentes de H ao circulo o

da rotagdo, s6 uma tendo sido completada na

Figura 716. Figura 716 o
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587 - Gire o plano (a), formado pela linha de terra e pelo ponto (M), em torno do eixo
(e), até que ele venha a ser projetante.

Sao dadas as projecoes de (M) e de (e).

Resolugdo: Sendo (e) de topo, o traco vertical an’ do plano dado girard tangenciando
a circunferéncia de centro €' e, por duas posi¢des (Figura 717), ficara perpendicular a (7'n),
atendendo a condi¢do imposta.

As rotagoes se completam, girando o ponto (M) em amplitudes e sentidos iguais (90°)
aos efetuados para o trago o, proporcionando as duas solugdes (a.p) e (o).

588 - Gire o ponto (A), em torno do eixo (e) até que ele venha a pertencer ao plano das
horizontais (a) e (b), conhecendo as proje¢des de (A), (e), (a) e (b).

Resolucao: Por manter constante seu afastamento durante tal rotagdo, (A) devera per-
tencer a frontal (1)(2) de plano das horizontais paralelas (a) e (b) que tenha esse mesmo
afastamento (Figura 718).

Ha uma segunda solugdo, inacessivel no espago disponivel.

589 - Dadas as retas (r) e (e), por suas proje¢oes, pede-se girar, em torno de (e), o trago
de (r) com (B,,), até que ele venha a pertencer a (3;3).

Resolugao: Durante a rotagao, o trago (J) de (r) com (B3,,) mantera constante seu afas-
tamento, por ser o eixo (e) de topo.

Assim, ele pertencerd a (B13) quando sua cota igualar tal valor.

Para as posi¢oes dadas (Figura 719), o problema oferece duas solugdes, tendo sido a
segunda apenas indicada pelo ponto 2.

oy oy . 2//
a

MH e' r

0 b' A‘1 J'1 \

F\\“é://j _:\\: — C\\ )2_
—

A1 A J1 /\J'EJ

M, M;

Figura 717 Figura 718 Figura 719
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590 - Dadas as proje¢des de quatro retas frontais paralelas (a), (b), (r) e (e), pede-se gi-

rar (r), em torno de (e), até que ela venha a pertencer ao plano formado por (a) e

(b), mantidas fixas durante a rotagio.

Resolu¢ao: Com uma
mudanca de (), que torne ver-
ticais as quatro retas, obtém-se o
trago a7t do plano, agora verti-
cal, formado pelas retas fixas e,
entdo, o giro de r; em torno de

e, (Figura 720) leva (r) a perten-

a1
b, r

€1 1

cer a esse plano, havendo, para
os dados, duas solucdes, tendo
sido a primeira (1) completada e
a segunda apenas indicada pelo
ponto 2 (Figura 720).

f

Figura 720

591 - Gire o ponto (A), em torno do eixo (e), até que ele venha a equidistar dos tragos do

plano (o), mantido fixo.

Sao dados as projecoes de (A) e de (e) e os tracos de ().

Resolugédo: Sendo o eixo
dado de topo, o ponto (A),
em seu movimento, mante- _

N )

A,

ra constante seu afastamento,

deslocando-se, pois, no plano o

frontal (0).

E para poder equidistar

\/

dos tragos de (a), tem que vir
a pertencer ao plano (), per-
pendicular a (o) e equidistante
de seus tracos.

o A

Dai, as duas soluc¢oes (Kl)

T

e (1_\2) para o problema (Figura

721), devidamente al¢adas.
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592 - Gire a reta vertical (a), em torno da vertical (e), até que ela venha a equidistar dos
planos verticais (o) e (y). Dados as proje¢des das retas e os tragos dos planos.

. L. aT's yw' = By = By
Resolugdo: Por serem verticais as

. e a
duas retas, (a), ao girar em torno de (e), . .
1 2

ds dg

se situa na superficie cilindrica de revo-
lugao de eixo (e) e raio igual a distancia
entre as duas retas, mantendo-se sem-

pre vertical.

™N@3
E, para vir a equidistar dos pla- % \

nos dados (a) e (y), a reta (a) devera (x’i/ )
a By

pertencer a um dos planos bissetores

/[

(B1) e (B,) dos angulos formados pe- -

los planos dados, verticais, como eles,

o que simplifica a construgdo das By A

quatro solugdes (aj), (a,), (a3) e (ay) Figura 722

(Figura 722).

593 - Desenhar as projecoes do segmento (A D (Kz), situado no plano horizontal de pro-
jecao, sabendo que seus extremos provém de rota¢des do ponto (A), em torno do
eixo horizontal (e), dados (A) e (e) por suas projecoes.

Resolucao: Sendo horizontal o

eixo (e), convém lancar mdo de uma

mudanca de (7°), que o torne de topo, z

passando-se, entdo, a operar nesse se-

gundo sistema projetivo.

Nessas condicoes, ¢ simples gi-
rar o ponto (A), até que ele venha a ter

cota nula, o que proporciona a solugio,
visto que (1) permanece fixo durante o

movimento.

Observe-se que as denominagdes

dos extremos (Kl) e (Kz) sdo permuta-

veis (Figura 723).

Figura 723
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CarituLo X

METoDOS DESCRITIVOS
REBATIMENTOS

O mais utilizado dos trés métodos, por sua pronta aplicacdo na obtencio e na utilizagao
das verdadeiras grandezas das figuras planas, o método dos rebatimentos, objeto do presente
capitulo, vai representado com problemas iniciais simples, dedicados a propria natureza de
suas operagoes, progredindo para constru¢des geométricas mais complexas e interessantes.

594 - Desenhar as projecoes do quadrado (A)(B)(C)(D) pertencente ao plano (a), dado
por seus tracos, sabendo que (A)(B) pertence a (n”), (C) a (7’) e (D) a (T), com
abscissa inferior a de (A)(B).

Resolucao: Rebati-
do o plano (a) sobre (n), '
pela utilizacdo da reta de / o
perfil (V)(H) de abscissa v
nula, obtém-se a reta su-
porte do lado (A)(B) do
quadrado, em seu rebati-
mento (V);(H);. A

Com auxilio de — —
uma homotetia, a partir
do polo (H)y, fica simples
construir, em V.G., o qua- ©), D)=D
drado (A);(B);(C);(D);,
que, al¢ado, soluciona a A

questdo (Figura 724), com
o lado (C)(D) também de
perfil, o vértice (B) obtido

com paralelas.
o

QT Figura 724
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595 - As retas paralelas (r), (s) e (t), dispostas a intervalos iguais, pertencem ao plano
(a), de topo. Sabendo que (r) se situa entre (s) e (t), que (t) concorre com (7'w) e
sendo dadas as projecoes horizontais r e s das retas (r) e (s) e seus rebatimentos
(r); e (s); sobre (1), pede-se determinar a posi¢ao da linha de terra e construir os
tracos de (au).

Resolucio: E claro que a charnei-
ra an fica determinada pelos dois pon-
tos de cruzamento de r com (r); e de s
com (s);. E que o terceiro ponto de cru-
zamento referente a reta (t), construido
por simetria do de (s) em rela¢do ao de
(r), ha de ser o ponto comum a ar e a
om, visto que (t) deve concorrer com
('T).

Assim, por esse terceiro ponto
passa a linha de terra, obtendo-se a7’

a partir do algamento de um ponto (A);
qualquer de uma das retas (Figura 725). Figura 725

Observe-se que hd duas orientagdes para (n'n) e que uma outra solugao, o, 7, indica-
da na Figura 725, corresponde ao segundo corte A5 do arco do algamento.

596 - O retangulo (A)(B)(C)(D), do plano de topo (o), tem seus lados (B)(C) e (C)(D)
respectivamente em (7’) e em (7). Sendo dadas as duas projecdes do vértice (A) e
seu rebatimento (A); sobre (7’), pede-se determinar a posi¢ao da linha de terra,
assim como os tracos de (a) e as projecoes de (A)(B)(C)(D), deixando (A) no pri-
meiro diedro.

Resolugao: O afastamento y de
(A), medido por (A);A, proporciona

determinar a posi¢do de m'n, com uma
s6 possivel ordena¢ao para que (A) fi- (
que no primeiro diedro.

A V.G. (A);(B){(C){(D); é ime- y
diata e a frontal (A)(D) serve para A D

completar a proje¢do horizontal do re-

tangulo (Figura 726). Figura726 '™
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597 - (r); é o rebatimento da reta (r), paralelaa (3,,) e pertencente ao plano vertical (o),
sobre (1), no sentido que da a esse rebatimento movimento superior a 90°.

Dados 7'z, (r); e ar} pede-se determinar o traco horizontal ar, de (o), e as pro-
jecoes da reta (r).

Resolugdo: Aproveitando que o'
o traco horizontal (H) de (r) deve ter
afastamento igual a cota do trago ver-
tical de (r) (Geometria Descritiva, na-
mero 29), seu alcamento traz as pro- — I —
jecdes de (r) (Figura 727) e, entdo, o /\ [

traco aum. 2 H

O segundo ponto de corte 2 resta
inutil, para atender ao sentido do reba-

timento, como imposto pelo enunciado. Figura 727

598 - Desenhar as projecoes do pentagono convexo regular (A)(B)(C)(D)(E) perten-
cente ao plano (a), sabendo que o lado (C)(D) tem afastamento nulo, sendo (B) o

vértice de menor cota.
Sao dados o trago vertical an’ e as projecoes de (A).

Resolucao: Rebatido (o) sobre
(') e arbitrado um circulo que pas-
se por (A);, determina-se o valor /

)

do lado do pentagono convexo regu-

lar (A);1234 nele inscrito (Geometria
Plana, Capitulo XX, numero 67) com

~l
T D=0 \
a posi¢do informada (Figura 728) e, (A A

por homotetia de polo (A);, constroi- .
se a V.G. do pentagono pedido, com oL g 4
seu lado (C);(D); sobre am, como ), 5
imposto. —

Seu alcamento resolve o pro- B \ C=D B
blema (Figura 728). \ \

B=E

Observe-se que os vértices (B) \ o
e (E) pertencem a uma reta vertical, N\ a A
por ser a diagonal (B)(E) paralela ao \ o o
lado (C)(D). o
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599 - O retangulo (A)(B)(C)(D) pertence a um plano vertical, tendo o vértice (B) em

(B13)> com a maior cota possivel. Sendo dadas as proje¢des da diagonal (A)(C),

pede-se desenhar as proje¢des do retangulo.

Resoluc¢ao: Com a pron-
ta obtencdo dos tracos de (o)
e com a constru¢ao de sua in-
tersecdo (i) com (By3), rebate-
se (o) sobre (), para a cons-
trucdo, em V.G., do retangulo
pedido, inscrito no circulo de
didmetro (A);(C); e para a
localiza¢ao do vértice (B);, so-
bre (i), com a maior cota en-
tre as duas posicdes possiveis
(Figura 729).

aT'

=

Figura 729 /

600 - Sdo dados os rebatimentos (A); e (B); e a projegdo vertical A’ do vértice (A) do he-

xagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F), pertencente ao plano vertical (a), cujo trago

vertical an’ é, também, dado.

Pede-se construir a V.G. e a projec¢ao vertical do hexagono, sabendo que ele nao é

atingido por (7).

Resolugdo: A constru¢ao da V.G. do hexdgono ¢ imediata pela obtencao do centro

(0); do circulo que o circunscreve.

E, pela utilizagao da
afinidade ortogonal existente
entre o rebatimento e a proje-
cao vertical (Geometria Des-
critiva, numero 114), a partir
de (A)(B); e de A’ obtém-se
B’ e todos os demais vértices
de ABCDE'F (Figura 730),
com uso de paralelas.

Em nada importou a

inexisténcia da linha de terra,

nem das proje¢des horizontais.
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601 - Um quadrado se inscreve num circulo tangente aos dois tragos paralelos do plano
(a), do qual sio dados os tragos o’ e ot € 0 rebatimento o', do vertical, sobre (7).

Arbitrando as abscissas, pede-se determinar a posi¢cao da linha de terra e as pro-
jecoes de um desses quadrados, que tenha lados inclinados de 30° em relacdo aos
tracos de (o). Escolha apenas uma das posi¢des possiveis para situar a linha de terra.

Anadlise: Para obter a posi¢do da linha de terra, admitamos dados os dois tragos de (a.)
e obtenhamos o rebatimento an’; do vertical sobre (), utilizando o tridngulo de rebati-
mento HVV de um ponto (V) qualquer desse traco.

Observe-se que V pertence a uma reta tracada por V’ e inclinada de 45° em relacio aos
tragos do plano e também ao arco da circunferéncia de centro H e raio H(V) (Figura 731).

Resolugdo: Arbitrando uma linha de chamada e marcados V, V=H, He (V){, é com
a construcdo daqueles dois elementos que se obtém V, um ponto da linha de terra pedida
(Figura 732), com dupla orientagao. Note-se que ha um segundo V, numa outra solugdo, ndo
completada em épura.

A construgdo, em V.G., de um quadrado (A);(B){(C);(D);, inscrito num circulo tan-
gente a o e a o'y, é bem simples, pela utilizagao de uma reta (t);, inclinada de 30° em relagao
a am e, pelo centro (O); do quadrado, da diagonal (A);(C); a 45° de (t); (Figura 732), assim
como seu alcamento, pela utilizagdo das retas suportes de dois lados paralelos do quadrado.

aT' D' v
o' V' A
C v
:,450
VeHl Y = B D V=H' V =
\ A (t)
ot H \ C 1
ot B H \J
) sy
T
(V)1 (0)1
(A); )
T
(D) (V)
Figura 731 Figura 732
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602 - De um plano (a), paralelo a (7’x), sdao dados o trago vertical an’ e seu rebatimento
o’y sobre (7). Além disso, sao dadas a linha de terra e as projegdes verticais dos
pontos (B) e (C) de (o).

Pede-se determinar a posi¢ao do trago horizontal de (o) e as projecoes dos trian-
gulos isosceles (J)(B)(C) e (L)(B)(C), de (o), ambos com base (B)(C), sabendo que
(J) pertence a (7’) e (L) a (7).

Resolucao: A obtencdo de am é uma simples variagdo do problema anterior, pois,
aproveitando o trago vertical (V) da reta (B)(C) e marcando V, a mediatriz m do segmento
\_/(V)l (Figura 733) proporciona o traco H, ponto de a, visto que HV resta igual a H(V);.

A propria reta (B)(C) utilizada serve para marcar os pontos (B) e (C) em (o) e leva-los
ao rebatimento do plano, para, com a mediatriz de (B);(C);, obter os pontos (J); e (L), vér-
tices dos tridngulos isosceles pedidos (Figura 733), de alcamentos imediatos.

T’ J'
Cl
Bl
J L'
C
B
ot H
L=(L)
m
(B);
©)
T (J);
(V)
Figura 733
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603 - Do plano (7w’n)-(M) sdo dados a projegao vertical M’ e o rebatimento (M), sobre
(m), do ponto (M) que o define. Dada, também, a linha de terra. Sabendo que o
retangulo (A)(B)(C)(D), desse plano, tem o vértice (C) na linha de terra e que sao
dadas as projec¢oes verticais dos vértices (A) e (B), pede-se determinar a projecao

horizontal do ponto (M) e construir as proje¢des do retangulo.

Analise: Observando-se (Figura 734) a construgao do rebatimento do plano (7'n)-(M)
sobre (1), pela utilizagdo do tridngulo de rebatimento JML, fica clara a obten¢do do ponto L,

de corte na linha de chamada por M com o arco de centro J e raio J(M);, que proporciona a

determinacdo da projecao horizontal M (Figura 734).

Resolugao: Determinada a projecao horizontal M, com a constru¢ao acima detalhada,

aproveita-se a direcao A'B’ da projecdo vertical dada, para, utilizando uma reta (r), por (M),

de mesma diregdo, obter (A);(B);, no rebatimento sobre (r) e, entdo, completar o retangulo

pedido (Figura 735).
N
M' n
J M
M L - M
r
My — J (M),
(r);
Figura 734

604 - Construir as projecoes do tridngulo equilatero (A)(B)(C), do primeiro diedro,

pertencente ao plano (7’w)-(M), dadas as projecdes M, M, A’ e B.

Resolugdo: Rebatido o plano sobre (),
¢ imediata a construgdo, em V.G, do triangulo
equilatero, por ter seu lado (A) (B) nalinha de
terra, conforme os dados.

Seu alcamento se faz utilizando uma
reta qualquer pertencente a (M) e a fronto-ho-
rizontal por (C), ambas do plano (Figura 736).

Ha apenas uma solugdo, pela restricao da
pertinéncia do tridngulo ao primeiro diedro.
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605 - Desenhar as proje¢des do losango (A)(B)(C)(D), sabendo que seus lados (A)(B) e
(C)(D) pertencem as fronto-horizontais (r) e (s), dadas por suas proje¢des, que seu

plano contém a linha de terra e que seu angulo interno (A) mede 60°.

N3ao é dada alinha de terra.

Resolugdo: Arbitrando um ponto (M) em (r) e outro (N) em (s), o cruzamento das pro-

jecoes M'N” e MN fornece um ponto (1) da linha de terra e o rebatimento do plano das retas

sobre (1) proporciona a construgdo da V.G. (A);(B);(C);(D); do losango, em verdade, um

duplo triangulo equilatero e, pelo seu alcamento, as projecdes de (A)(B)(C)(D) (Figura 737).

Observe-se que ndo se pode orientar a linha de terra, nem precisar a abscissa do primei-

ro vértice (A), além de que o losango poderia ter sido construido para a esquerda desse vértice.

r, MI = AI BI
s' N'
D' C
M 1=1 LINHA DE TERRA
S D C
N
(3)1 (D)w (C)1
(N);
r_|
M=A [ — B
30°
(1), ” /
(M):= (A); (B);
Figura 737
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606 - Construir as proje¢des do hexagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F) pertencente a
(B;3) e situado no primeiro diedro, sendo dados, apenas, as projegdes horizontais
A e B e o rebatimento (A); do vértice (A) sobre (7’), mas ndo a linha de terra.

Resoluc¢ao: Observando a Figura 738, que mostra o re- (M),

batimento de um ponto (M) de (B;3) sobre (1), no quadra-

do JLMM’ ressalta a proporcio a: a V2 em que o segmento
(M)(M); deve ser dividido, para a obten¢do do ponto J, de a2
passagem da linha de terra. V2

Feita essa construgdo, para um valor arbitrado a (Figura — a —
739), o rebatimento sobre (1’) permite construir a V.G. do he-
xagono — em verdade, bastou (Figura 739) desenhar a parte
(A){(B);(C); do hexdgono partir de seu centro (O);. Seu al¢a-

.- - . . . Figura 738
mento, com a utilizacao de paralelas e das simetrias proprias

de (B;3), completa suas projecoes.

E \(F)1
O
N
AN
o \
(s (M),
- —1 ) /
N - — A
® | \
B' \
L J
B \\ aV?2 -
B J N ,
\ A
M8
C
0 \
t
F
D
Figura 739
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De um plano qualquer (a), considere seus dois tragos amn’ e am, o rebatimento
am;’ de seu trago vertical sobre (1), além da linha de terra.

Para as épuras abaixo, dados trés desses elementos, determine o quarto, comple-
tando apenas uma solucio.

607 — Dados T, O e L'}, pede-se o 608 - Dados T'T, AT € AL, pede-se oL

Figura 740 QT1| Figura 741

609 - Dados o’m, o e om’l, pede-se U 610 - Dados U'n, an’ e aw, pede-se om’l

QT

Figura 742 Figura 743

Resolug¢des: No primeiro exemplo (Figura 740), um arco de centro J e raio arbitrado
proporciona V3, V e (V); e, entdo, ar, perpendicular, por J, a (V);V; no segundo (Figura
741), escolhido um ponto qualquer (V)1 de oml’, seu alcado traz V’ e, por ele, an’; no
terceiro caso (Figura 742), a partir de um arco qualquer de centro ], o arco capaz de 90°
para JV’ e a perpendicular de (V); a an produzem, por interse¢ao, um segundo ponto de
passagem da linha de terra; no ultimo, para um ponto V’, arbitrado de o), 0 arco de centro
J e raio JV’ corta a perpendicular por V a ar, trazendo o rebatimento (V); e, portanto,
an,’ (Figura 743).

Para as posi¢oes dadas, ha, sempre, duas solugoes, a segunda, ndo completada, indi-
cada pelo nimero 2.

200 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 200 28/02/2022 15:29:04



De um plano qualquer (a), considere um ponto (V) pertencente a (1’), suas pro-
jecoes V’ e V e seu rebatimento (V); sobre (7), em torno de aw. Nas épuras abaixo, para
esses elementos, além de 1v’n, em cada caso, a partir dos dados, complete o conjunto, com
apenas uma solugio.

611 -Dados V, Ve (V), 612 - Dados V, Vean

Figura 744 Figura 745

613 - Dados V, Ve ar’; 614 - Dados w'n, am e (V),

QT

Figura 746

Figura 747

Resolugdes: Os problemas aqui propostos sdo varia¢des dos anteriores.

No primeiro exemplo (Figura 744), w'n é a perpendicular a V'V, por V, e a mediatriz
de V’(V)q traz ], em 1'r, e, entdo, os tracos de (a.); no segundo (Figura 745), n'n € igualmente
imediata e a perpendicular por V a ar corta o arco de centro ] e raio JV’ produzindo (V) e, en-
tdo, arty’; no terceiro (Figura 746), mais uma vez obtém-se inicialmente m'n e, a partir de (V)y,
arbitrado em ounty; vem V’ em aurt;, proporcionando o, perpendicular por Ja V(V);; no ultimo
(Figura 747), trata-se do algamento do ponto dado (V);.

Para todos os casos seguintes, opera-se apenas com projecoes horizontais das figuras
em estudo e com seus rebatimentos sobre (1) em torno do traco horizontal ar do plano (o)
a que cada figura pertence. A linha de terra é sempre ausente. Pede-se, para cada caso, cons-
truir a V.G. e a projecao horizontal da figura proposta, atendendo aos elementos dados.

Resolugdes: Utilizada, sempre, a afinidade ortogonal entre projecao horizontal e reba-
timento sobre ().
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615 - Losango (A)(B)(C)(D). (A)(B) € (r), 616 - Triangulo (A)(B)(C). Dados A, B,
(A)(D) € (s). (C) € (m). Dados 1, s, (B)1> (C)ppame], de am
(r)p (5)1

Figura 748 (A% Figura 749
617 - Triangulo isosceles (A)(B)(C). Base 618 - Triangulo (A)(B)(C), base (B)(C) em
(B)(C). (A) em (s). Dados am, B, C, (m). Angulo (A) = 45°. (A) em (r).
(C)yss Dados B, G, 1, (r);

Figura 750 Figura 751
619 - Quadrado (A)(B)(C)(D). Dados am, 620 - Losango de centro (O), o lado (A)(B)
A, 1,8, (r);. Lados em (r) e (s) em (). Dados A, B, O

Figura 752 r Figura 753

202 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 202 28/02/2022 15:29:05



621 - Triangulo equilatero (A)(B)(C), co- 622 - Hexagono regular de centro (O), o
planar com o ponto (J), (A)(B) em lado (A)(B) em oat. (O) € (r). Dados
(r). Dados A, B, J, (), an, 0, (1),

Figura 754 ©) Figura 755

Resolug¢des: Para todos os exemplos elencados sdo dispensadas as projegdes verti-
cais das figuras estudadas.

No primeiro caso, determinada a charneira an, pelos pontos comunsare (r); eas
e (s);, uma homotetia de polo (A); leva o vértice (J); de um losango auxiliar, com lados
paralelos a (r); ea (s);, a posi¢ao final (C); = C, em an (Figura 748), algcado com paralelas;
no segundo, B(B); d4 a dire¢do da afinidade (Figura 749), e, entdo, pode-se tragar an, por
J, perpendicular a B(B); e, utilizando-se as retas (A);(B); e (A);(C);, obtém-se suas afins
AB e AC; no terceiro, determinado (B);, (Figura 750), a mediatriz (m); de (B);(C); traz
(A); em (s); e, logo, A em s; no seguinte (Figura 751), o arco capaz de 45° para BC e (r),
dao, por interse¢do, (A); e, entdo, A em r (observe-se que, pelos dados, 1, (r); e an sdo
paralelas); no quinto, a perpendicular por A =(A) a (s){, paralela a (r);, dd o vértice (D),
e, entdo, em V.G., o quadrado (A){(B);(C);(D); (Figura 752), de al¢ado imediato, por pa-
ralelas; no seguinte (Figura 753), A e B definem a charneira an, e o arco capaz de 90° para
AB proporciona, por interse¢do com a perpendicular, por O, a ar, (O);, afim do centro O
do losango O, completada a épura com paralelas; no penultimo (Figura 754), o alcamento
do tridangulo equildtero, em V.G., AB(C); se fez com a reta auxiliar (J);L, paralela a (C);A
e sua afim L], que proporciona C, na paralela AC a L], por A; no ultimo (Figura 755), a
partir do centro O, obtém-se (O); em (r);, 0 que permite determinar A em a7, com a reta
inclinada de 30° em relagao (O);O conduzida por (O);, e, com o circulo de centro (O); e
raio (O); A, construir, em V.G., o hexdgono regular, com seu lado AB em a, que, algado,
com o par de retas afins (O);A e AO e com paralelas resolve a questao.

Dos oito exemplos estudados, apenas o de numero 618, para os dados oferecidos,
apresenta duas solugdes.
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Em todas as épuras abaixo, (i); ¢ o rebatimento sobre (7), em torno de ar, da in-

tersecio (i) do plano (o) com (f;3).
Pede-se completar as épuras, a partir dos dados citados, caso a caso.

Resolugdes: Simples o primeiro exemplo, por ser projetante o plano (a); para os demais,
foi utilizado o tridngulo de rebatimento para um ponto (I);, genérico, de (i); e seu algamento.

Segundas solugdes indicadas pelo nimero 2.

623 - (a) de topo. Dados (i); e T'n 624 - (o) paralelo a ’n. Dados (i), i e an
o' V'
/

i )
/’2 i N @ < V/
| =
0 _ .
(i) I J
(i

T

Figura 756 Figura 757

625 - (a) paralelo a w'n. Dados (i), am e 626 - (a) qualquer. Dados (i)}, ie an

T

T’

i' I

—al
4 P

— ; - -

i |
T

(i)

(1), Br)
Figura 758 Figura 759
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627 - Determinar os tracos do plano (o) pertencente a reta horizontal (h), dada por suas

projecdes, sabendo que (h);, também dada, ¢ a posiciao de (h) apds o rebatimento

de (o) sobre ().

Resolucgao: Aproveitando o trago
vertical (V) de (h), como o ponto (J),
comum aos tragos de (a), deve equi-
distar de V’ e de (V);, a mediatriz m
do segmento V’(V); proporciona (J) e,
entdo, os tragos de (o) (Figura 760).

628 - Determinar a posi¢do da linha
de terra e os tragos do plano (o),
pertencente a reta frontal (f),
dadas as duas projecoes de (f) e
seu rebatimento (f);, sobre (7).

Resolu¢io: O ponto H, comum a f
ea (f), é da charneira aur, 0 que propor-
ciona a linha de chamada HH’ perpen-
dicular a f, e, entdo, a linha de terra (Fi-
gura 761). A aplicacdo de dois segmentos
iguais HA' e H(A); traz (A);, rebatimen-
to de (A), e, a perpendicular a A(A), por
H, dd ar e ant’ por (J), paralela a f’

H4 uma segunda solugdo, ndo
completada.

629 - Os tragos do plano () formam,
no primeiro diedro, 45°.

Determina-los, sabendo que a
horizontal (h), dada por suas
projecdes, pertence a (a).

Resolucao: A utilizagdo de um pla-
no (P), paralelo a (o), resolve a questao.

Tragados Bm, paraleloah, e Bn’l,
inclinado de 45° com P, basta al¢a-lo
(Figura 762), para obter Br’ e, entdo,
pelo trago vertical (V) de (h), comple-
tar os tracos de (o).
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m
(V)3 am N\
(h);
Figura 760
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A/f'
—_ H' —_
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H
k
(A);
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(f);
Figura 761
(o

— lpm _V h
/ ;

<l

B

Figura 762
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630 - Determinar os tragos verticais dos planos (a) e (), sabendo que os dois planos
formam 60° com (Tt) e que seus tracos horizontais o e Br, dados, coincidem.

Resoluc¢io: A construcido do tri-
angulo de rebatimento para dois pon- - v, /o
tos arbitrados (V) de () e (V,) de (B)
permite, com a aplicagdo do angulo de
60°, dado, obter as cotas (simétricas)
de (V) e (V,) e, assim, os tragos pedi-

dos (Figura 763), cujas denominagdes — = =
poderiam ser permutadas. .
631 - Construir os tragos do plano
(o), pertencente a reta de perfil
(V)(H), dada, conhecendo a di- Vy
Figura 763 am =

re¢io (r); de outra reta de per-
fil do plano, rebatida sobre (7).

Resolugdo: Obtida a V.G. k do
segmento (V)(H), de perfil, e aplicada
sobre a reta (s);, paralelaa (r); e tragada

pelo ponto fixo (H), da charneira, ob-
tém-se (V); e, entdo, am, por H, perpen-
dicular a V(V);, e o, unindo (J) a V°
(Figura 764).

Ha uma segunda solucao, indi-
cada pela posi¢ao 2.

632 - Do ponto (M), pertencente ao
plano (o), sio dadas as duas

aT'

projegdes e o rebatimento (M),

sobre (m). Determine os tragos
de (). m

Resolucdo: E bem simples a = v =
constru¢do do triangulo de rebatimen-

to MI\_/IH, por se conhecer sua cota
MM. Com o tracado da mediatriz m
do segmento 1\_/I(M)1 e, obtido H, vem
am, e com o trago vertical da horizon-

oTT

tal (h), por (M), vem an’ (Figura 765). Figura 765
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633 - Construir as proje¢des do retangulo (A)(B)(C)(D), sendo dadas as proje¢des da
diagonal (A)(C), que é de maior inclinagao do plano do retangulo, sabendo que o
vértice (B) tem cota nula e a maior abscissa possivel.

Resolucao: A obtengdo dos
tragos do plano (a), do retangulo, é
imediata (Geometria Descritiva, nu-
mero 58), como também, apds seu

rebatimento sobre (1), a construgdo

do quadrilatero, com o vértice (B)
em o7, para ter cota nula, escolhido
com a maijor das duas abscissas pos-
siveis, visto que (B); tem que per-
tencer a circunferéncia de didmetro =(B);
(A),(C);. Wi,

T

Q
3

O al¢ado é também bem sim- D);
ples, com o uso de paralelas para
completar o retangulo (Figura 766). Figura 766

634 - Desenhar as projecoes do tridngulo isésceles (A)(B)(C) pertencente ao plano (o),
dado por seus tracos, sabendo que os lados iguais (A)(B) e (A)(C) tém, respecti-
vamente, cota e afastamento nulos e que a base (B)(C), do primeiro diedro, mede
38 mm.

Resolucao: A construgdo do am'\ ¢
triangulo isésceles (A)(V)(H), de (o),
com lados iguais (A)(H) e (A)(V) \J
arbitrados, permite obter, no rebati-
mento sobre (7), a diregdo (H){(V),
da base (B);(C); procurada.

E, aplicado o valor 38 mm so-
bre essa reta (H);(V);, uma simples
translagdo resolve o problema, pro-
porcionando (C); e, em seguida, B, B}
C e C (Figura 767), fazendo (B)(C)
paralela a (H)(V).

Figura 767 Ty
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635 - A circunferéncia (c), de centro (O), pertence ao plano (o).

Sendo dados (7’7), aw e os rebatimentos, sobre (1), em torno de o, (c), (0); e
(A);> respectivamente da circunferéncia, de seu centro e do ponto (A) de (c), com
o menor afastamento possivel, pede-se recuperar o trago vertical an’ do plano
(o) e determinar as projecoes do hexagono convexo irregular (A)(B)(C)(D)(E)(F)
inscrito em (c), cujos vértices tenham uma coordenada maxima ou minima, arbi-
trando a ordem de suas denominagdes.

Resolu¢ao: Os pontos da circunferéncia (c) que cor-
respondem aos afastamentos extremos sao (A), o de menor
afastamento, por ser o mais proximo de o, ou seja, de (),
e (D), diametralmente oposto a ele, sendo assim o de maior

afastamento entre todos os pontos de (c). Sdo, naturalmen-
te, os pontos de contato das duas tangentes frontais a (c).
Da mesma forma, os pontos (B) e (E), de cotas maxima e
minima, sdo os de contato das tangentes horizontais a (c),

enquanto que os (C) e (F) de abscissas extremas sao os de

Figura 768

contato das tangentes de perfil a (c) (Figura 768).

Assim, construido o'y, perpendicular a (O);(A);, com seu algamento pode-se arbitrar
uma reta de perfil (V)(H) de (o) e, com seu rebatimento, construir o hexdgono pedido e, enfim,
suas projecoes (Figura 769).

aTT
B' h'
C h's
V, // hY
A
/
/ hy
F; e D h's
P2 h‘5
/ E' =H
— > A —
/
B
(F
(V)1 C)1 %
(A € C
o D h,
o (B), hy
D
© DN
C h
1 (hs); (ho)s (hy); (he)s °
hz)1 Figura 769 om
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636 - Construir as proje¢des do tridangulo equilatero (A)(B)(C), do primeiro diedro, da-
das as proje¢des de seu lado (B)(C), sabendo que o vértice (A) pertence a um dos
dois planos de projecao.

Resolugdo: O vértice (A) procurado ha de per- /

tencer ao plano (a), mediador do lado dado (B)(C),
podendo estar sobre an, ou sobre ar (Figura 770). (A)

Assim, para obter as projecdes de (A), basta cons-
truir o mediador (o) de (B)(C) e determinar o valor h
da altura do triangulo (A)(B)(C), mediante uma rotagao
que torne (B)(C) frontal e de uma simples constru¢ao

geométrica do triangulo equilatero E’(_Z’lg (Figura 771).

Rebatido (o) sobre (1), a circunferéncia de cen-
tro no ponto (M), rebatimento do ponto (M), mé-

dio de (B)(C), e raio h proporciona, por interse¢iao
com cada trago de (o), as duas solugdes (A;)(B)(C) e Figura 770
(A,)(B)(C) (Figura 771).

A
)
[y
Bl
A\
MI
C' [Cy
Y A, A4
%\ C
B G
(M);
(A1)1 h
Q) (A2i= A
Figura 771 o
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637 - Desenhar as proje¢oes do quadrado (A)(B)(C)(D), pertencente ao plano (o), dado
por seus tracos, sabendo que seus lados (A)(B) e (C)(D) sdo paralelos a (B;53), (A)
em (1) e (D) em (7). O centro do quadrado tem afastamento igual a abscissa do
traco de (o) com (70’T).

Resolu¢do: Determinada a o' )
reta (i), traco de (ar) com (By3), e re- i , /
batido o plano sobre (), obtém-se

a diregao (i);, de dois lados do qua-

@

drado, podendo-se, entdo, construir

um, auxiliar, em posi¢ao semelhan-

/‘\O

te, com um vértice em cada trago do

plano (Figura 772).

Por homotetia de centro J,

os)

consegue-se a V.G. do quadrado
pedido, com centro (M) sobre a
frontal (f), de afastamento igual a (1)

abscissa de J.
T (i) oTTy
O alcado é bem simples,

com a utilizagdo de paralelas (Fi- Figura 772
gura 772).

638 - Determinar o trago vertical an’ do plano (o), sabendo que, em épura, apos o reba-
timento de (o) sobre (), am’; coincide com o’ Dado o trago horizontal .

Resolugdo: A coincidéncia,

em épura, de o’y com an’ faz do &
problema uma simples questao de
simetria, visto que tém que ser iguais
os segmentos JV’ e J(V), sendo (])
o trago de (o) com a linha de terra.
v J v

Assim, a partir de um pon- = —
> . 0T = QT
to V, qualquer, de (7'n), seu simé- \
trico V, em relacdo a J, traco de
an com (m'n), proporciona (V);
e, pela unido de (V); a ], a proje- o
¢do vertical V' e, entdo, an’; = an’

(Figura 773). 7/ Figura 773
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639 - Todos os lados do hexagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F) sao ortogonais a reta (r),
que passa pelo seu centro.

Sendo dadas as proje¢des dessa reta (r) e as do vértice (A), pertencente a (1), pe-
de-se desenhar as projecdes do hexagono, sabendo que (B) é o vértice de maior
afastamento.

Resolugdo: Para ter todos os lados ortogonais a reta dada (r), o plano (a) do hexagono
tem que ser perpendicular a essa reta. Assim, traga-se, por (A), o plano (a), perpendicular a
(r), e determina-se o ponto (O), interse¢ao de (r) com (o), que ha de ser o centro do hexagono.

Rebatido (o) sobre (r) (Figura 774), pode-se construir a circunferéncia de centro (O); e
raio (O);(A);, que circunscreverd o hexdgono. Escolhido, dentre todos, o vértice (B);, de maior
afastamento, basta alcar o hexagono, para o que foram utilizados a afinidade com a projegao
horizontal, o paralelismo entre lados e as simetrias em relagdo ao seu centro (Figura 774).

—— oTT
. D
Cl
/// '
E 0
/'/ I Bl
/ F'
A —
J— A' J—
E r ;"
— D /
\ /7
\\\ F
\
N\ )
S\
E) ¢
A=(A),
B
)
(D)
(B):
T
©) .
Figura 774
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640 - Desenhar as proje¢oes do quadrado (A)(B)(C)(D) pertencente ao plano (o), dado
por seus tragos, sabendo que (M), de abscissa nula, é o ponto médio do lado (B)(C),
formando, com (A), dado por sua projegao vertical, uma frontal.

Sabe-se, ainda, que (D) é o vértice de menor afastamento.

Resolugdo: A projegdo vertical A’ permite, com o tragado da frontal (t) que passa por
(A), determinar, na abscissa nula, o ponto (M), médio do lado (B)(C).

Para a construgdo, em V.G., do quadrado, observe-se A D

(Figura 775) o triangulo ABM, cujos catetos valem um o do-
bro do outro. Aproveitando a frontal (A)(M), rebate-se (o)

6>

sobre (1) e, construindo o triangulo retangulo auxiliar XYZ,
com catetos na propor¢io 2 : 1, obtém-se o angulo @ do lado
(A)(B) com a reta (A)(M), o que permite construir, em V.G,

o quadrado, com apenas uma solucao, pela restricdo imposta B am W c
ao vértice (D). Para o algado, foram utilizados os lados (B)(C) Figura 775
e (A)(D) (Figura 776).

o' (A);

o

Dl

B' M C

/ /<>C |

B [Siy Figura 776
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641 - Desenhar as proje¢des do pentagono convexo regular (A)(B)(C)(D)(E), do primei-

ro diedro, apoiado pelo lado (A)(B) em (1), sendo dada a projec¢ao horizontal AB,

sabendo que seu vértice (C) pertence a (T0°).

Resolug¢ao: Conhecido o trago horizontal an do plano do pentagono, suporte de AB,

para obter o trago vertical o, ou, o que é 0 mesmo, a projecao C, do vértice (C), recorreu-

se, em construc¢do auxiliar, a determinagdo do lado AJ do pentdgono convexo regular ins-

crito num circulo O qualquer e, por homotetia de polo A (Figura 777), obteve-se, a partir

da V.G. AB de seu lado, o raio R do circulo circunscrito ao pentagono procurado, que pode,

entdo, ser construido em V.G. e, em seguida, al¢ado (Figura 778), pelas utilizagdes da afini-
dade entre (D);(E); e DE e do paralelismo entre (A)(B) e (C)(E).

A o'
AB D'
R
J 0
5 [
C E
Figura 777
Cl{B A
N
(B)i=B
E
; (A=A
\

o
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642 - Determinar os tracos do plano (o), pertencente a reta de perfil (V)(H), dada por
suas projecodes, sabendo que eles sao, em épura, voltados para a direita e que, no
espaco, formam, entre si, angulo igual a 60°.

Resolugdo: O rebatimento do plano (ct) sobre o plano de perfil da reta dada (V)(H)
proporciona, pelo uso da reta (L) ] e do arco capaz de 60° para VH, a solugio (Figura 779), por
determinar a V.G. da por¢éo TV =) (V) do trao vertical de (o), entre ('n) e aquele plano
de perfil.

T

Figura 779

643 - Construir a projec¢ao vertical do triangulo (A)(B)(C), sabendo que seu angulo in-
terno (A) vale 45° e que, em épura, as projecoes nao se cruzam.

Dadas as projecdes B, B, C, Ce A.

Resolugdo: Aproveitando ser horizontal o
lado (B)(C), opera-se com o rebatimento do plano
do triangulo sobre o plano horizontal (), de (B)(C),
para construir a V.G. do triangulo, com o auxilio do

arco capaz de 45° para o segmento BC, da charneira
h, e da perpendicular, por A, a essa charneira.

Construido o triangulo de rebatimento
AKI, obtém-se o valor z do cateto AA, que cor-
responde a cota do ponto (A), em relagdo a do
plano (6), com uma sé solugao, para que as pro-

jecoes do triangulo restem exteriores uma a ou-
tra (Figura 780).

Figura 780
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644 - Construir as proje¢des do hexagono regular de centro (O), pertencente ao

plano formado pelas retas (r) e (s), sabendo que ele possui lados horizontais
iguais a 19 mm.

Dadas as projecdes 1, 1, s, s e O.

Resolucao: Por falta da linha de terra, utiliza-se um plano horizontal auxiliar (o) como

referéncia e sua intersecao (h) com o plano das retas dadas como charneira e, com o auxilio
do tridngulo de rebatimento Ml\_/[], efetua-se seu rebatimento sobre (a), o0 que permite, mar-
cado (O) no plano de (r) e (s), construir a V.G. do hexagono procurado (Figura 781).

O algado foi simplificado pela particularidade de os lados (A)(F) e (C)(D) e a diagonal

(B)(E) serem horizontais.

M'
A F
0} E
¢ D h's o
~M
/ ~< S
1 \
r / -
// ™
A h
E

Figura 781
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645 - Desenhar as projecoes do quadrilatero convexo (A)(B)(C)(D), pertencente a um
plano (a), paralelo a (7’w), sabendo que seus angulos internos (A) e (C) sdo retos e
que a diagonal (B)(D) pertence ao plano (y), (B) com abscissa maior que a de (D).

Sao dados as projecdes verticais dos vértices (A) e (C) os tragos de (a) e de (y).

Resolug¢ao: O quadrilatero (A)(B)(C)(D),
tendo retos seus angulos (A) e (C), obriga que sua
diagonal (B)(D) seja um diametro do circulo que o
circunscreve (Figura 782). (ry (B @) 0)

A diagonal (B)(D), pertencendo a (a) e a (), ©
hé de ter por suporte a intersecdo (r) desses dois
planos. Assim, o centro (O) do quadrilatero tera m
que ser o ponto comum a mediatriz (m) da diago- Figura 782
nal (A)(C) e a essa reta (r).

A resolucio se faz, por isso, com a marcacgio de (A)(C) em (a) e com o rebatimento
do plano (o), a construcao da reta (r) e com a obtencao do ponto (O), intersecdo desta reta
(r) com a mediatriz (m) da diagonal dada (A)(C) (Figura 783).

QT
z
A
Cl
r' //
Y
-
— | i — —
N %// v
: —
| QT
\ D)
~~—
N
| @
L - (B)1 |
~_ - o)
Figuram\%
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646 - Desenhe as proje¢oes do hexagono regular pertencente ao plano (a), dado por
seus tracos, sabendo que ele tem lados paralelos a reta (r), da qual se da a projecao
vertical r’, e que o circulo a ele circunscrito tangencia as fronto-horizontais de (o)
que distam 34 mm da linha de terra.

Arbitre a abscissa do vértice inicial.

Resolucao: O préprio corte de perfil que permite determinar as duas fronto-hori-
zontais de (o) estipuladas traz, também, a distdncia entre os tragos do plano, o que permite
rebaté-lo sobre (7), para a constru¢ao do hexagono, com dois lados e, entdo, uma diagonal
paralelos a reta (r), marcada em ().

O al¢ado foi efetuado com o auxilio das retas paralelas a (r) (Figura 784).

> 34
rl

NN
/

o H
/ N
\ / (r); b D
> T
/ a
o) (V);

Figura 784
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647 - Construir as projecodes do triangulo (A)(B)(C), do primeiro diedro, sabendo que o
angulo interno (A) vale 30°; que os lados (A)(B) e (A)(C) sao diretamente propor-
cionais aos nimeros 3 e 2 e que (A) pertence a (7’), com a maior abscissa possivel.

Dadas as duas projec¢des do lado (B)(C).

Resolu¢ao: Uma construgao A
geométrica, a partir de um angulo A
de 30° e da aplicagdo de 3 e 2 uni-
dades sobre seus lados, com trans-
lagio do valor do lado BC, até BC, —
proporciona a determinagdo do va-

lor da altura h = AH, do tridngulo, e
a posicao de seu pé (H), sobre (BC)
(H em BC).

E um corte de perfil fornece, =

a partir da abscissa de (C), a posi¢ao Figura 785
dovértice (A), pelaabscissa CH = CH
(Figura 785).

648 - Desenhar as projeces do triangulo retangulo (A)(B)(C), pertencente a (B, 3), saben-
do que o vértice (A) pertence a (3,,). Determine, ainda, a posi¢ao da linha de terra.

Da hipotenusa (B)(C) sao dadas as projecdes B, B’ e C’ de seus extremos.

Resolugao: Imediata a obtengdo da projecao horizontal C do vértice (C), pelas dife-
rengas necessariamente iguais entre cotas e afastamentos com (B), assim como a determina-
¢do da linha de terra, pelo trago (J) de (B)(C) com (B,,).

Com o rebatimento de (B;3) °

sobre (1), pode-se construir a V.G. do
tridngulo, que devera se inscrever na
circunferéncia de diametro (B)(C).

E, para pertencer a (B,4), 0 ,/ —c S
/ (\\

vértice (A) tem que estar na linha de f

terra, que, observe-se (Figura 786), k
pode ter duas orientagdes.

H4 uma segunda solugdo, \
\ /

para (A), indicada pelo ponto 2, mas ‘F)\
1
nao completada na épura. Figura 786 /
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649 - Desenhar as projecoes do menor tridangulo equilatero (A)(B)(C), do primeiro die-
dro, inscrito num circulo que tangencia a reta (r) e a linha de terra.

A cota de (B) é maior que a de (C) e todos os vértices tém abscissas positivas.
Sao dadas as duas projecoes de (r) e a vertical de (A).

Resolucao: O fato de o circulo circunscrito ao triangulo pedido ser tangente a reta
(r), concorrente com (7'w), note-se, e a propria linha de terra, obriga que o seu plano seja
pertencente a linha de terra, o que, de pronto, permite obter a projecdo horizontal do vértice
(A), com auxilio de uma fronto-horizontal (Figura 787). Para operar em verdadeira gran-
deza, rebate-se o plano (7’'n)-(M) do tridngulo sobre (m), levando a reta (r) e o ponto (A) as
posigdes (r); e (A); e, para construir o circulo circunscrito ao tridangulo, opera-se com um
outro auxiliar, (6)1> genérico, mas tangente a (1'n) e a (r);, e com a homotetia de polo (P)
(Figura 787), optando-se, das duas posi¢des possiveis para o centro do circulo, por aquela

que corresponde ao menor tridngulo (A);(B);(C);.

Ml

Al

<l

Figura 787 (I’)1
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650 - Construir as proje¢oes do quadrado (A)(B)(C)(D), sabendo que o vértice (C) per-
tence a (3;3), com abscissa menor que a de (B), dadas as proje¢des do lado (A)(B).

Resolucao: O vértice (C) ha de pertencer ao plano conduzido por (B) e perpendicular
ao lado dado (A)(B). Assim, construidos os tragos desse plano (o) e, mediante uma rotagao,
que torne (A)(B) horizontal, obtida a V.G. do lado a do quadrado (Figura 788), rebate-se
(o) sobre (), levando a tal rebatimento a intersegdo (i) de (a) com (B,3), a qual deve per-
tencer o vértice (C);, rebatimento de (C), que, afinal, ¢ determinado pela interse¢do dessa
reta (i); com a circunferéncia de centro (B); e raio a.

Das duas possibilidades para (C), optou-se, conforme imposto no enunciado do pro-
blema, pela que corresponde a abscissa inferior a do vértice (B) (Figura 788).

Para o alcamento, aproveitou-se a reta (i), completando as proje¢cdes com paralelas.

(el

Bs

o

QTT

Figura 788
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651 - Desenhar as projec¢des do losango (A)(B)(C)(D), pertencente ao plano (o), saben-
do que os lados (A)(B) e (A)(D) pertencem, respectivamente, aos planos (y) e (0).

O losango encontra-se inteiramente no primeiro diedro e seus lados medem
38 mm.

Sao dados os tragos dos planos (a), () e (0).

Resolucao: Por pertencerem aos planos (o) e (y) e aos planos (o) e (8), respectivamen-
te, os lados (A)(B) e (A)(D) do losango tém que estar sobre as interse¢des (r) e (s) desses
pares de planos, de projecdes simples de obter, determinando-se o vértice (A) (Figura 789).

Rebatido (a), sobre (), pode-se aplicar, sobre essas interse¢oes, a V.G. do valor do
lado do losango, buscando a solugdo do primeiro diedro, marcando os vértices (B); e (D);.

O algado é bem simples, pela utilizagdo daquelas duas retas e de paralelas a elas (Fi-
gura 789).

Dl

- S NI

38

yw o
Figura 789
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652 - Dado um triangulo (A)(B)(C), por suas projecdes, pede-se inscrever nele um qua-
drado, que tenha um lado sobre (B)(C) e os outros dois vértices respectivamente
em (A)(B) e (A)(C).

Resolugao: Por inexistir a linha de terra, rebate-se o plano do triangulo (A)(B)(C)
sobre um plano horizontal auxiliar (0), funcionando como charneira a reta horizontal (h),
intersecao desses dois planos.

Com o emprego do triangulo de rebatimento, para o ponto (A), obtém-se a V.G.
(A);(B);(C); do tridngulo dado e com uma homotetia de polo (A); leva-se um quadrado
arbitrado JKLM, mas com dois lados paralelos a (B);(C);, a assumir sua posi¢do definitiva
(N(XK)(L)(M), inscrita no triangulo dado (Figura 790).

h'=07'

Figura 790
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653 - Sao dados os planos (a), (y) e (0), o primeiro por seus tracos e os outros dois, pa-
ralelos entre si, por seus tra¢os horizontais yn e O7.

Sabendo que (y) e (0) sio perpendiculares a (3,4), pede-se desenhar as proje-
¢oes do hexagono regular, pertencente a (o), informando que seu centro tem
abscissa nula e que dois lados opostos de hexagono pertencem, respectivamen-

te,a (y) ea (0).

Resolucao: Rebatido (o) sobre () e levadas a esse rebatimento as interse¢des (r) e (s)
de (y) e de () com (a), o centro (C) do hexdgono, com abscissa nula, ha de pertencer a reta
(t), equidistante de (r) e de (s) (Figura 791).

A construgio do hexdgono se faz, entdo, pelo envio, de (C);, de uma perpendicular a
(s); e de uma reta inclinada de 30° em relagdo a essa, definindo um primeiro vértice (A);,
completando-se a V.G. do hexagono com a utilizagao do circulo a ele circunscrito.

O al¢amento foi realizado com o auxilio de lados e diagonais paralelos (Figura 791).

<

o'
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\
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x T~
(A);
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\\\ (s);
. m O1r'= 017
o P
(V)
Figura 791
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654 - Dada a projecao horizontal de um triangulo (A)(B)(C) de um plano de topo, sa-
bendo que seu lado (B)(C) mede, em V.G., tanto quanto a proje¢iao horizontal AB,
pede-se obter o trago vertical ar a projecao vertical do triangulo e sua V.G.

Dados A, B, C e aw, escolha a solu¢ao do primeiro diedro.

Resolucao: Porserfrontalolado (B)(C), /om'
sua V.G. vem em sua projecdo vertical, o que
permite, com a simples constru¢ao do seg-

Al
mento 12 igual a projecdo horizontal AB, o
como estabelecido no enunciado, obter a AB
1 /

dire¢do 12 do trago vertical do plano, o que —(B); © c B /—

traz a solugdo para an’ (Figura 792).

A projegao vertical do triangulo é

imediata, ja que (a) é de topo, assim como s X
1

sua V.G. (A);(B);(C){, pelo rebatimento de am
Figura 792

(o) sobre (m).

655 - A reta (A)(B), dada por suas projecdes, é de maxima inclina¢ao do plano (a) e é,
também, suporte para o diametro de um circulo tangente aos dois tragos de (o).

Pede-se construir as projecoes do trapézio isdsceles circunscrito a esse circulo, sa-
bendo que seus lados iguais pertencem um a () e o outro a (°).

Resolugdo: Simples a obtencdo dos tragos de (o), aproveitando os tragos (V) e (H) de

(A)(B).

Rebatido o plano (a), o centro (O) do
circulo inscrito no trapézio é o cruzamen-
to de (V);(H); com a bissetriz do angulo
formado pelos tragos de (o), para obrigar a
igualdade dos lados do trapézio pertencentes
aos tracgos de (o).

As bases (P)(S) e (Q)(R) do trapézio
sdo, entdo, perpendiculares a essa bissetriz
(Figura 793), circunscrevendo o circulo (O);.

O algado ¢é imediato, ja que todos os

quatro vértices pertencem, aos pares, aos

tracos de (o), aproveitando-se o paralelismo
de (P)(S) e (Q)(R). Figura 793
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656 - Desenhar a projecao vertical do triangulo isos-
celes (A)(B)(C), de base (B)(C), sabendo que o
angulo interno (A) vale 120° e que olado (A)(B),
dado por sua projec¢ao vertical, pertence ao tra-
¢o vertical o’ do plano do tridngulo, que for-
ma 45° com (70°).

Resolucao: Imediata é a construgdo da V.G.
(A){(B);(C); do tridngulo, assim como seu algado,
com o uso do tringulo de rebatimento JCC), que usa

a V.G. do angulo que o plano do triangulo forma com
(’) (Figura 794). Ha uma segunda solugdo simétrica Figura 794
da apresentada em relagdo a o’

657 - Construir as projecdes do triangulo equilate- A
ro (A)(B)(C), cujo plano forma 60° com (),
dadas as projecdes do lado horizontal (B)(C),

escolhendo a solu¢ao que, em épura, deixa A

entre B’C’ e BC e A’ exterior a esse intervalo.

Resolugdo: Aproveitando o lado horizontal (B)(C)
como charneira, o rebatimento do plano do tridngulo so-
bre o plano (0) de (B)(C) traza V.G. (A);BC de (A)(B)(C),
de algamento bem simples (Figura 795), pela utilizacao
do tridngulo de rebatimento AMA, que aproveita o angu-

lo de 60°, tal como feito no problema anterior.

658 - Determinar a verdadeira grandeza do me-
nor angulo formado pelos tragos do plano N S
definido pelas retas (r) e (s), dadas por suas
projecoes.

1| 2' hv
Resolugdo: Rebatido o plano das retas sobre o (f);

plano horizontal de uma reta horizontal (h) desse pla- h=(h);
no e levada ao rebatimento uma frontal (f) coplanar, (M) L
obtém-se, em V.G., o angulo ¢, pedido, visto que essas &

principais (h) e (f) tém, respectivamente, as dire¢oes ¢

dos tragos de seu plano. 1 3

Rebatimento feito com auxilio do tridngulo de M8

— 1y
rebatimento MJM (Figura 796). M Figura 796
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659 - As retas concorrentes (r) e (s), dadas
por suas projec¢oes, definem um plano
pertencente ao ponto (A), dado por
sua projecao A.

Pede-se construir as projecdes do tri-
angulo (A)(B)(C), de perimetro mini-
mo, com (B) em (r) e (C) em (s).

Resolucao: Sabe-se (Geometria Plana,
nimeros 26 e 28) que o perimetro minimo

dos tridngulos que tém um vértice fixo (A) e

os outros dois sobre duas retas concorrentes
(r) e (s) é o que se obtém pela intersecdo da

reta formada pelos simétricos (A;) e (A,) de

(A) em relagdo a (r) e a (s) com elas.

De fato, basta ver que para quaisquer
outros pontos (P) e (Q) dessas retas, o percur-
so (A})(P)(Q)(A,), envolvendo o segmento
(A)(A,), serd a este superior (Figura 797).

Assim, basta rebater o plano dado sobre
o plano horizontal (6) que contém (A), cons-

truir os simétricos (A;) e (A,) de (A), em rela-
. 1 2 L Figura 798
¢doa(r)ea(s), e uni-los, para obter os vértices

(B) e (C) do tridngulo pedido (Figura 798).

660 - Desenhar as projecdes do triangulo
(A)(B)(C) retangulo em (A), perten-
cente ao plano (a), sabendo que (B)

11

tem cota igual a 11 mm e que (A) tem
cota nula, com a maior abscissa possi-
vel, dados am, B e C, BC e ar paralelos.

Resolugdo: Com auxilio do tridngulo de
rebatimento para (C), pela utilizacdo de sua
cota 11 mm, obtém-se o rebatimento da hipo-
tenusa (B);(C); e o vértice (A), com a utilizagdo

do circulo de diametro (B)(C); (Figura 799). Figura 799
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661 - Construir as proje¢des do quadrado (A)(B)(C)(D) pertencente ao plano (o), cujos

tragos sao de sentido direto, sabendo que o dngulo objetivo formado por esses tra-

¢os é igual a 60°.

Os lados (A)(B) e (C)(D) siao frontais. (D) pertence a horizontal (h), de (o).

Dadas as projecoes hy h e A.

Resolugdo: O angulo objetivo entre os tra-
¢os de um plano qualquer ¢, naturalmente, igual
ao formado entre horizontais e frontais desse
plano. Entdo, efetuando o rebatimento do plano
() sobre o plano horizontal da reta (h), porque
(A)(B) € a frontal (f;), que se inclina de 60° com as
horizontais de (o), ¢ imediato obter seu rebatimen-
to (f}); e, sobre ele, o vértice (A); (Figura 800).

Construido em V.G. o quadrado pedi-
do, com (A){(B); em (f;); e (D);=D em h, pela
utilizacio do triangulo de rebatimento AJA,
para o ponto (A), obtém-se sua cota z, em relag¢do
a (h) e, entdo, com paralelas, completa-se as pro-
jecdes de (A)(B)(C)(D).

B/
/f'z
Cl
A -
D, h'
Al— "
Z A B fi
607)
f2
(A)1 (D)1ED C
)
/|(f
(t) // fzh b
) N _
(R C
(8)1 Figura 800 ()1

662 - Construir as projecoes e a V.G. do trapézio (A)(B)(C)(D) pertencente ao plano
(a), no primeiro diedro, com bases (A)(B) e (C)(D) de perfil, (A)(B) com abscissa
zero e comprimento igual 3 metade do de (C)(D). (A)(D) e (B)(C) pertencem, res-

pectivamente, a (T) e a (T’).
Dados o), o e a origem O das abscissas.

Resolugado: Rebatido o plano (a) sobre (7),
obtém-se a V.G. (A);(B); da base (A)(B), que
duplicada, de (A);(B); para (A);(K);, com uma
simples transla¢do, de (K); para (C){, proporcio-
na a base maior (C);(D); e, entdo, o préprio tra-
pézio pedido.

O alcamento é muito simples porque as ba-
ses (A)(B) e (C)(D) sdo de perfil.

A verdadeira grandeza do trapézio vem no
rebatimento (A);(B);(C);(D);.
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Para todos os casos seguintes, considere um plano qualquer (a), uma reta hori-
zontal (h), de (a), e seu rebatimento (h);, sobre (), em torno de a.

Diversificando os dados e os pedidos estao incluidos w'n, ant; am, o'y, hi hee (h);.

Pede-se, entao, para cada caso, completar a épura, a partir dos dados informados.

663 — Dados 7', b} h, (h),

664 - Dados o), b h, (h),

o
(s
hl V' hI
VI
J V — J \/ —
W) m \ ‘
) T
h /
h
U . (8, o
T . 1 _
Figura 802 Figura 803
665 — Dados o, h} h, (h), 666 — Dados o), ©'nt, b’
“ o' —wz o'
VA h
V' h' iV
_ J N z _ J V
— P —_— - -
Z—
(V) L ) (V)
(P); h
oy ] (h); x T (h)1 N
Figura 804 Figura 805
667 - Dados o, ant’;e a dire¢ao d de (n’n) 668 - Dados ', o, bl h
V| goTr! — | o'
\ hl
Vl
J Vv . ™
] T — ‘J V —
' h
d %y
W/ 2 A 1
¢ T
' QT 1
o Figura 806 Figura 807
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669 - Dados w'n, am, h, (h), 670 - Dados (h),, an} an e a diregio d de w'n

\ (e5ry T o'

J \ T J \V

2 OL'1T1 T
) \ h \ \\h
o N T N arm
Figura 808 Figura 809
671 - Dados o}, o, o’y 672 - h} h, T'n e a dire¢do d de an’y
BTFI a,.n_l
hl
d Vv
\
h' — —
P
B
h) 1 o (h) o
Figura 810 Figura 811

Resolugdes: No primeiro caso, V é o ponto chave, dando V' e (V). A mediatriz m de
V’(V), traz J, que, devendo equidistar de V’ e de (V);, resolve o problema (Figura 802); no
segundo, V' é o ponto chave, proporcionando, em ordem, V, m'n (com dupla orientagdo) e
(V); (Figura 803), retornando-se ao problema anterior; no terceiro, o tridngulo de rebati-
mento PPL, para um ponto (P), arbitrado de (h), d4 a cota z, por seu cateto PP, que propor-
ciona 'n, com duas solu¢des (uma apenas completada) (Figura 804), voltando-se ao pro-
blema 663; para o quarto, V' e ] sdo as chaves, dando V, (V); (no arco de centro ] e raio JV°),
arn’y, an e h (Figura 805); no quinto, ] é o ponto chave e, para um ponto (V); arbitrado em
an’y, vém V e V;, com duas solugdes (a segunda ndo completada) (Figura 806); no seguinte
(Figura 807), V ¢ o ponto chave, proporcionando V; ar;, (V); e an’y; no sétimo, V fornece
(V)1 no cruzamento de (h); com a perpendicular por V a a, que, algado, d4 V’ (duas solu-
¢oes), resolvendo o problema (Figura 808); no oitavo, ] ¢ o ponto chave, trazendo n’n, com a
direcdo d e, entdo, para um V’ qualquer de an, V, (V); e an’; (Figura 809); no seguinte (Fi-
gura 810), arbitrado V' em an’ e obtido (V);, 0 arco capaz de 90° para JV’ e a perpendicular
por (V)1 a o dao, por corte, V, trazendo 7'nt, com duas solucdes, para os dados (observe-se
que o problema poderia ter apenas uma solu¢ao, caso o arco capaz e aquela perpendicular
se tangenciassem, ou nenhuma, se fossem um exterior a outra); no tltimo (Figura 811), com
a dire¢do d, tomada como o rebatimento do trago vertical fn’;, de um plano (f3), paralelo
a (o), obtém-se, por algamento, a dire¢do Br’ do trago vertical o’ (duas solugdes, para as
posicoes dadas) e, por V, completa-se a épura, com paralelas aos tragos de (p).
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230

Construir as projecdes e a V.G. da se¢ao (A)(B)(C) que um dos triedros formados
pelas retas (r), (s) e (t), concorrentes no ponto (J), todos dados por suas projegoes, pro-
duz no plano (o), dado por seus tragos, para cada uma das quatro posi¢oes, particulares,
assinale-se, dadas abaixo.

673 674

m Figura 812

676

AN =Y | B A psg ;
o' .

A 9

lon
/]
I

Figura 814

Figura 815

Resolugdes: O primeiro exemplo é bem simples, por ser (o) projetante (Figura 812); o
segundo ainda mais, porque os tragos das arestas do triedro em (o) sdo pontos, respectiva-
mente, de 'n, (1) e (1) (Figura 813); no terceiro, uma face do triedro é de topo, o que sim-
plifica a épura (Figura 814); no ultimo, uma das faces é horizontal (Figura 815). Em todos os
casos, o rebatimento de (a) sobre () dd a V.G. (A);(B);(C); pedida.
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677 - A e A sao as proje¢des do ponto (A) pertencente ao plano (a), perpendicular a
(B,4)> € (A); € 0 seu rebatimento sobre (1), em torno de ax.

Sabendo que (A) é do primeiro diedro e sendo dados A A e (A),, pede-se determi-
nar a posi¢iao da linha de terra e os tracos de (o).

Resolugdo: Para ser perpendicular a (,,), (o) deve possuir um segmento de reta
(A)(B) perpendicular a esse bissetor que, como se sabe (Geometria Descritiva, numero 76),
¢ de perfil e tem projegdes iguais, com sentido trocados.

Assim, arbitrado um segmento (A)(B), em tais condi¢des, pode-se rebater (o) sobre o
plano horizontal (0), de (B), utilizando o tridngulo de rebatimento A7J B, facil de construir, ja
que AB iguala a cota AB’ de (A) em relagdo a (B) e que a diregdo desse cateto AB é a mesma
que terd am, perpendicular a reta A(A); (Figura 816).

Obtido (B),comadiregdo B(B) 1 obtém-se, a partir de (A), A,ea paralela, por A,aB7J,
traz, numa homotetia de polo A, ] e, por ele, a linha de terra e os tracos (coincidentes) de
(o) (Figura 816).

A QT = QT
(A); k
O B'
Figura 816
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678 - Gire o plano (a), dado por seus tragos, em torno do eixo (e), dado por suas proje-
¢oes, até que o angulo formado pelos tragos de (a.), no espago, valha 60°. Escolha a
soluciao que da tracos de (o), no primeiro diedro, voltados para a direita.

Resolugao: Ao girar em torno de um eixo vertical (e), o plano (o) permanecera tan-
gente a superficie conica de revolugado de eixo (e) e vértice (V), trago de (e) em (o). Assim, o
cone de revolugado de vértice (V), eixo (e) e base em (1) mantera, durante a rotacao, constan-
te o valor de sua geratriz (VT), o que permite, para buscar a posi¢ao final de (o), construir o
triangulo retangulo (V)(J)(T), que traz o angulo 60° estipulado (Figura 817).

Construido, em épura (Figura 818), tal tridngulo, a partir da V.G. V'T da geratriz do
cone, obtém-se o valor da hipotenusa V’J, que proporciona o ponto (J), comum aos tragos
de (o), posi¢do final do plano (a).

- ot~ oy
Figura 817 Figura 818

679 - Mesmo problema, para eixo (e), ainda vertical, mas nao pertencente a (7°).

Resolugao: Opera-se
com outro eixo vertical (e), o o
de (7’), como no problema
anterior, para um plano (f3)
arbitrado, mas paralelo a
(a) e, obtido o trago (A) de
(e) em (a), ponto fixo du-

30°

\/! AI

rante a rota¢do, com o au- — p—
xilio da horizontal paralela

a B, por ele, completa-se o

plano (a), com trago verti- .
1

cal a7, paralelo a ;7" (Fi- B o

gura 819), por V.. Figura 819
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680 - Gire o ponto (A), em torno da reta (r), até que ele venha a pertencer a (1), no pri-
meiro diedro, sendo dadas as proje¢oes de (A) e de (r).

Resolugao: Em sua rotacdo, (A) .
descrevera uma circunferéncia no pla- e
no (o), perpendicular a (r), com cen-
tro (C) em (r). E, para vir a estar em ;"
(n”), devera pertencer a reta (V)(H),

intersecao de (o) com (7”). C A

Assim obtido o traco (C) de (r) A
em (o), basta rebater (o) sobre (1), le-

|
(©)
n
=
m
<

|

vando (A) a (A); e, com centro (C),

\

descrever a circunferéncia da rotagao, C
que proporcionara a solu¢ao (K)l, no
primeiro diedro (Figura 820), de al¢a- W Ch /

do imediato. _ A

681 - Gire o ponto (A), em torno da @ H

reta (r), até que ele venha a ter (A)
Figura 820

T
a maior cota possivel, dadas as

projecoes de (A) e de (r).

Resolug¢dao: Como no proble-
ma anterior, o ponto (A) gira numa V!
circunferéncia pertencente ao plano
(a), conduzido por (A) e perpendi-

cular ao eixo (r), com centro nessa

reta (Figura 821). = ! =

Assim, obtida a intersecao (O)
de (r) com (o) e rebatido este plano h
sobre (m), constréi-se a circunferén-
cia da rotagao, buscando o ponto (A;) = (D),
de tangéncia da horizontal (h), com a H
maior cota possivel para (A), isto é, na

oTT
posi¢do mais afastada de am.

(h)

Figura 821
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682 - Dadas as proje¢oes do ponto (A) e da reta (r), bem como os tracos do plano (y),
pede-se girar (A) em torno de (r) até que ele venha a pertencer a (y).

Resolugdo: Em seu giro, o o'

ponto (A) descreve uma circunfe- . v
YT

réncia situada no plano (a), cons-
truido por (A) e perpendicular a A
(r), com centro no ponto (O), traco C
de (r) em (ov). A

Assim, construido o plano
(o) e obtido (O), o rebatimento - -
desse plano sobre (1) permite o tra-

¢ado dessa circunferéncia, buscan-
do seus cortes com a reta (V)(H),

intersecao de (a) e (y), visto que, A r

vindo (A) a pertencer a esta reta o ™ (V)i
(V)(H), estara pertencendo a (y), H=H), (A2h o

como imposto.

Apenas a solu¢do (A;) foi
o, Figura 822

alcada, na Figura 822.

683 - Determinar a projecao horizontal da reta (r), sabendo que (A;) é um ponto pro-
veniente de certa rotacio do ponto (A) em torno de (r), dadas as projecoes dos
pontos (A) e (A) e a projegao vertical da reta (r).

Resolugao: Observando a ro-
tacdo de um ponto (A), até sua po-
sicdo final (A), em torno de um
eixo qualquer (r), ja que (A) e (A;)

equidistam de (r) (Figura 823), M

conclui-se que o eixo (r) tem que
. A
pertencer ao plano mediador (o)
do segmento (A)(A,).

Assim, basta construir esse As

mediador, por suas principais (h) e

(f), e marcar nele a reta (r), a partir h r

da proje¢do dada r’ (Figura 824). Figura 823 Figura 824
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684 - Dadas, por suas projecgoes, as retas concorrentes (a) e (e), e, por seus tracos, o pla-
no de topo (o), pede-se girar (a), em torno de (e), até que ela fique paralela a (o).

Resolugdo: Na rotagdo de (a), em torno de (e), o ponto (J), comum as duas, permanece
fixo e a rotagdo se faz arbitrando um ponto (A) da reta (a) que, em seu movimento, ira des-
crever uma circunferéncia situada no plano (y) tracado por (A) e perpendicular a (e), tendo
por centro o ponto (O), interse¢do de (e) e (y).

E, para garantir que (a) venha a ficar paralela a (o), basta fazer com que ela pertenga
a0 plano (o), tragado pelo ponto fixo (J) e paralelo a (o), ou seja, que o ponto girante (A)
venha a pertencer a reta (i), intersecao de (o) com (7).

Das duas solugdes, algou-se apenas uma, correspondente a posigao final (A;) do pon-
to arbitrado (A) (Figura 825), deixando indicada, no rebatimento, a segunda (A,).

(Ve

(A); O

/ (), o
R Ay

Figura 825
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685 - Dados por suas projecdes, o ponto (A) e a reta (r), pede-se construir as projecdes
do triangulo (R)(S)(T), cujos vértices provém de rotagcdes de (A) em torno de (r)
e tais que (R) pertenca a (1), com a maior das abscissas, (S) a ("), com a menor
abscissa e (T) a (B;3), com a menor abscissa.

Resolugdo: As rotagdes que (A) sofre, em torno de (r), ocorrem no plano (a), perten-
cente a (A) e perpendicular a (r).

Assim, constroi-se esse plano (o), determina-se seu traco (O) com (r) e, com seu
rebatimento sobre (1), consegue-se tracar a circunferéncia de centro (O); e raio (0);(A);
responsavel pelas rotagdes propostas.

Os al¢ados sao bem simples, pelas posi¢oes especiais que os vértices do triangulo pe-
dido devem ocupar (Figura 826).

. aTr' g
[ r'
\ A
L)
)<<
sN\ R
0
R=(R);
T
(
i
r
(T
(Sy)
am (A);
(i)
o
(1)
Figura 826
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CariturLo Xl

ProBLEMAS METRICOS
DISTANCIAS

De posse do conhecimento dos trés métodos descritivos, fica bem confortavel visi-
tar questdes que buscam obter as verdadeiras grandezas de distancias e de angulos ou de
utiliza-las.

Sao os problemas métricos.
O presente capitulo dedica-se as distancias.

686 - Construir as projecdes do triangulo (A)(B)(C) pertencente ao plano (o), dado por
seus tracos, sabendo que (A) é o pé da perpendicular de (J) a (a), que (B)(C) per-
tence a (1) e que (A)(B) e (A)(C) sao iguais a metade da distancia de (J), dado por
suas projecdes, a (a). (B) é o vértice de menor abscissa.

Resolucao: Obtido (A), tra-

¢o da perpendicular de (]) a (o) S o

—

T

com (o), com uma rotagdo que
faca (J)(A) frontal, determina-
se a V.G. do segmento (J)(A), na
nova projegao vertical J';Al

Vl

Sua metade R serd o com-
primento dos lados (A)(B) e
(A)(C), tal como imposto.

Ja que o triangulo (A)(B)(C)
pertence a (o), com seu rebati-

mento sobre (m), consegue-se

obter os vértices (B) e (C) situ-
ados em o, conforme indicado

J T

na Figura 827. o

Figura 827
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Em cada uma das épuras abaixo, é dado, por suas projecdes, o ponto (A), e condi-

¢Oes sao estabelecidas para a obtencao do ponto (B). Pede-se a determinagao das proje-

¢oes de (B) e a verdadeira grandeza d da distancia entre (A) e (B).

Resolug¢des: Determinada a posi¢ao do ponto (B), uma rotagao, ou uma mudanga, que

torne o segmento (A)(B) horizontal, ou frontal, traz a V.G. d da distancia entre os dois

pontos.
687 - (B) = (af;37”). Dados an’ e an 688 - (B) = (sP,,). Dadas s s
A, A aTr' i
II
d i 1
= <\ 5 =
B =
| X J—
|
- A
A - /
Figura 828 S/Figura 829

689 - (A)(B) ¢ paralelo a (B;3). Dado B 690 - (B) = (ra). Dados o, o, 1), r

A '
QT
3 ‘
B A QT
B
| d
A As
Figura 830 1 Figura 831

691 - (B) = (am’n). Dados am), on

Al

692 - (B) = (ra). Dados r’, r, AT, O

oTT oTT

OL/

A

Figura 832

B' r'

A=A
Al — = —

— A,1
B r
— d
A
oTT

B! Figura 833
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693 - (B) = (aPy). Dados (a), (B), (y) 694 - (A)(B) é perpendicular a (a0); (B) € (av).

Dados o, ot
B r' ymw'sym A A
0L1T'E(X1T\5\\\ N | y B' Al
/
— D) — /|

Bl T - J—
r B \81 k B é
81 A A1 -

> A N

Figura 834 Figura 835
695 - (r) = (E)(F); (B) = (r,4)- 696 - (A)(B) ¢ perpendicular a (B;3), (B)
Dado (E)(F) em (a); (o) = (a; b). Dados (a) e (b)
_ E A _—
E B
F _IF d | \ R
M B, _ A, A
F A B, Ay B
c 1
Figura 836 Figura 837 A

697 - (A)(B) é paralelo a (B,,). (B) € (af). 698 - (B) = (ra); (o) &€ (M). Dados (M); (r)
Dados (o) e (B)

o \B~ B '"\B' M

)
=
B} Figura 839

A Figura 838 B'J o
699 - (B) = (aPy). Dados (a), (B), (y) 700 - (B) € (). (A)(B) paralelo a (a) ea ().
Dados (a), (B)
T B ' ' A
! —
[ — | X B B!
sl A BT/ A B,
»/d B1 B"IT B
A )
YISy -
Figura 840 o Figura 841
CELio PiNTO DE ALMEIDA 239

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 239 28/02/2022 15:29:15



Problema inverso - o uso do cone de revolugao.

Sabe-se (nimero 9.4) que o lugar geométrico dos pontos que distam um valor cons-
tante d de um ponto fixo (A) é a superficie esférica de centro (A) e raio d.

Disso decorre que o lugar geométrico dos pontos
(B) pertencentes a um plano (o) e distantes um valor
constante d de um ponto fixo (A) é a circunferéncia
de (a), cujo centro é o pé da perpendicular de (A) a
(o) e cujo raio r é o segundo cateto de um triangulo
retangulo de hipotenusa d e primeiro cateto igual a
distancia h de (A) a (o) (Figura 842). E claro que, para
que exista tal circunferéncia, é necessario e suficiente

que d seja maior que h. Em caso de igualdade, o tinico
ponto a atender a condi¢ao é o proprio ponto (O), pé
de perpendicular de (A) a (o).

Esse lugar geométrico ¢ a chave para o cldssico pro-

blema da constru¢ao de um segmento (A)(B) de compri-
mento d conhecido, quando o extremo (A) é dado e o

outro extremo (B) é condicionado a pertencer a um plano
dado (o), sob determinadas condi¢des especificas. Figura 843

Tomemos, como exemplo, a constru¢ao do segmento (A)(B) de comprimento dado
d, a partir das proje¢des dadas do ponto (A), sabendo que o extremo (B), com cota nula,
deve pertencer ao plano (a), dado por duas retas (a) e (b). A resolucao consiste, entdo, em
construir a circunferéncia base do cone, em (), determinar o trago horizontal ar de (a) e
os pontos (B;) e (B,) em que ele corta aquela circunferéncia (Figuras 843 e 844).

Al a. b JI Vl
d ot
— 7 b p—
=] H
ot
r A B,
d
B

Figura 844
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Em cada uma das épuras seguintes, sio dadas as projecoes do ponto (A), bem
como condi¢des que determinem o ponto (B), distante d de (A), valor sempre apresenta-

do, graficamente, em cada caso. Pede-se construir as projecoes de (A)(B).

Resolugdes: E com a construgiao do cone de revolugdo de vértice (A), base no plano
adequado as condigdes impostas e geratrizes com o comprimento d, fornecido, que se com-

pleta cada épura. Ou com um rebatimento (Figura 845).

701 - (B) € (T'n)

Al
B' =B, By=B;
p— N p—
A o A
— 4 W
Figura 845
703 - (B) € ()
Al
d
(0)=B'=B;
— ?& B1 —
h A
' B,
Figura 847
705 - (B) ¢ (T'n”)
B
— A
(0)=B=B,
B>
d
»%
A
Figura 849
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702 - (B) € (<) e dista d de (O)

d §
B} B, (0
— \ B1 —
‘/ d
B>
d A
p—_
Figura 846
704 - (B) € (o)
Y ~. B aTr'

\,,/"/ \
7B A B,
T
d /
d A
Figura 848
706 - (B) £ T, com cota d/2
A A
1=BY 4 \B B
4 : dn
B
A

Figura 850

_B./— —
: a2
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707 - (B) € (a0), equidistando de seus tragos 708 - (B) € (af3;3), com abscissa maior que
ade (A)

A 01/om' A
/—\ aTr'
bl
>/ H "
OI p' 2 | B
T
B X
— — R0 -
B/ ol O <‘ i B i
P R
(B I Sl
h B> b
0 A
0 (i) 1 A
O (B):
G N - d
R d o (B1)
(B2)i oy 1 7
o
3 (b); d
Figura 851 Figura 852

709 - (B) € (o) = (a), (b); (B) equidistade 710 - (B) € (). (B)(J) = d. Dado (J)
(a) e de (b), com a menor abscissa

A Al d
Al
h o'
d
) B'
b, 2\
AN
) N\ a' R)
/ /r ‘i\\ J'
d = ‘\ —
®) il
—T B
A B T 2
R1 (0)1 O
B)| B
Ch C J
R: T
d 1
Figura 854
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Em cada uma das épuras abaixo, sao dados o ponto (A), por suas projegoes, e 0

plano (a), este por seus tragos, ou pelas projecoes de duas retas suas (r) e (s). Pede-se
determinar a V.G. da distancia d de (A) a (o).

Resolugdes: Vistas laterais (Figuras 855, 856 e 861), para planos paralelos ou perten-

centes a (1'n), verdadeiras grandezas imediatas para planos projetantes (Figuras 857 e 860),

ou o tragado da perpendicular de (A) a (), quando o plano é qualquer (Figuras 858, 859 e

862), com a obtencédo de seu trago (O) em (o) e, com o auxilio de uma rotagao (Figuras 858

e 862), ou de uma mudanga de plano (Figura 859), vem a V.G. pedida d.

711
A (A);
d
o . (c0)y o
T
AL
QT
Figura 855
714
o'
A S
0, \
\\
= V=
0 AT
A N -
M / )
om-/
Figura 858 J
717
A=A \j - (@)
rl
S s'
/
r
Figura 861
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712 713
M (M) o A
A d
W A
d am'= T — -
(%
(09, M BL_ I A
Figura 856 Figura 857
715 716
atT'z o A
-, A'
(0} /
p r
A / o
0 B \ 4 —
// ! d AI1 O
Figura 859 Figura 860
718
1l
rl Jl 2l
| ¢
r S
1 A" {0}
s J
d
2
% ‘01
Figura 862 0]
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Em cada uma das épuras seguintes, pede-se determinar a verdadeira grandeza d
da distancia entre as retas paralelas (r) e (s), dadas por suas projecoes.

Resolugdo: Rebatimentos dos planos formados pelas duas paralelas (Figuras 863, 864,
865 e 867), rotagao do segmento (P)(Q) entre as paralelas, até que se torne frontal (Figura
866) e a propria V.G. da horizontal entre as duas verticais (r) e (s) dadas (Figura 868) res-
pondem as proposigdes.
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Para cada um dos casos abaixo, pede-se determinar a V.G. da distancia d do ponto

(A) areta (r), dados por suas projecoes.

Resolugdes: Com auxilio de rebatimentos (Figuras 869, 871, 872 e 874), de uma rota-
¢do (Figura 870), ou aproveitando ser (r) de topo (Figura 873), fica sempre simples obter a

V.G. procurada.
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Passemos a detalhar a construgdo da perpendicular comum a duas retas reversas da-
das e a determinacgao da verdadeira grandeza da distancia entre elas.

Nos estudos tedricos (Geometria Descritiva, naimeros 78 e 84.3) foram apresentados
0 processo classico para a resolugdo dessa questdo, desenvolvido por Gaspard Monge, o
criador da Geometria Descritiva, e a utilizagdo do método das mudancas dos planos de pro-
jecdo, para as mais diversas situagoes de pares de retas reversas.

Para percorrer todas as possibilidades, cumpre observar que a perpendicular comum
as duas retas reversas em estudo tem que ser, evidentemente, perpendicular aos planos pa-
ralelos a tais reversas, o que permite concluir que:

a. Sendo paralelas a um dos planos de projecao as duas reversas dadas (r) e (s), a perpendi-
cular comum a elas (p) tem que ser vertical, de topo, ou fronto-horizontal (Figura 875).

p r

Figura 875

b. Sendo paralelas a um plano vertical (Figura 876), ou a um plano de topo (Figura
877), as retas reversas dadas (r) e (s), a perpendicular comum a elas, (p), ha de ser,
respectivamente, uma horizontal, ou uma frontal, perpendicular aos planos para-
lelos a (r) e a (s).
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c. Sendo (r) e (s) paralelas a um dos bissetores, a perpendicular comum tera que ser
de perfil e perpendicular ao bissetor em questdo. Assim é a reta (A)(B), perpendi-
cular as reversas (r) e (s), ambas paralelas a (B;3) (Figura 878), tanto quanto a reta
de perfil (J)(L), perpendicular comum as retas reversas (r) e (s) e paralelas, ambas,
a (B,,) (Figura 879). Suas construgdes vao detalhadas adiante (nimeros 742 e 743).

Figura 878 Figura 879

d. Sendo uma das reversas perpendicular a um dos planos de projecao (vertical, de
topo, ou fronto-horizontal), a perpendicular (p) comum a ela e a segunda reversa,
independentemente da natureza desta, tem que ser paralela ao plano de projecao
correspondente, o que implica em que, nessa proje¢ao, o angulo reto com a segunda
reversa apresente-se em verdadeira grandeza (Figuras 880, 881 e 882).
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Também a distancia d entre as duas reversas vem em V.G. na proje¢do da perpen-
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir as projecdes da reta (p), per-
pendicular comum as duas reversas, dadas por suas projecoes, determinando a verda-
deira grandeza da distincia d que separa as duas reversas.

Resolugdes: Nas épuras 883, 884, 885 e 889, a V.G. da distdncia d vem nas projecoes
horizontais; nas das épuras 886, 887 e 888, com as retas de topo (t), essa V.G. é apresentada
em proje¢ao vertical e, por ultimo, nas épuras 890 e 891, é nos rebatimentos laterais que se
apresentam as verdadeiras grandezas pedidas.
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740 - Construir as proje¢des e a V.G. do triangulo isdsceles (A)(B)(C), cuja base (B)(C),
com abscissa nula, pertence ao plano frontal (a), sabendo que os lados iguais me-
dem 30 mm, cada.

Sao dados as projecoes de (A) e o traco o, de (av).

Resolu¢do: O cone de revolugdo de e
vértice (A), base em (o) e geratrizes medin- /

do 30 mm da solugio a questio, os vértices A R
(B) e (C) pertencendo a circunferéncia da
base em V.G. desse cone e a (n”). A proje-

¢ao horizontal do triangulo reduz-se a um ~_ | -

segmento de reta, por ser sua base (B)(C) - R

vertical (Figura 892).

QT

A V.G. (A);B’C’ foi obtida pela uti-
lizagdo dos valores B'C’ da base e 30 mm

dos lados iguais do triangulo. 30*

(B) e (C) sdo permutéveis. Figura 842
741 - Construir as projeg¢des do triangulo (A)(B)(C), sabendo que o vértice (A) pertence ao
plano (o) e que os lados (A)(B) e (A)(C) medem, respectivamente, 33 mm e 23 mm.

Dados as projecdes do lado (B)(C) e os tragos de ().

Resolucao: Mais uma vez, a utilizagao 33 4

3 . . , R
do cone de revolugao (Geometria Descritiva, B_— :

numero 124) resolve o problema.

Desta vez sao dois os cones, com vérti- / N\ R
ces em (B) e (C), geratrizes 33 mm e 23 mm,

respectivamente, ambos apoiados em (o).
Rz

Determinados os raios R; e R, de (L) —~ — c

suas bases e rebatido o plano (o) sobre
(m), esses dois circulos podem ser cons- /

truidos em V.G., para a determinacéo, por LA \

suas intersecoes, das duas solucdes (A) e
(A) do vértice procurado. R /

Apenas uma foi algada (Figura 893). T Figurases
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742 - As retas reversas (r) e (s) sdio ambas paralelas a (3,,). Sabendo que (r) pertence ao
ponto (A) e (s) ao ponto (B), pede-se construir as proje¢des da reta (p), perpendi-
cular comum a (r) e a (s), e determinar a V.G. da distancia d que as separa.

Sao dadas as projecdes A, A, B, B r’es.

Resolucao: A reta (p) procurada, tendo que ser perpendicular as duas dadas, ha de ser,
também, perpendicular a (3,4).

Assim, essa reta (p) serd uma das projetantes ortogonais de (r) e de (s) sobre (B,4),
reduzindo-se a um ponto (P) sua proje¢io sobre (B,4) (Figura 894), o préprio ponto comum
as projecoes (1) e (s) das duas retas dadas sobre (,,).

Como a projegdo ortogonal de um ponto qualquer sobre ([3,,) tem que ser, em épura,
o ponto médio de sua linha de chamada (Geometria Descritiva, nimero 76), uma vez com-
pletadas as projecoes das retas (r) e (s), dadas, fica simples construir suas projegcdes ortogo-
nais r e s sobre (B,,) e, pelo ponto P comum a elas, conduzir a reta (J)(L), que é a reta (p)
pedida (Figura 895).

A V.G. da distancia d que separa (r) e (s) se obtém com igual facilidade, pela constru-
¢do do triangulo retangulo e isésceles 'L, cuja hipotenusa mede d (Figura 895).

/ Figura 895

Figura 894

Também utilizando o procedimento classico, instituido por Gaspard Monge (Geome-
tria Descritiva, numero 78), consegue-se bom resultado (Figuras 896 e 897): por uma das
reversas (r), traga-se uma reta (M)(N) perpendicular a (,,), compondo, com (r), um plano
(0) naturalmente perpendicular a esse bissetor e que ha de conter a reta (J)(L) procurada, o
que se consegue com a interse¢ao que a segunda reversa (s) provoca nesse plano (0), trazen-
do o ponto (L), pelo qual se conduz a perpendicular comum (J)(L) pedida.
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Figura 897

Figura 896

Outra resoluciao, bem simples também, mas, baseada apenas em Geometria Plana,
pode ser proposta. Para tanto, admita-se resolvido o problema e, observando, como se sabe
(Geometria Descritiva, nimero 76), que as duas projecdes do segmento (J)(L) da perpendi-
cular comum e situada entre as duas retas dadas devem ser iguais, mas com sentidos con-
trarios, os tridngulos I’J'L’" e 2]JL, por terem lados respectivamente paralelos e os terceiros,
J'L e JL iguais, sdo iguais. E, com as paralelas ar’ e a s, por L e por J’ (Figura 898), vem a
igualdade dos triangulos 2JL, 2’T'L e I'T'L, o que, entdo, assegura ser 1’J2’L’ um paralelogra-
mo, ou seja, que a linha de chamada J'J equidiste das de 1" e 2’ (Figura 898) e, assim, cortem-
se mutuamente ao meio suas diagonais J'L' e 1’2’

Logo, para obter as proje¢des da perpendicular comum (J)(L), basta tomar os pontos de
corte 1’ e 2 das projecdes do mesmo nome das reversas e obter a linha de chamada deles equi-
distante (Figura 899), que ha de ser aquela que passa pelo ponto M, médio do segmento 1°2.
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Figura 898 Figura 899
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743 - Dadas, por suas proje¢des, duas retas reversas (r) e (s), ambas paralelas a ($;5),
pede-se construir as proje¢des da perpendicular comum a elas.

M%.

Resolu¢ao: O problema
¢ semelhante ao anterior e vai, /
aqui, resolvido com o auxilio do J
método tradicional de Gaspard >1< /r‘
Monge (Geometria Descritiva, |_v>2 <
numero 78).

~1 N

Assim, constréi-se o plano

(0) com uma das reversas (r) e

com uma reta (M)(N) perpendi-

x /S
cular a (B3), obtendo-se (1), pa- ! J /
ralela a (r).
w
L
O trago desse plano com a \r
segunda reversa (s) ¢ um ponto (L)
da perpendicular comum (J)(L)
pedida (Figura 900), sendo, entdo, 2&
Figura 900 \F

imediato obter suas projegoes.
744 - Desenhar as projecdes do triangulo (A)(B)(C), retangulo em (A), sabendo que (A)
pertence a horizontal (h), dadas as projecdes de (B)(C) e de (h).

=

Resolu¢ao: Sabe-se (Geo-
metria Plana, numero 76) que a

Bl
mediana do tridngulo retangulo,
relativa & sua hipotenusa, vale a W ‘
metade dessa hipotenusa. m
Assim, determinada a V.G. . N ¢ ¢

m = M’C’; dessa mediana, cons- A
troi-se o cone de vértice (M), h 7
ponto médio de (B)(C), apoiado

no plano horizontal de (h) (Geo-

metria Descritiva, nimero 124),
para obter as duas solucdes (A) e

(A) para o vértice procurado (Fi-

gura 901). Apenas um triangulo A
foi completado. Figura 901
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745 - Desenhar as projec¢des do triangulo isésceles (A)(B)(C), do primeiro diedro, cuja
base (B)(C), de perfil, mede 46 mm e pertence ao plano (a). Os lados iguais do
triangulo medem 57 mm e (B) tem cota maior que (C).

Sao dados as projecoes do ponto (A) e os tragos do plano ().

Resolu¢ao: Como em exemplos anteriores, os lados iguais (A)(B) e (A)(C) sao gera-
trizes do cone de revolugao de vértice (A), base em (o), geratrizes medindo 57 mm e altura
(A)(O), perpendicular a (o), (O) em ().

Assim, tracada a perpendicular por (A) a (o), obtido seu trago (O) em (o) e determi-
nadaa V.G. h dessa altura, a construcio auxiliar do triangulo retingulo AO’ J proporciona
o valor R do raio da base do cone.

Feito o rebatimento de (o) sobre () e levada, a esse rebatimento, uma reta (V)(H) de
perfil do plano, obtém-se a diregdo (V);(H); da base do tridngulo que, entao, pode ser cons-
truida, pela marcagdo da metade, 23 mm, do lado (B)(C) (Figura 902), facilmente alcada.
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746 - Sendo dados o trago o do plano (o) e o ponto (A), de (a), sobre am e com proje-
¢oes coincidentes, além da projecao vertical B, de um ponto (B) de (7’) exterior a
(at), e sabendo-se que (a) forma 45° com (7), tem tragos no sentido direto e que, no
espago, os tragos de () formam, entre si, um dngulo de 60° pede-se determinar a
posicao de linha de terra, o traco o’ e a distancia d, de (B) a ().

Resolugao: Construido an’y, inclinado de
60° com ar e arbitrado um ponto (V); de an’y,
passemos a seu alcamento, utilizando seu trian-
gulo de rebatimento JVV, que pode ser facilmente
construido, por se conhecer seu angulo de 45° (Fi-
gura 903). A linha de terra, naturalmente perten-
cente ao ponto (A), passa também por V, o que a
define em posi¢do, com dupla orientagao. E a cota
VV do ponto (V) permite, entdo, obter V' e, como
consequéncia, af.

A perpendicular (B)(C) a (o) proporciona,
em V.G, a distancia B;C; = d, pedida.

747 - Os planos (a) e (B) sao, respectivamente, perpendiculares a (B;3) e a (B,4) e cor-
tam-se segundo uma frontal, de afastamento igual a 10 mm. Dados seus tragos
horizontais o e Bn, pede-se determinar a posiciao da linha de terra e os tragos
verticais dos dois planos, em apenas uma solucao.

Resoluc¢ao: Imaginemos o problema resolvido, os tragos de () coincidentes e os de
(o) simétricos em relacdo a linha de terra, os tragos verticais an’ e Br’ paralelos e a frontal
(f) = (o), marcada (Figura 904). Os paralelogramos e as simetrias, existentes, implicam em
que (J)V’LH seja um losango (Figura 904) e que, por isso, HV’ venha a pertencer a bissetriz
de um dos angulos formados pelos tracos horizontais dados, o que resolve o problema, tal
como construido na Figura 905.
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748 - Determinar as proje¢des do quadrado (A)(B)(C)(D), do primeiro diedro, com
5 cm de lado, sabendo que seu lado (B)(C) pertence ao plano (o), perpendicular a
(B,4) € seu vértice (B) a (7).

Sao dados as projecdes de vértice (A) e o trago vertical an’ do plano (o).

Resolucao: Ja que o vértice (B) pertence a (a) e a (), ele ha de estar sobre ar. Assim,
a constru¢ao do cone de revolugdo de vértice (A), base em (7) e geratrizes iguais a 5 cm pro-
porciona, pela interse¢do da circunferéncia de sua base com a, a localizagao do vértice (B).

Como se trata de um quadrado, o lado (B)(C) tem que pertencer ao plano (0), condu-
zido por (B) e perpendicular ao lado (A)(B), ja construido. E se, pelos dados, (B)(C) perten-
ce ao plano (a), (B)(C) tem que estar sobre a interse¢do (r) de (a) e (0).

Entdo, construidos o plano (0) e sua interse¢do (r) com (a), basta aplicar sobre esta
reta o valor 5 cm do lado do quadrado, mediante uma mudanga de (), que a leve a ser hori-
zontal, para obter, no primeiro diedro, o vértice (C) e, com paralelas, completar as projecdes
de (A)(B)(C)(D) (Figura 906).
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749 - Construir as projec¢des do segmento (A)(B) de 28 mm de comprimento, pertencente
ao primeiro diedro e igualmente inclinado em relagio a () e a (1), sabendo que (B)
tem abscissa nula. Dados A’ e A.

Resolugao: (A)(B) ha de ser uma geratriz de 28 mm do cone de revolugao de vértice
(A), eixo fronto-horizontal, e base em (7). E, para se inclinar igualmente em relagdo aos dois
planos de projecao, deve ser paralelo a um dos bissetores (Figura 907).

Das quatro posi¢oes possiveis para atender as condi¢des, apenas duas restam no pri-
meiro diedro (Figura 908) e s6 uma foi al¢ada.

B
(Bz) 28 ) % 13
<7, : / B
A
1
- 0 -
A
B
Figura 907 Figura 908

750 - Desenhar as proje¢oes do menor quadrado, que tenha um vértice sobre a horizon-
tal (r) e outro sobre (s), também horizontal, mas reversa a (r), sabendo que o plano
do quadrado forma 30° com (7’), dadas as proje¢des das duas horizontais.

Resolu¢ao: Buscando a menor dimensao para o quadrado, deve-se pensar na per-
pendicular comum as reversas (r) e (s), que ha de ser uma vertical (v) (Figuras 909 e 910).
E mais, para reduzir ao maximo as dimensoes do quadrado (A)(B)(C)(D) procurado, os
vértices situados em (r) e em (s) devem definir uma diagonal (A)(C) sua. Ha uma segunda
solucdo, nao incluida na Figura 910, simétrica em relagdo ao plano de perfil de (A)(C).

Al rl
R V'
B! D'
R
Sl
Cl
— 30° —
B \ S
A=C=
R D
Figura 909 Figura 910 f
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751 - A reta (a) é de maximo declive de um plano () em relagao ao plano (j3) e, recipro-
camente, (b) é uma das retas de maximo declive de (3) em relacdo a (a).

Pede-se construir esses dois planos, sendo dadas as proje¢oes das retas reversas

(a) e (b).

Resolug¢ao: A simples observacao
(Figura 911) dos planos (a) e () e das re-
tas (a) e (b), de maximo declive de cada um
em relacdo ao outro, mostra a interse¢ao
(p) dos dois planos como a perpendicular
comum as duas retas dadas. Basta, por isso,

obter (p) (Figura 912) para compor, com
Figura 911

(a) e com (b), os planos (o) e (B), pedidos.

Cl
Bl

Figura 912
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752 - Desenhar as proje¢oes do para-
lelogramo (A)(B)(C)(D), cuja
projecao horizontal é retangu-
lar, sabendo que (A), (B) e (C)
pertencem, respectivamente, as
retas dadas (a) e (b) ea (T’) e que
(C)(D) é paralelo a (B,,), (D)
em (B;3).

Resolucdo: Sendo verticais as re-
tas dadas (a) e (b), a proje¢ao horizon-
tal, retangular, é de imediata constru-
¢do, ja que (C) tem afastamento nulo.
Para a projecdo vertical, marca-se D’ e,
em seguida, C} ja que C'D’ é paralela a
CD (Figura 913).

753 -Dados o ponto (J), por suas
projecoes, e o plano (o), por
seus tracos, pede-se construir
asprojecdesdosegmento (J)(A)
de comprimento igual ao do-
bro da abscissa de (J), sabendo
que (A) pertence a (0) e a um
dos planos de projecgao.

Resolugao: Sabe-se que o lugar
geométrico dos pontos (A) de (o) que
distam um valor constante 2x, igual ao
dobro da abscissa x, é a circunferéncia
de (), de centro (C), pé da perpendicu-
lar de (J) a (o) e raio R igual ao segun-
do cateto J;L; do tridangulo retangulo
C,J;L;, cujo primeiro cateto vale a dis-
tancia J;C; de (J) a () e cuja hipotenusa
mede 2x. Os pontos (A) procurados sdo
seus cortes com um dos tragos de (av).

Ha quatro solugdes, para as po-
si¢des dadas, mas s6 duas (A;) e (A,)
foram al¢adas na Figura 914.
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754 - Determinar as proje¢des do triangulo equilatero minimo (A)(B)(C), que tenha os
vértices (A) e (B) respectivamente nas retas (M)(N) e (P)(Q) e o vértice (C) sobre o
P.H. de projecao, correspondendo a solu¢ao de maior abscissa. Dadas as projecoes
de (M)(N) e (P)(Q).(FEUG - 62).

Resolugdo: Para ser minimo o

triangulo equilatero (A)(B)(C), seu
lado (A)(B), minimo, tem que per-
tencer a perpendicular comum as re- - A (A);
talls (M)(N) e (P)(Q), obtida com uma | 5 \Q 6 O
vista de perfil (Figura 915), propor- Pl

_ B'
cionando, ademais, a V.G. h = (]);C \ c h M),

da altura do tridngulo. —P M Q —

O cone de revolugdo de vér- J
tice no ponto (J), médio de (A)(B), v N\
base em (7) e geratrizes iguais a h, A

traz o vértice (C), de (), no trago

horizontal yn do plano (y), media-
dOf de (A)(B) Figura 915

755 - Determinar as proje¢des de um triangulo equilatero (A)(B)(C), sabendo-se que: 1)
o comprimento do lado é dado pela distancia do vértice (A) ao plano (a); 2) o vér-
tice (B) esta sobre o plano (a); 3) o vértice (C) esta sobre o P.H. de projecao, corres-
pondendo a solu¢ao de menor afastamento. Dados as projecoes de (A) e os tragos
de (o). (FNA - 63).

Resolugdo: A perpendicular '
de (A) a (o) traz (B). Com uma ro- /
tagdo que faca (A)(B) ser horizontal, B, m
obtém-se a V.G. AB; do lado do tri- h
angulo e, com a construgdo de sua 5
V.G. ABl(_I, obtém-se sua altura h,
que proporciona a construgdo do

Av

= BB C —
cone de revolucio de vértice (M), ~ v
médio de (A)(B), base em (), gera-

trizes iguais a h, cuja circunferéncia 7 M K

da base corta o traco horizontal yn o/

do plano mediador de (A)(B) se- [ VT

gundo o vértice (C), que completa o < S
C
triangulo (Figura 916). Figura 916
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756 - Construir as proje¢des do quadrado (A)(B)(C)(D), cujo lado (A)(B) é perpendicu-

lar ao plano (o), (A) na reta (r) e (B) em (o), sabendo que o vértice (C) pertence a

(1) e que o comprimento de seu lado é igual do afastamento de (r), dadas as proje-

¢oes de (r) e os tracos de ().

Escolha a solu¢do que corresponda a menor abscissa para o vértice (C).

Resolucdo: Sendo perpendicular a (o), com
comprimento conhecido k, igual ao afastamento
de (1), (A) deve pertencer a um plano (), paralelo
a (o), afastado de (o) daquele valor k, dispensa-
do o plano a direita de (a), para atender a menor
abscissa para (C). Assim, (A) é a intersecao de (r)
com (B), sendo (B) o pé da perpendicular de (A) a
(a). E (B)(C), perpendicular a (A)(B), ha de per-
tencer ao plano (o) (Figura 917), devendo (C) ter
sua posicao determinada sobre am pela intersecao
da circunferéncia de centro (B); e raio igual ao
lado do quadrado, no rebatimento de (a.) sobre (1)
(Figura 918).

Figura 917

As projecoes do quadrado sdo, entdo, completadas com paralelas.

r / B A ﬂ
v h
Dl
v
CLT u |V H' \‘
— Z — ‘
/ /’
k /
B D
) .
: ; B) o
A k
k H=(H);
ot
Vs
oTTy \
Figura 918

GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 260

28/02/2022 15:29:22



757 - Dado, por suas projeg¢des, o triedro (J)-(x)(y)(z), pede-se determinar o eixo de
rotagdo (e), pertencente a (J), que permite girar duas de suas arestas até que coin-
cidam com a terceira.

Resolucao: Se considerarmos sobre as arestas do
triedro trés segmentos iguais (J)(A), (J)(B) e (J)(C), seja
qual for o valor k desses segmentos, sendo (e) o eixo que
responde a questdo, apds a rotagao das arestas do triedro,
quando chegarem a coincidir, os pontos (A), (B) e (C)
também coincidirao, o que implica em que tal eixo (e) ha
de ser perpendicular ao plano (o) do triangulo (A)(B)(C)
(Figura 919), passando pelo circuncentro (O) desse tri-

angulo e, também, por (J).

Figura 919

Assim, para construir as projegdes do eixo (e), basta aplicar trés segmentos iguais a um
valor arbitrado k sobre as arestas do triedro, marcando os segmentos (J)(A), (J)(B) e (J)(C)
e, em seguida, tragar, pelo vértice (J), a perpendicular (e) ao plano (o) dos pontos (A), (B) e (C),
cujos tracos sao definidos pelos tragos (H), (V) e (V) das retas (A)(B) e (A)(C) (Figura 920).

E claro que seria equivalente obter o circuncentro (O) do tridngulo (A)(B)(C) e uni-lo
a (J), para obter o eixo (e).

N

Vl
z e
Pl
CI
e
B' / y
J N Ci Py
Vv V e
—_ / Hl —
X J
A

B H
C\C; \\
y
P Py
Figura 920 \Z amw
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758 - Trés retas (r), (s) e (t) concorrem num mesmo ponto (J). Determine as posi¢des que
pode ocupar uma reta (e) que, passando pelo ponto (J), permita que (r), (s) e (t) se-
jam giradas em torno dela, até que venham a coincidir. Resolu¢iao apenas espacial.

Resolugao: O problema ¢ uma generalizagdo do anterior. Aqui sdo retas, e ndo semir-
retas, que estdo em jogo, permanecendo valido o procedimento para sua resolugdo. A dife-
renca esta em que combinando as seis semirretas em jogo, o problema oferece quatro solugdes
para a reta (e), eixos de rotagdes que permitem a coincidéncia das retas (r), (s) e (t).

De fato, aplicando um mesmo comprimento, arbitrario, num sentido e no outro, sobre
cada reta, a partir do vértice (J), obtém-se os pontos (A) e (A’), sobre (r), (B) e (B’) em (s) e
(C) e (C’) sobre (t), 0 que permite organizar quatro pares de triedros opostos por seu vértice
comum (]) e, entdo, construir, como no problema anterior, as perpendiculares (e;), (e,), (e3)
e (e4), que sdo os eixos pedidos (Figuras 921, 922, 923 e 924).

Em verdade, os oito triedros com-
poem um octaedro, para o qual as retas da-
das funcionam como diagonais e os quatro
eixos como perpendiculares, do vértice co-
mum dos triedros (o centro do octaedro),

aos pares de faces opostas (Figura 925).
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759 - Os planos (o) e (y), paralelos a (n’x), sdo perpendiculares um ao outro, contando-
se segundo a reta (r).

Sendo dados o), Y1’ e 1, pede-se determinar as posicoes de A, ym e r.

Resolug¢ao: Uma vista v
T

lateral permite, com a cons-
trucao do arco, capaz de 90°

para os tragos (V) e (V) dos
planos dados, a obten¢ao da

vista de perfil (r) da interse-

¢do, com duas solucdes para ("
os dados, a segunda apenas

indicada pelo nimero 2, mas v V'

nao completada na épura. o

Simples, os al¢camentos r

proporcionam os tragos am e yr

Y7 e a projecao r pedidos (Fi-
gura 926).

Figura 926

760 - Construir as projecdes do losango (A)(B)(C)(D), sabendo que os vértices (A) e (C)
pertencem respectivamente aos planos (a) e (y). Dados as proje¢des da diagonal
(B)(D) e os tragos dos planos (o) e (y).

Resolucao: (A) e (C) c o D
devem pertencer, respectiva-

mente, as interse¢des (V)(H)
e (f) do plano (0), mediador
de (B)(D), com os planos (o)
e (y), dados.

o

H-A

E como as diagonais /
do losango cortam-se mutu- B

amente ao meio, a simétrica .

\

t de VH em relagdo a O, pro-

jecdo horizontal do centro do yw=f C 0

losango, traz C (Figura 927), )
permitindo completar, com

Loy
Figura 927

paralelas, suas projegdes.
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761 - Sao dadas as retas de frente (r), (s) e (p).

Pede-se determinar as proje¢des da menor distancia de (r) a (C). Sabe-se que (C)
¢ o vértice de um triangulo equilatero, de area minima, cujos outros dois vértices
pertencem respectivamente a (s) e (p). Dados r) 1, s} s, p’ € p. (EPUC - Escola Pon-
tificia da Universidade Catolica - 1964).

Resolucao: Para ter area minima, o triangulo equilatero (A)(B)(C) em estudo deve ter
seu lado (A)(B) situado na reta de topo que é a perpendicular comum as frontais (s) e (p),
tendo, pois, sua altura h projetada em V.G. em (1), o que obriga C a pertencer a circunfe-
réncia (c) de centro A’ =B’ e raio h (Figura 929), altura do triangulo equilatero ABC, V.G.
do estudado.

Como (r) é paralela a (1), todos os segmentos (P)(Q) apoiados em (r) e naquela cir-
cunferéncia produzem triangulos retangulos (P)(P)(Q) que tém, todos, um cateto (P)(P) de
valor constante, igual a distancia entre os planos frontais pertencentes a (r) e a circunferén-
cia (c) (Figura 928). Entdo, para ser minima sua hipotenusa, deve ser minimo seu segundo
cateto (P)(Q), o que se consegue na posicao (D)(D)(C) (Figura 928).

De fato, para ser minima a distancia de (r) a (C), ela ha de se situar sobre a reta per-
pendicular a projecao de (r) sobre o plano da circunferéncia, que se projeta em V.G. em ('),
tracada do centro (O) de (c), por serem ambas frontais.

Assim é (C)(D) a distancia minima pedida, que vem representada por suas projegoes
na épura da Figura 929.

Figura 928 Figura 929
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762 - Desenhar as proje¢des do quadrado (A)(B)(C)(D), de lado igual ao afastamento
do vértice (A), sabendo que o lado (B)(C) pertence ao plano (a), (B) em (T) e que
(A) é o vértice de maior abscissa, dados o), am, A e A.

Resolucao: O cone de revolugdo
de vértice (A), base em (m) e geratrizes
iguais ao afastamento y, de (A) propor-
ciona (B). E, como (B)(C) ha de perten- -
cer ao plano (y), por (B), e perpendicular am /0

/]

a (A)(B), (C) tem que pertencer a inter- r

sec¢do (r) de (a) e (y). N

Com uma rotagio que leve
(r) = (B)(J) a ser horizontal, marca-se a
V.G. do lado do quadrado, obtendo-se
C;, e, em seguida, C e C* (Figura 930) e,

QT

O

com paralelas, vem o vértice (D), aban-

donada a segunda posi¢ao possivel, por VT \ A /
ter abscissa superior a de (A). Figura 930

763 - Construir as projecdes do tridngulo retaingulo (A)(B)(C), de catetos (A)(B) = 18 mm
e (A)(C) = 28 mm, sabendo que (A)(B) é perpendicular ao plano (o), (A) na reta (r)
e (B) em (), que o vértice (C) tem cota nula e afastamento menor que o de (B).

Dados as projecoes de (r) e os tracos de (o).

Resolucdo: Para distar 18 mm de

(at), (A) deve pertencer ao plano (B), dis- - Bw 4‘17'
tante 18 mm de (a), construido com uma / A -
mudanga de (n’) (Figura 931). ) oy
Y/ 28 B\
Obtido (A), por intersecao de (r) / . 4 'z
com (f), a perpendicular, por (A), a (o), B ‘ |

da, em seu pé, o vértice (B). (C) se obtém - 7&0' Y “ ~

com o cone de revolugdo de vértice (A),

base em () e geratrizes medindo 28 mm B A
(Figura 931). o 5
T
A segunda possibilidade, para (), Z - 18
T
a direita de (o), é inutil, por ser exterior 1
aquele cone. Figura 931 am
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764 - Determinar as projecoes ortogonaiseaverdadeiragrandezado triangulo (A)(B)(C),
sabendo-se que: 1) o lado (A)(B) é segmento de maior declive de um plano (o) em
relagiao ao plano horizontal de projecao; 2) este plano (a) é perpendicular ao pla-
no do tridngulo; 3) o lado (A)(C) passa pelo centro da circunferéncia circunscrita
ao triangulo, sendo (C) o vértice de maior cota; 4) o angulo oposto ao lado (A)(B)
éde 60°. Dados A, A, B’ e B. (FNA - Faculdade Nacional de Arquitetura - 1964).

Resolugdo: Para serem perpen- PN\ ™ ©), am
diculares (a) e o plano de (A)(B)(C),
este deve conter a perpendicular (p),

por (B), a (a), o que obriga a ser ver-
tical o plano do tridngulo, por coinci-
direm as projegdes horizontais p e BC. 30°

E (Geometria Plana, ntimero - B -
128.2) se (A)(C) passa pelo centro do
triangulo, este tem que ser retangulo A

em (B), o que resolve o problema, com Yw=P o
a V.G. (A);(B),(C), (Figura 932). Figura 932

765 - O plano (o), paralelo a linha de terra, e o plano (3), qualquer, sdo, ambos, perpen-
diculares a (8,,4), cortando-se segundo a reta (A)(B).

Sabendo que o ponto (J) pertence a () e que a cota de (A) vale o dobro da de (]),
pede-se determinar os tragos de (a) e de (J3).

Dados B, B, J’ e J.

Resolucao: Todas as constru- Bz pr
¢oes baseiam-se na igualdade das pro- T
jecoes dos segmentos de retas de perfil ¥ B

perpendiculares a (B,4) (Geometria T

Vi am'E o

Descritiva, namero 76), como tem que

ser (A)(B), proporcionando A a partir

de AB = AB e de V', com BV’ = BV — / BL T

(Figura 933).

Igualmente, obtém-se H, a par-

tir de JH = J’H;, o que define as posi-

¢oes dos tracos dos planos (B) e (au). J
Figura 933
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Carituro XII

ProBLEMAS METRICOS
ANGULOS

Dando continuidade aos problemas métricos, com interesse na determina¢ao e na
utilizacdo das verdadeiras grandezas das figuras planas, este capitulo trata dos angulos, entre
retas e planos.

Reune vérias dezenas de problemas, como segue.

766 - Determinar a verdadeira grandeza do dngulo ¢ que a reta (r) forma com o plano
(at), das retas paralelas (a) e (b), sabendo que (b) provém da rotagio de (a), em
torno do eixo (e), paralelo a (a), tracado pelo ponto (J), numa posicao tal que (b) e
(J) definam um plano projetante em relagao a (7’), dadas as proje¢des do ponto (J)
e das retas (a) e (r).

Resolugdo: Inicialmente ¢é
efetuada a rotacao de (a) em torno
de (e), até que (b), posi¢io final de y b,
(a), e (e) formem um plano de topo, Ps

v

havendo uma segunda solugéo, nao
. q: a €
completada, mas indicada por b,

(Figura 934), tudo mediante uma b

mudanca de (1) que torna (a), (e) e o' = hy

(b) retas verticais. 7 Q
bl

Para determinar o, basta (Ge- —
ometria Descritiva, numero 138) ob- u a / 1
ter a V.G. do angulo y que (r) forma

com uma perpendicular (p) a (o), e\ J

pelo rebatimento do plano de (r) e

(p), sobre um plano horizontal (0) e g

construir seu complemento (Figura b
934).

Figura 934
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Para todas as épuras abaixo, sao dadas, por suas projecgoes, as retas (r) ou (A)(B).
Pede-se determinar as verdadeiras grandezas dos angulos a e B que, respectivamente, (r)
forma com (1) e (A)(B) forma com (70°).

Resolucoes: Leva-se (r) a ser frontal, ou (A)(B) a ser horizontal, mediante uma mu-
danga de plano, ou uma rotagao, para obter as verdadeiras grandezas pedidas.

767 768

Al
B B ¢'=B'=B .
A
r B L]
Z,
A A
e
Figura 935 Figura 936
769 770
E' e
iia A
” T Bl
Fl
- Fy F - — —
, o
] r B! /
E, H B, B - e'=A 8
1 f E
|
Figura 937 Figura 938
771 772
Al
eI = Bl A'1
B
o r'1
E[I\ Fl1\ A B A1
Figura 939 €l Figura 940
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Nas épuras abaixo, sio dados, por seus tragos, os planos (y) e (0). Pede-se determi-

nar as verdadeiras grandezas dos angulos a e 3 que, respectivamente, (y) forma com (7)

e (6) forma com (10).

Na sequéncia, (y) vem dado por duas retas (a) e (b) e (0) por duas retas (r) e (s).

Resolugdes: Mediante adequadas mudangas de planos, ou rotagdes, que transformem

o plano (y) em de topo, ou o plano (0) em vertical, obtém-se as verdadeiras grandezas dos

angulos pedidos. Para os exemplos finais, em que os planos vém dados por duas retas, tridn-

gulos de rebatimento sdo boas alternativas para as resolugdes.

773

774

Figura 941

775

v

Vl

v

Figura 943
777

YT}

YT
Figura 945
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Figura 942
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YIS ymw
M ¢ M
Yo T\l
Y
Mol
Figura 944
YT
VI ,\/,.rrl

YT

S

Figura 946
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780

779
0}
o'
/ [
. H'
p— - \\B -
N\
Gk H O
H - By
Figura 947 Figura 948
781 782
\\ \M1 It ” M
H
91T1
B
BN\/H 0m'=0T
H
\\ 0
Om'=0m 01, Il M
Figura 949 Figura 950
783 784
a' \\ J1 =, H1
r B 01,
bl 0
Jl
Hl
p— — Nl p—
S J i
N
H
Figura 952
785 786
yT fi Z
J . %
h Ao a |e h'
f' V:JI
ez b' °=
a J
~N
f B
h
! r f1 S
e
Figura 953 bN] Figura 954 o
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787 788

789 790

S
S P
r T o
Figura 957 Figura 958
791 - (b) = (E)(F) 792 - (s) = (E)(F)
E -
A} hl Z P E
= J' o E
¢ ' B E
a F B
=
F F
rl
E
a B
P QmTEr Y L]
.Z
Figura 959 Figura 960 F
793 794
J J/r f
J P
= S'
om'=zh' A
] ti' >< om=f
a ) |
h r ¢ T
2 b 0\
Figura 961 Figura 962
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Nas épuras seguintes, pede-se completar, para cada caso, os tragcos do plano (y),
que pertence a reta (r), ou ao ponto (A), dados por suas projecdes, sabendo que (y) forma
60° com (), atendendo a eventuais condi¢des impostas.

Resolucdes: E sempre com a utilizagio do cone de revolugio com base em (r), vértice
num ponto adequadamente escolhido de (r) e geratrizes inclinadas a 60° com (m) que se
obtém um ponto H de an, proporcionando este traco e, a seguir, or.

Para as posigoes, sempre duas solugdes, a segunda indicada pelo numero 2.

795 796

Figura 964
797 798
yw'
. (r)1
sz 6@2_
oo | g -
\\\\ H o / ’ vy
Figura 966
799 800 - (r) = (A)(B)
- r
. vy
Figura 967 t Figura 968
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Também quando é dado um ponto (A), a condi¢ao adicional traz uma reta, por (A),

recaindo-se nas situagdes anteriores.

Uma paralela (t;) a (t) (Figura 969), a perpendicular (p) a (0) (Figura 970), a perpen-
dicular (A)(H) ao bissetor (Figuras 972 e 973) e a reta (A)(M), onde (M) é o ponto médio
do segmento (P)(Q), (Figura 974), conduzem ao ponto chave (H) que leva os problemas as

situacdes anteriores.

801 - (y) é paralelo a (t), dada 802 - (y) é perpendicular a (0), dado
A yr' N
, 602
v 607
d B W\ /2 B
\ Vl
A
t1 9'1T A
vﬂ 2
Figura 969 Figura970 \YT
803 - (y) € (O), origem das abscissas 804 - (y) ¢ perpendicular a (B;3)

_ (@) H. 600 7
2 — \ =V, \4 —
H A >/ W\{B/Z

vy A )7V'A'
H

Figura 971 JT Figura 972 H
805 - (Y) ¢ perpendicular a (8,,) 806 - (y) equidista de (P) e (Q), dados
A =
YT =Y
P'zP
H| /60°
— H — - -
|
2
7 A Q
Figura 973 Figura 974 \YT
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Nos casos abaixo, sao dadas, por suas projecdes, as retas concorrentes (r) e (s).

Pede-se determinar a V.G. do 4ngulo ¢ entre elas formado.

Resolugdes: O rebatimento do plano das retas sobre um dos planos de projegao, ou

sobre um plano auxiliar, traz a V.G. procurada.

807
Figura 975 r
809
(s); M
" s'
— ; —
S
M _
(ING M
(M)
Figura 977
811
J' r'
813
Y
T f7'=r
J J
Sl
r=(r
¢
), (s)y s
Figura 981
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VIR )/ ?\(r),
r
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Figura 978
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Para os diversos casos abaixo, pede-se determinar a verdadeira grandeza do angu-

lo @ formado pelas retas reversas (r) e (s), dadas por suas projecdes.

Resolugdes: Basta tragar por um ponto (J) de uma das retas dadas a paralela (t) a ou-

tra, para recairmos nos casos anteriores, de duas retas concorrentes.

823

(P)s
Figura 991

825 - (r) = (A)(B)

A Figura 993

827 - (r) = (A)(B); (s) = (C)(D)
, C=(C)s
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p— B —
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Figura 995
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se determinar a verdadeira grandeza do
angulo o que a reta (r), dada por suas proje¢des, forma com o plano (8), dado por seus
tracos ou pelas projecdes de duas retas suas (a) e (b).

Resolugdes: Por um ponto (J), qualquer de (r), baixa-se a perpendicular (p) a (0) e,
rebatido o plano formado por (r) e por (p), obtém-se a V.G. do angulo agudo y dessas duas
retas, para, construindo seu complemento (Geometria Descritiva, nimero 138), chegar ao
valor a do angulo pedido.
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Em cada uma das épuras seguintes, pede-se determinar a verdadeira grandeza do
menor angulo o formado entre os planos (0) e (y), dados por seus tragos ou por duas
de suas retas.

Resolugoes: As Figuras 1004, 1005, 1006 e 1012 trazem a V.G. de angulo pedido a dire-
tamente por serem ambos os planos projetantes, ou em relagdo a ('), ou a (1), o que também
acontece com as Figuras 1007, 1009, 1010 e 1011 com planos perpendiculares aos de perfil.

No exemplo da Figura 1008, o triangulo de rebatimento resolve, ja que o plano (0),
frontal, é paralelo a (7).
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Nos exemplos seguintes, aproveitando a particularidade de um par de tragos de mes-

mo nome ter a mesma dire¢do, uma unica mudanca pode torna-los de topo, ou verticais,
trazendo, entdo, em V.G, o dngulo o, procurado.
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Em situagdes menos particulares, para evitar a neces-
sidade de duas mudangas sucessivas, deve-se, por um ponto
(M), arbitrado, baixar as perpendiculares (r) e (s) aos planos
(y) e (8), dados, e determinar a V.G. do angulo a, por elas
formado, igual, como se sabe (Geometria Descritiva, nimero
140) ao angulo dos dois planos (Figura 1019). Exemplos:
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Os exemplos seguintes utilizam o mesmo procedimento anterior, da medi¢do do an-
gulo o formado entre as perpendiculares (r) e (s), baixadas de um ponto qualquer (M), aos
dois planos, ambos dados por duas retas suas, (a) e (b), para (y), e (c) e (d), para (8).

No primeiro exemplo, o plano (y) é vertical e, por isso, a perpendicular (s) a ele é ho-
rizontal, funcionando, entao, como charneira para o rebatimento que proporciona a (Figura

1023); no segundo, aproveita-se que (c) e (d) sdo horizontais de (0) (Figura 1024).
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856 - Dados um plano (a), por seus tragos, um ponto (A), por suas projecdes, uma reta
(r), apenas por sua projec¢ao horizontal, e um ponto (J), apenas por sua proje¢iao
vertical, pede-se determinar o plano (y), pertencente a (r) e paralelo a reta (t), que,
contendo (A), é paralela a (a), formando 45° com (), tendo traco horizontal com
abscissa positiva.

Sabe-se que a reta (r) pertence ao ponto (J), forma 30° com (7’) e que seu traco
vertical tem cota positiva.

Resolugdo: A reta (t) ha de ser uma geratriz do cone de revolugao de vértice (A), base
em (1), com geratrizes inclinadas de 45° em relagdo a (r), além de pertencer ao plano (a.;),
conduzido por (A) e paralelo a (o). Assim, construido tal cone, a intersegdo de sua base com
o trago horizontal o,; 7 desse plano é o ponto (H) que, com (A), define a reta (t), com apenas
uma solugao, por ter (H) abscissa positiva (Figura 1025).

Da mesma forma, (r) é uma geratriz do cone de revolugédo de vértice (J), base em (1),
com geratrizes inclinadas de 30° em relagdo a (7’), ficando definida a partir de seu trago
vertical (V), com uma sé solugdo, visto que a segunda posi¢do, indicada pelo numero 2, tem
cota negativa.

Afinal, o plano (y) pedido fica definido por essa reta (r) e por uma reta (t;), paralela

a (t) e tragada por (J).
o' '
(X1Tl' V, l
Yy
A |
rl
f v
0 J V
- H' 30° -
r
\ \
A \ ) / 2 -
t
QT H
oy
Figura 1025
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857 - As retas (r) e (s) pertencem ao ponto (A), dado por suas projecoes, e formam 50°
com a reta vertical (v), dada por sua projecao horizontal v. Essas duas retas con-
correm com a fronto-horizontal (f), dada por suas projecoes.

Pede-se construir as retas (r) e (s), bem como a interse¢ao (p) do bissetor par com o
plano (y) pertencente ao ponto (J), dado por suas proje¢des e paralelo as retas (r) e (s).

Resolug¢do: Formando 50° com V| J
qualquer vertical, as retas (r) e (s) devem A

J
P=p / P'zP

(f), inclinadas de 40° com (7), ficando, 40° — foONS

entdo, definidas pelos pontos (K) e (L). / K L
rl

ser geratrizes do cone de revolugao de

vértice (A) base no plano horizontal de

Como (r) e (s), concorrendo com v

a fronto-horizontal (f), ttm que formar
um plano paralelo a (7'n), a reta (p), pe- f

dida, tem que ser também fronto-hori- K L
zontal (Figura 1026), conduzida pelo tra- S

¢o (P) de (sq), paralela a (s), com (B,,). Figura 1026

858 - Dados o ponto (A), por suas projecdes, e o plano (a), de topo, por seu trago verti-
cal am), sabe-se que a reta (A)(B) faz 30° com (1’), que (B) pertence a (7’%), que a
reta (A)(C), horizontal, forma 45° com (o) e que (C) pertence a (o).

Pede-se completar as projecoes -
do tridngulo (A)(B)(C), esco- A
lhendo a solu¢io que corres- B7c

ponda ao maior perimetro. R

Ol
Resolugdo: Dois cones de revolu- /#
¢do de vértice (A), um com base em (a), B'= B)

de centro (O), pé da perpendicular de ©);

(A), e outro com base em (7’), obede- \

cendo aos dngulos dados, trazem duas ) 0
solugdes para (B) e duas para (C), tendo A

sido abandonadas (B) e (C), para dar ao

triangulo (A)(B)(C) o maior perimetro

(Figura 1027), conforme imposto pelo r

enunciado. Figura 1027
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859 - Construir as proje¢des ea V.G. do tridngulo (A)(B)(C), sabendo que (A)(B) e (A)(C)
concorrem com a reta (r) e se inclinam de 60° com (1) e que o lado (B)(C) pertence
a (1), (B) com abscissa menor que (C).

A h' 1

Sao dadas as projecoes A, A, r’ er.

Resolu¢ao: O cone de revolugao
de vértice (A), base em (m), geratrizes
a 60° com (m), e o plano (a), formado
com (A) e (r), interceptam-se produ- y 50
zindo os lados (A)(B) e (A)(C) do tri- = B C =
angulo procurado (Figura 1028), (B)

com abscissa menor que a de (C). H

Em seguida, a verdadeira gran-
deza (A){(B);(C), foi obtida com o au- J Cz=(C)y T ~~——
xilio do triangulo de rebatimento AAJ

(Figura 1028) e com o rebatimento do
plano do tridngulo sobre (7).

860 - Desenhar as projecoes do trian- »
gulo (A)(B)(C), de perfil, saben- Figura 1028
do que (B)(C) pertence a (o) e
que (A)(B) e (A)(C) formam 50°
com (a). Sao dados as projecoes
de (A) e os tragos de (o).

T

Al

Resolucdo: O cone de revolucao
: ¢ W o D

de vértice (A), base em (a), com ge-
ratrizes inclinadas de 50° em relacdo a
(o), define o circulo de centro (O), pé B

da perpendicular de (A) a (o) e com - A C -
raio R, extraido do tridngulo OAA. 50°\R

Para ser de perfil, o tridangulo pedi- h 70 B ®)

do tem que ter a abscissa do vértice dado A, A ©),

(A). Assim, o circulo base do cone corta
a reta de perfil de (o), com a abscissa de

(A), proporcionando os vértices (B) e (C) ;
(Figura 1029). A ordem desses dois vérti- /
o,

: o : o
ces poderia ter sido invertida.

Figura 1029
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861 - O hexagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F), do primeiro diedro, apoia-se em () pelo
lado (A)(B).

Sabendo que os planos (o) e (B), que se cortam segundo a reta (J)(K), formam,
com a linha de terra, angulos iguais ao que o plano do hexagono forma com (7’n),
pede-se completar as projecoes do hexagono e construir os tracos dos planos (o) e
(B), dando a () sentido direto.

Sao dadas as proje¢des A, B, C, ], ], Ke K.

Resolucdo: Para a construgio do hexdgono foi utilizado o tridngulo retingulo CBC,
aproveitando a V.G. do lado a = AB (Figura 1030), obtendo-se a cota z do vértice (C) e, a
partir dai, com paralelas aos lados (A)(B) e (B)(C) e a diagonal (C)(F), completa-lo.

Como o trago vertical do plano do hexdgono resta inacessivel, com o auxilio da fron-
tal (f), de seu plano, pode-se obter os tragcos de um plano (y), paralelo ao do hexagono e,
com um rebatimento lateral, determinar a V.G. do angulo ¢ que esse plano forma com
(r’n) (Figura 1030).

Com novo rebatimento lateral, do plano de perfil que contém (K), e com o uso de
novo cone de revolu¢ao de vértice (J), com eixo em (n'n) e semidngulo no vértice igual a
¢, as tangentes de (K); a sua base proporcionam as vistas laterais (a); e (E)l, que, al¢adas,
entregam os tragos dos planos (o) e (), procurados (Figura 1030).

Conforme imposto, () tem tragos com sentido direto.
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;/ o'
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Para cada uma das épuras abaixo, pede-se construir os tracos dos planos bisseto-
res dos diedros formados pelos planos (o) e (y), dados por seus tragos.

Resolugdes: Os exemplos, reunindo planos projetantes em relagdo a () ou a (n’) (Fi-
guras 1031, 1032 e 1035), sao de pronta resolugdo, por trazerem em V.G., numa das proje-
¢oes, os angulos dos planos dados (ct) e (y); nos demais casos, os dois planos dados e, em
consequéncia, também seus bissetores () e (,) sdo paralelos ou pertencentes a (n'n),

dando ensejo a resolugdo, com o auxilio de vistas laterais (Figuras 1033, 1034 e 1036).

No ultimo, por serem pertencentes a linha de terra, os dois planos dados, também o

sdo seus bissetores.
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Nos exemplos seguintes, muito particulares, os dois planos dados (a) e (y) sao,
sempre, paralelos, cada um, a um dos trés planos referenciais.

Mais uma vez pede-se construir os tracos dos planos (;) e (B,), seus bissetores.

Resolugdes: Nos quatro primeiros exemplos, (o) € paraleloa (n) e (y) a ("), o que leva ()
e (B,) a serem paralelos (Figura 1037) a cada um dos bissetores (8;3) e (8,4), ou, em posigdes
ainda mais particulares (Figuras 1038 e 1039), a com eles coincidirem, o que ocorre quando os
planos dados (o) e (y) ficam a distancias iguais de () e de (7). Alids, quando tal ndo acontece,
como no exemplo da Figura 1040, vale observar que cota e afastamento dos tragos de cada bisse-
tor correspondem a soma, ou a diferenca, das cotas e afastamentos dos tracos dos planos dados.

Para os casos dos dois planos dados serem respectivamente paralelos a (7) e a (n”
(Figura 1041) ou, respectivamente paralelos a (1’) e (n”) (Figura 1042), retorna-se aos casos
estudados no grupo anterior, de planos projetantes a um dos dois planos de projegao.
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Para os casos das épuras seguintes, pede-se determinar os tracos de um dos planos

bissetores dos angulos formados pelos planos (a) e (y), dados, ambos, por seus tragos.

Resolugdo: Nos dois primeiros exemplos (Figuras 1043 e 1044), com uma sé mudan-

¢a, transforma-se os dois planos dados em projetantes, retornando a exemplos anteriores;

nos demais, lancou-se mao da propriedade da equidistancia dos pontos dos bissetores aos

dois planos dados (Geometria Descritiva, numero 154.1).
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Para os exemplos das épuras abaixo, em que sao dados, por seus tracos, os planos
(a) e (y), pede-se determinar os tragos dos planos bissetores (f3;) e (8,) dos angulos por

eles formados.

Resolu¢des: Em ambos os exemplos (Figuras 1049, 1050 e 1051), trabalhou-se com
um plano (@), perpendicular a interse¢ao dos dois planos dados, buscando-se obter as ver-

dadeiras grandezas dos angulos planos dos diedros formados pelos dois planos dados e a

construcao de seus bissetores (Geometria Descritiva, nimero 152.3).

No primeiro exemplo (Figura 1050), aproveitou-se a paralela (i;) a (i); no segundo
(Figura 1051), foi preciso utilizar uma frontal (f) do segundo bissetor (f3,), para obter a di-

re¢do de seu trago B,
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Para cada um dos exemplos abaixo, pede-se construir os planos (3;) e (j3,), bisse-

tores dos angulos formados pelas retas concorrentes (r) e (s) dadas por suas projecoes.

Resolugdes: Nos dois primeiros exemplos (Figuras 1052 e 1053), por pertencerem as

duas retas dadas (r) e (s) a um plano horizontal, os bissetores procurados hao de ser planos

verticais, como mostra a Figura 1054. Nos dois seguintes (Figuras 1055 e 1056), por perten-

cerem a um plano frontal as retas dadas, sao de topo seus dois bissetores (Figura 1057). Nos

dois dltimos, em que uma das retas dadas (r) ¢ vertical (Figura 1058), ou de topo (Figura

1059), utilizou-se o processo descrito no item 3.4, para construir as bissetrizes (b;) e (b,)

dos angulos dados, e os bissetores hao de ser planos quaisquer, definidos por cada uma des-

sas bissetrizes e pela perpendicular (p) ao plano de (r) e (s), completado apenas um.
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Para os exemplos a seguir, pede-se construir um dos bissetores dos angulos forma-
dos pelas retas concorrentes (r) e (s), dadas por suas projegoes.

Resolugdes: Em todos os casos, efetuou-se o rebatimento do plano das retas, para ob-
ter a bissetriz (b) de um dos angulos por elas formados, sendo que no ultimo (Figura 1063),
tal rebatimento foi feito sobre um plano horizontal (0), aproveitando que uma das retas

dadas - (s) — € horizontal.

Alcada a bissetriz (b) e construida a perpendicular (p) ao plano das retas dadas, (b) e

(p) definem um dos bissetores.

888 889
. — /om
r v f
B’IT pl 2% .
Bq—r' \—/, / 4' Z/
V, p'
o /v ¢
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v /H, H \ 4 NR Y
— p— \\ D 3 2 f
(3) e
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r b
b’ H (b)1 (V)1 (2)1
orrr; rsom (r)1
b=s B i/ \(sh (o)
Figura 1060 Figura 1061
890 891
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T Figura 1062 Figura 1063
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Em todos os casos abaixo, sao dados os tragos de um plano (o). Pede-se construir os
tracos do plano (3), bissetor do angulo formado, no primeiro diedro, pelos tracos de (o).

Resolugdes: Em todos os casos, a bissetriz (b) do angulo formado pelos tragos de (o) é
obtida pelo método detalhado no numero 3.4. E a perpendicular (p), pelo ponto (J), comum
aos dois tragos de (o) forma, com (b), o bissetor (3) pedido.

Observe-se que, no tltimo exemplo (Figura 1067), a bissetriz (b) é areta de perfil (J)(M)

que, dada a particularidade de (a) ser perpendicular a (,,), também o €, obrigando que
também (f3) o seja.

892 893
o P _—— D,
./ atr'=h / r
b! vV
< h M W y,
LV )'=) P
— \ :
f | - \ H' -
b
H B T I
h T H
b
0 Figura 1064 Figura 1065
894 895

/ N
: /

Figura 1066 Figura 1067
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896 - Construir as projec¢des do triangulo (A)(B)(C), sabendo que o lado (B)(C) perten-

ce areta (r), que (B) e (C) equidistam dos tracos do plano (a), (B) com cota maior

que (C), e que (A) tem abscissa, afastamento e cotas iguais entre si e iguais a abs-

cissa do ponto (am’'T).

Dados as projegdes de (r), os tragos de (a) e a origem O das abscissas.

Resolugdo: Para equidistar dos dois tragos de (o), cada um dos vértices (B) e (C) deve

pertencer a um dos planos bissetores dos angulos formados pelos tragos de (o) (numero 6.1).

Deve-se, por isso, construir as bissetrizes (b;) e (b,) dos angulos objetivos dos tragos

de (a), tal como detalhado no item 3.4, assim como a perpendicular (p) a

(), conduzida

pela interse¢do de (o) com (n’n), que forma com (b;) e com (b,) os dois bissetores buscados.

As interse¢oes de (r) com cada um desses bissetores sdo os vértices (B) e (C) pedidos.
(A) é de obtengao imediata (Figura 1068).

N
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897 - Construir as proje¢oes da reta (t), pertencente ao ponto (A), paralela ao plano
vertical (o) e igualmente inclinada em relagao as retas reversas (r) e (s).

Sao dadas as projecdes do ponto (A) e das retas (r) e (s), além do trago horizontal
o do plano (o).

Resolugdo: Para formar dngulos iguais com (r) e (s), a reta procurada deve ser paralela
a um dos planos bissetores dos dngulos formados por duas paralelas a elas - (r;) e (s), tra-
¢adas por um ponto (J), qualquer. E para ser também paralela a (o), (t) devera ser paralela
a intersecao de (o) com um plano (B;) paralelo a um desses bissetores, conduzido por um

ponto qualquer (M).
(P)
Este plano (B;) fica formado pe- K "
las paralelas (b) e (E) as retas que defi-
nem tal bissetor — (b) e (p). (b)
A segunda solu¢do, correspon- (i),

dente ao segundo bissetor das direcdes

(r) e (s), ndo esta incluida nas Figuras
1069 e 1070.

Figura 1069 \(’S)\

pl
Jl
f'
sl
hl
~ S'1
J 1
\ r=r \b\$‘\s
S
b
p
L=r
(I

Figura 1070
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898 - Desenhar as proje¢coes do quadrado (A)(B)(C)(D), do primeiro diedro, sabendo
que o lado (A)(B) pertence a reta (r), que os vértices (B) e (C) equidistam dos lados
do angulo (xay) e que (C) pertence a (7).

Sao dadas as projecoes do angulo (xay) e dareta (r).

Resolugao: Como o angulo (x@y) dado pertence a um plano horizontal, os pontos (B)
e (C) devem estar no plano (f3), vertical, bissetor desse dngulo, o que proporciona, de pronto,
o vértice (B) (Figura 1071). E, se (r) é suporte para o lado (A)(B), (B)(C) ha de pertencer ao
plano (y), conduzido por (B) e perpendicular a (r), o que define a posi¢ao do vértice (C), no
cruzamento de Br e yn (Figura 1071).

Conhecidas as projegdes do lado (B)(C), basta, entdo, determinar sua V.G.a=B’;C’y,
mediante uma mudanca de (1), que o torne frontal, para, com outra mudanca semelhante,
levando (r) também a posicao frontal, aplicar nela, a partir do ponto B, o valor a do lado
do quadrado, de modo que (A) fique no primeiro diedro e, enfim, completar (A)(B)(C)(D)
com paralelas (Figura 1071).

Al
0. X'=zy'
Bl
Dl
Hl
X
H C
B D 2
N
Hi ~
0
YT a
BN Bl
N
a
A2 r'z
Figura 1071
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899 - Determinar as proje¢des da reta frontal (®) apoiada na vertical (a) e na reta de
topo (b) e igualmente inclinada em relagio as retas reversas (r) e (E)(F), dadas as
projecoesa, b, 1, , EE,F e F.

Resolugdo: A frontal (®), pe- b’
dida, hd de ser paralela a uma frontal
(») de um dos planos bissetores dos E,
angulos formados por (E)(F) e (ry),
paralela a (r) e conduzida por (E). \
W

=

Assim, construidas a bissetriz (b) E)

de um dos angulos formados por (r;) e F '
(E)(F) e a perpendicular (p), por (E), ao {

plano das retas (E)(F) e (r;), define-se o 3

plano bissetor procurado (Figura 1072). b 4
Basta, entdo, construir uma frontal (®)

desse plano e a paralela (®), concorren- d /

te com as retas (a) e (b), uma das duas .
solugdes do problema. E / f

A segunda, correspondente ao o

E

segundo bissetor, ndo foi incluida na (b " Figurat072

Figura 1072.

900 - Instituir o lugar geométrico dos pontos pertencentes ao plano (a) e equidistantes
dos planos (y) e (0), todos dados por seus tracos.

Resolugao: O lugar geométrico
é (numero 5.2) o par de retas (h)) e B, Sy By
(h,), intersegdes dos bissetores de (y)
e (0) com o plano horizontal (o) (Fi- —

\

gura 1073). aw'=zh|=zh)

A resolugdo fica facilitada, por

terem os planos dados (y) e (0) tracos

horizontais paralelos.
0

Uma simples mudanca de ()

\

YT B
transforma os planos em de topo, yr V)

A . o
levando seus angulos a verdadeiras B 1
1

grandezas na nova projegdo vertical h, h,

(Figura 1073). Figura 1073
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901 - Desenhar as proje¢des do quadrilatero convexo (A)(B)(C)(D), pertencente a (),
sabendo que todos os seus vértices equidistam das retas (r) e (s), dadas por suas
projecoes, e que o quadrilatero se inscreve num circulo tangente a (7’), cujo centro
é a projecao horizontal ] do ponto (J) comum a (r) e (s), dadas as projegoes de (r)
e (s). (A) é o vértice de menor abscissa e (B) o de menor afastamento.

Resolugdo: Os pontos pro- p' o’
curados, devendo pertencer a cada
um dos bissetores (B;) e (B,) dos J
angulos formados por (r) e (s), hao
de estar sobre os tracos horizontais

Bym e B,m, definidos, respectiva-
mente, pelas unides do trago hori-
zontal (H) da perpendicular (p) ao

plano de (r) e (s), conduzida por

(J), aos tragos horizontais (H;) e
(H,) das bissetrizes (by) e (b,) dos
angulos formados por (1) e (s), ob-

tidas com o rebatimento do plano

(o) dessas retas (Figura 1074), so- o
bre (). Figura 1074

902 - Determinar os tragos do plano (a), inclinado de 60° em relagio a (1), conhecendo
a projegao horizontal i da intersegdo de (o) com (By3).

Resolugdo: Completada a I o
reta (i), por simetria em relagdo
('n), o cone de revolucdo de vér-
tice num ponto (I) qualquer de (i),
base em (m) e geratrizes inclinadas 60° |

de 60° em relacao a (), da as duas - —
solugdes pelas tangentes de (J) a
sua base, e, com o auxilio da frontal
(I)(H) (Figura 1075), obtém-se our.

A segunda solugdo ficou in-

dicada pelo ponto 2, de tangéncia
T

de (J) a base desse cone. Figura 1075
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903 - Determinar os tragos do plano (o) pertencente ao ponto (A), dado por suas proje-
¢oes, inclinado de 60° em relacdo ao plano (y), dado por seus tracos, sabendo que
areta (ary) é horizontal.

Resolugdo: O plano (o) ha de
ser tangente ao cone de revolucao de
vértice (A), base em (y) e geratrizes
inclinadas de 60° em relacao a (y).

E, para poder cortar (y) se-
gundo uma horizontal, deve conter

uma das tangentes a base do cone
com a dire¢do horizontal de ym, o
que, para as posi¢oes dadas, resulta

em duas solugdes: os planos (o) e .
(a,) (Figura 1076). 607

YT = QT

904 - As retas (r), (s) e (e) perten-
cem, todas, a um ponto (F). (Vo) (h);
Pede-se instituir o lugar ge- P R

ométrico dos eixos de rota- \w
¢ao (e), que permitem girar v
(r), até que ela venha a ocu- " Figura1076

par a posic¢io de (s).

Apresente apenas a resolu-
¢ao espacial.

Resolugao: Para qualquer eixo
(e), que permita girar (r), até que ve-
nha a coincidir com (s), sendo (r),

(s) e (e) concorrentes num ponto

tixo (F), ja que os angulos que tal
eixo forma com (r) e (s) tém que ser
iguais, fica (e) obrigado a pertencer
a pelo menos um dos bissetores (3)

dos angulos formados pelas retas (r)
e (s) (Figura 1077).

Figura 1077

Assim, o lugar geométrico pedido é o par de planos bissetores dos angulos formados
por (r) e (s).
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905 - Determinar as projecdes da reta (r) que, passando pelo vértice (O) do triedro
(O-xyz), dado pelas projecdes de suas arestas, serve de eixo para as rotagdes des-
sas arestas, de modo que venham todas a coincidir.

Resolugao: Tal como instituido no problema anterior, a reta (r) procurada deve per-
tencer aos bissetores dos angulos faces do triedro. Como duas arestas sao horizontais e a ter-
ceira é frontal, é bem simples construir o bissetor (a) das horizontais, assim como o bissetor
(7), do angulo formado por uma dessas horizontais e da terceira aresta, frontal.

Assim, (o) é um plano vertical r\ o
de simples obtengéo e (y) fica definido b !

pela bissetriz (b) do angulo das arestas o (
(Oy) e (Oz) e da perpendicular (p) ao M
plano dessas arestas, pelo vértice (O).

\

Ol
Um plano vertical auxiliar (6),

paralelo a (a), secciona (y), produzindo

areta (1) que, por ter que ser paralela a 0

N
k ,\§
r_

Figura 1078

reta procurada (r), proporciona o traca-
do desta, por (O) (Figura 1078).

Cabe observar que o presen-

te problema ¢é repeticdo do de niime-

ro 757, com resolugdo absolutamente
diferente.

906 - Determinar os tracos dos pla-

nos bissetores dos angulos que

QT

o plano (o), dado por seus tra- V!

¢os, forma com (1”).

v
Resolucao: Basta, com uma mu-

K | k4
%
. — 0
danga, construir um plano (o), parale- =
lo ao dado (o) e dele distante um valor N
arbitrado k, e utilizar suas intersecoes o
/,

com os planos de perfil de abscissas

+k e -k (Geometria Descritiva, nGmero am
154.1), além, é claro, da propria interse- By
¢do de (a) com (n”) (Figura 1079). Figura 1079 \qu-r
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907 - Desenhar as proje¢des do triangulo equilatero (A)(B)(C) pertencente a (7), saben-

do que seu lado (B)(C) tem todos os seus pontos equidistantes dos planos () e (y).

Dados 07, 07, Y, Y’ e A.

Resolugdao O lado (B)(C) ha
de pertencer a um dos bissetores
(B) dos angulos formados por (0) e
(7), e, como também pertence a (1),
(B)(C) ha de estar sobre Pm, facil-
mente construido com o auxilio de
AC, inclinado de 30° com a perpen-
dicular, por A, a Brt (Figura 1080).

Os vértices (B) e (C) tém
denominag¢des permutaveis, e a se-
gunda solugdo, para o outro bisse-
tor de (0) e (y), ndo foi incluida na
épura da Figura 1080.

N\

01,

(Glry YTy

(Sl

B
Figura 1080

908 - Determinar as projecdes da reta (e), que permitam girar os planos (a), (0) e (y),

dados por seus tracos, até que venham a coincidir, em posi¢iao paralela a reta (r),

dada por suas projegoes.

Resolucdo: Sendo todos os trés planos dados perpendiculares a (1), os eixos de rotagdo

que permitem gird-los até suas coincidéncias sao os de topo que passem, ou pelo incentro (I),

ou por um dos trés exincentros do
triangulo formado por seus tragos
verticais o, YU e 07, eixos também
de cada uma das quatro superficies
cilindricas de revolu¢ao tangentes
aos trés planos.

Na Figura 1081 apresenta-se
uma das duas posigdes finais - (¢) -
que os trés planos dados assumem
apos as rotagoes, em torno do eixo
de topo (e) pertencente ao incen-
tro (I), ficando, entdo, coincidentes
e paralelos a (r).
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Carituro XllI

ConsTRUCAO DE POLIEDROS

Neste capitulo vao listados problemas referentes a construgdo de poliedros. Sao pouco
mais de quatro dezenas.

Antes, porém, das constru¢des propriamente, cabe recordar como se determina a visi-
bilidade desses sélidos quando representados em épura. Para tanto, vejamos as convengoes
estabelecidas, conforme detalhado no item 167 do livro Geometria Descritiva deste autor e
que seguem listadas:

1 — As faces dos poliedros sdo habitualmente consideradas opacas, devendo ser expli-
citamente citadas eventuais exce¢des a esta regra.

2 - Como consequéncia primeira de tais opacidades, decorre que alguns elementos
desses solidos, como vértices e arestas, poderdo, por estarem encobertos por uma ou mais
faces, vir a ser ocultos, ou invisiveis, para o observador que os estiver apreciando.

3 - Convenciona-se representar todas as linhas visiveis por tracados continuos e, por
linhas tracejadas e homogéneas aquelas, as arestas invisiveis.

Alguma linha interior ao sélido, que merega ser destacada, pode, ento, ser representada
por linha mista (trago, ponto, trago), devendo ser, necessariamente, alvo de especial referéncia.

4 — As proje¢des de um poliedro sdo independentes, visto que, para toda a Geometria
Descritiva, sdo dois os observadores considerados, ambos impréprios, um para (1), com

cota positiva e infinita; outro para (1’), com afastamento positivo e também infinito.

5 — Para se construir cada projecao de determinado poliedro, deve-se obter as proje-
¢oes de todos os seus vértices e uni-las ordenadamente, criando, assim, todas as suas arestas.

6 - E, para tanto, do ponto de vista tedrico, devem ser enviadas ao poliedro projetan-
tes verticais, para a proje¢ao horizontal, que alcancem todos os pontos de suas arestas, e, de
modo equivalente, projetantes de topo que os atinjam, para produzir a projegao vertical do
solido.
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7 - Pois, essas projetantes se organizam de modo tal que, sempre, se da a criagdo de
duas superficies prismaticas circunscritas ao poliedro em estudo, uma com arestas verti-
cais, produzindo, assim, o contorno da projecdo horizontal do poliedro, naturalmente um
poligono convexo, visto que o presente estudo limita-se aos poliedros convexos. A outra
superficie prismatica circunscrita ao poliedro, com arestas de topo, proporciona o contorno
de sua proje¢ao vertical (Figuras 1082 e 1083).

Figura 1082 Figura 1083

8 — Esses dois poligonos convexos, um em (1), o outro em (1), por corresponderem
apenas as projecoes do poliedro, sdio denominados contornos aparentes do poliedro e sdo
sempre visiveis, por nao sofrerem obstru¢ao de quaisquer faces do sélido, em cada uma de
suas projecoes, sendo representados por linhas continuas.

Eles correspondem as proje¢cdes mais periféricas de arestas, vértices e, eventualmente,
faces do poliedro.

9 - Naturalmente, arestas e vértices nao pertencentes ao contorno aparente restarao
interiores a ele, em cada projecao, podendo ser visiveis ou nao.

10 — Os planos de projecao sao, salvo expressa referéncia contraria, considerados
transparentes, ndo interferindo, entdo, nas visibilidades das proje¢des dos poliedros, que,
por isso, ndo dependem de quais sejam os diedros alcangados pelos sélidos.
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11 - Voltando ao mencionado no item 6, anterior, ¢ facil concluir que, em projecao
horizontal, serdo visiveis os vértices e as arestas de maiores cotas, situadas, por isso, na parte
do poliedro superior a linha poligonal de contato dele com a superficie prismatica a ele cir-

cunscrita. E, ao contrario, invisiveis aqueles que estiverem em sua por¢ao inferior.

Simplificadamente, diz-se que sao visiveis os elementos de maiores cotas e invisiveis

os de menor cota.

De modo equivalente, para a projecao vertical, sdo visiveis os elementos de maior
afastamento e invisiveis os de menor afastamento.

12 - Para enfatizar o acima exposto, consideremos duas arestas, reversas (A)(C) e (B)(D)
de um poliedro convexo qualquer, e observemos a projetante vertical correspondente ao pon-
to de cruzamento, em projecdo horizontal, das projecdes AC e BD dessas arestas, dando espe-
cial aten¢ao aos pontos (M) e (N) em que tal projetante encontra, no espago tridimensional,
aquelas arestas (Figuras 1084 e 1085). E claro que, porque as duas faces do poliedro que for-
mam a aresta (A)(C), mais altas que sdo, encobrem, para a proje¢ao sobre (1), a aresta (B)(D),
na projec¢ao horizontal do sélido resta visivel AC, ao contrario de BD, o que se observa, em
épura (Figura 1085), comparando as cotas de (M) e (N), pelas projecdes verticais M’ e N.

O mesmo raciocinio se aplica, para a projecdo vertical entre duas arestas reversas
(A)(C) e (B)(D), pela utilizagao da reta de topo (R)(S) (Figura 1085), mostrando ser visivel
a aresta (A)(C), situada a frente de (B)(D), que fica oculta pelas duas faces que formam a
primeira, visto que o ponto (R) tem afastamento maior que (S), conforme indicam suas pro-
jecoes horizontais R e S.

A

C

Figura 1084 / Figura 1085 c

Em resumo, diz-se que duas arestas reversas, cujas projecdes se cruzam no interior do

contorno aparente, tém visibilidades opostas.

CELio PiNTO DE ALMEIDA 303

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 303 28/02/2022 15:29:35



13 - Naturalmente, se um vértice interior ao contorno aparente for visivel, serao visi-
veis todas as arestas que a ele chegam. E o que ocorre no exemplo das Figuras 1086 e 1087,
em que ¢ apresentada apenas uma proje¢ao de um solido, para ressaltar as visibilidades dos
vértices (A) e (B), em projecao horizontal, ambos visiveis, tais suas grandes cotas, como vi-
siveis também hao de ser todas as arestas que a ele chegam, altas também.

Ja o vértice (]), por sua muito menor cota, apresenta-se invisivel na projecao horizon-
tal apreciada J, como também invisiveis tém de ser as quatro arestas que nele convergem,
ocultas que estao, para o observador relativo a (), pelas faces que, mais altas, formam o
contorno aparente da projecdo horizontal do solido estudado.

Assim, quando

um Vvértice interior A

ao contorno aparen- G

te é invisivel, assim o /
sdo, também, todas
as arestas que a ele
chegam.

E também o

que ocorre, agora €m

projecao vertical (Fi-
guras 1088 e 1089),
com as arestas visiveis

que chegam ao vértice Figura 1086 Figura 1087
(J), de maior afasta-
mento, e com as invi-
siveis que formam os
vértices (A), (B), (C)
e (D), pertencentes a
parte posterior do po-

liedro apreciado.

Como exer-

cicios, passamos a

propor a determina-
¢do das visibilidades

de poliedros diver-

sos, dados por seus

vértices e sob certas

condigoes. Figura 1088 Figura 1089
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Em cada uma das épuras abaixo, apenas uma projecao de um poliedro convexo é apre-
sentada, por todos os seus vértices, esclarecida pelas informagdes adicionais fornecidas.

Pede-se completar tal projecao, indicando as arestas visiveis e as ocultas.

Resolugdes: Em todos os casos, é a determinacgao dos vértices visiveis, por suas cotas,
ou afastamentos, superiores, e a apreciagdo de arestas reversas que resolvem as questdes.

909 - Tetraedro 910 - Piramide 911 - Prisma
(J)-(A)(B)(C), base em (J)-(A)(B)(C)(D). (J) (A)(B)(C)-(R)(S)(T)
(1); (J) no 1° diedro tem a menor cota do 12diedro
A —
B
C
Figura 1090 Figura 1091 Figura 1092
912 - Paralelepipedo. Base 913 - Tetraedro (J)-(A)(B)(C), 914 - Prisma (R)(S) & (B,4)
(A)(B)(C)(D) frontal, base em (B3); (J) & () (A)(B)(C) € (By3)
afrente de (R)(S)(T)(U)
Bl
Al
T
U
C' —
- Figura 1093 - Figura 1094 B Figura 1095
915 - Piramide (J). Baseem 916 - Prisma no 1°2diedro 917 - Piramide (J) do 1°
(). (J) no 42 diedro (A)(B)(C) em () diedro. (]) g ()
- B
| '
D
J p—
Figura 1096 Figura 1097 Figura 1098
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Em cada uma das épuras abaixo, sao dadas as projecoes de todos os vértices dos

poliedros convexos nominados, caso a caso.
Pede-se completar suas proje¢des, sabendo que todas as suas faces sao opacas.

Resolugdo: Lembrar que as visibilidades sdo independentes em cada projecao, bus-
cando cotas e afastamentos maiores e arestas reversas, utilizando, quando necessario, auxi-

liares (v) e (t), respectivamente, vertical e de topo.

918 919

v 152{

J - c
3 tNB
Figura 1099 Figura 1100
920 921
(v); v
A (A B
' (B): J 1 b
J B \ * (t)
c \ 27 D
)
D (D) A
p— p— — B —
Figura 1101 Figura 1102
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922 - O tetraedro regular (J)-(A)(B)(C), do primeiro diedro, tem sua face (A)(B)(C) em
(1), inscrita num circulo de 16 mm de raio, tangente a (’n) e ao traco horizontal
ar do plano (o). Sabendo que (A) tem distancia maxima a ot e que (J) pertence
a (a), pede-se desenhar as proje¢des do sdlido e construir o trago vertical an’ do
plano (a), que deve ser considerado transparente e com sentido direto. Dado an.

Resolu¢do: Marcado o centro J do cir- JUXV

culo circunscrito a face (A)(B)(C), sua cons-

trucdo, em V.G., em (1), fornece o valor a da
aresta do tetraedro, que proporciona, com \ N
V_\C'

A B'

uma rotagdo que leve a areta (J)(A) a posigao
frontal (J)(A), a obtengdo de J” (Figura 1103). 16

Com auxilio da horizontal (h), ob- A

tém-se o trago vertical o, pedido. a

h

A ordem dos vértices (B) e (C) foi B Jaw
Figura 1103

16

arbitrada.

923 - As horizontais (r) e (s) servem de suportes a duas arestas opostas de um tetraedro
regular (V)-(A)(B)(C), a aresta (V)(A) em (r).

Construir as projec¢des do solido, sabendo que (A) é o vértice de maior afastamen-
to e (B) o de menor abscissa. Dados r’, s, r ¢ A (em r).

Resolucio: Sabe-se (Geometria Descritiva, nimero 170) que as arestas opostas de um te-
traedro regular sdo ortogonais e que a distancia entre elas se mede pela altura de um triangulo
isdsceles de base igual a aresta do solido e cujos dois lados iguais valem as alturas de suas faces.

Como, no caso, ¢ implicitamente dada

adistdncia d entre as arestas opostas (V)(A)
e (B)(C), uma simples construg¢ao geométri-
ca, a partir de um tridngulo equildtero ABC,
de lado 3, arbitrado, d4 a altura facial h e
a distancia d. Por paralelas, a AC e CA,
a partir da distancia d conhecida, obtém-se

o valor a da aresta do tetraedro pedido, o
que, entao, permite a constru¢ao do quadra-
do ABVC, em projecao horizontal (Figura

1104), cujas diagonais sdo iguais ao valor a

da aresta do sélido. Figura 1104
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924 - Desenhar a épura de um cubo do primeiro diedro, apoiado por uma face em (’)
e por uma aresta em (1), sabendo que duas faces do solido formam 30° com (7).

Arbitre a abscissa inicial e dé 4 aresta a medida de 26 mm.

Resolucao: Tendo uma face em (1),
a projegao vertical do cubo reduz-se ao
quadrado que é seu préprio contorno apa-
rente (Figura 1105), por ter quatro arestas
de topo.

O angulo 30° da face com (7) vem
em V.G. na projecdo vertical e poderia ter
sido construido no sentido oposto.

Conforme estabelecido, a abscissa

inicial foi arbitrada.

Figura1105

925 - Construir as proje¢oes do hexaedro regular situado no primeiro diedro e apoiado
pela face (A)(B)(C)(D), no plano (o), a aresta (A)(B) em (7) e o vértice (C) em (70’),
dadas, apenas, as proje¢des horizontais dos vértices (A) e (B).

Resolugao: Por estar em (m) e em
(o), a aresta (A)(B) define o traco hori-
zontal o,

Assim, construida a V.G., rebatida,
AB(C);(D), da face quadrada situada em
(a), o algamento do vértice (C); traz sua
projecao vertical C’ (Figura 1106).

Para compor o cubo, sao tragadas as

perpendiculares, pelos vértices da face al-
¢ada, a (o) e, com auxilio de uma mudan-

¢a de (1), aplica-se o valor da aresta a do

solido numa delas, obtendo-se o primeiro
vértice (R) da segunda face, completando
a épura com paralelas.

Observe-se o tracado mais fino do

b
trecho de at’ encoberto pelo cubo. Figura 1106
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926 - O octaedro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S) tem a diagonal (J)(S), vertical, em (1),
a aresta (A)(B) no plano (y), (A) em (1°), e esta inteiramente no primeiro diedro,

apoiado por (S) em (7). Pede-se construir sua épura, sendo dados o traco horizon-

tal do plano (y) e a origem O das abscissas.

Resolucdo: Sendo vertical a
diagonal (J)(S), a secao diagonal
(A)(B)(C)(D), que lhe é perpendicular,
projeta-seem V.G.em (1), 0 que permite,
com a construcdo da bissetriz b do an-
guloretoem A, determinar o centro J=S

do quadrado ABCD (Figura 1107).

Para a projecao vertical, pronta a
diagonal J'S; com mesmo comprimento
que AC = BD, o plano horizontal (o),
mediador de (J)(S), completa a questao.

,y,n.l Jl

B/ A C' D' aT'
\
\
D12 \
\ [/
Al ;
— 0 —
D
J=S
D2
B
(C
¥ Figura 1107 b

927 - Desenhar as projec¢des do octaedro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S), apoiado por sua

face (J)(A)(B) em (7) e situado no primeiro diedro, dados A e B.

Resolugao: Sabe-se (Geometria
Descritiva, numero 172) que, no caso,
o contorno da projecdo horizontal
¢ um hexagono regular, de imedia-
ta construcao, apos se desenhar, em
V.G., a face (J)(A)(B), com apenas
uma solugéo.

A distancia d entre esta face e a
oposta (S)(C)(D), também horizontal,
se obtém com a constru¢do do trian-
gulo isésceles BMN, com lados BM e
BN iguais 4 altura facial h e a base
MN igual 4 aresta a do octaedro (Ge-
ometria Espacial, nimeros 114.18 e
114.31), o que proporciona a distancia
d e, entdo, a projecdo vertical do sélido
(Figura 1108).
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928 - As arestas (J)(A), (J)(B) e (J)C) da piramide de base (A)(B)(C)(D) em (7) e vértice
(J) no primeiro diedro medem, respectivamente, 24 mm, 26 mm e 25 mm.

Dadas as proje¢oes dos vértices da base, pede-se construir as proje¢des da piramide.

Resolu¢ao: Completada a base
da piramide, pode-se obter os rebati-
mentos sobre (1) das faces (J)(A)(B) e
(J)(B)(C), conhecidas que sdo as me-
didas de suas arestas.

E as perpendiculares pelos re-
batimentos (J); e (J), do vértice (J) as
charneiras AB e AC proporcionam a
projecao horizontal ] do vértice (J)
do sélido (Figura 1109).

Finalmente, a rotagdo que leva
a aresta (C)(J) a posicao frontal traz
a cota de (J), completando, a questao.

/ / \al )
B
. \
Figura 1109

929 - Construir as projecdes da piramide regular (J)-(A)(B)(C)(D)(E)(F), de cota posi-
tiva, assente por sua face lateral (J)(A)(B) em (7), dadas as projecoes de (A) e (B),

sabendo que (J) € (n”).

Resolugao: Construidas, em
V.G., a face (J)(A)(B) e a base da pira-
mide, por seu rebatimento sobre (1)
em torno da charneira AB, o triangu-
lo JMN (Figura 1110) com dois lados
JM e ]N iguais ao ap6tema da pirami-
de e o terceiro MN medindo o dobro
do apotema da base, num segundo
rebatimento lateral dessa secdo, sobre
(), em torno de JM, proporciona a
projecao horizontal da base e as co-
tas z e 2z dos vértices (C) e (F) e dos
vértices (D) e (E), respectivamente
(Figura 1110), que completam a pro-
jecdo vertical.
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930 - O plano vertical (o), dado por seus tragos, contém os vértices (A), (B), (C) e (D) de
um octaedro regular de diagonal (J)(S).

Dadas as projecdes verticais dos vértices (A) e (B), pede-se a épura do solido sa-
bendo que pertence ao primeiro diedro e que a abscissa de (J) é maior que a de (S).

Resolugao: Rebatido (o) \ o

sobre (7), consegue-se a secio
quadrada (A);(B){(C);(D);, em
V.G., que, alcada, proporciona
os vértices (C) e (D) do sélido. h'

A diagonal (])(S), perpen-
dicular a (o), tem que ser a ho-

rizontal (h), por seu centro (O), -
com a V.G. obtida do rebatimen-

to, como (B);(D);, o que com-

pleta a épura (Figura 1111).

Observe-se a por¢ao do

— -

traco vertical an;, do plano (o), )
Figura 1111

em linha continua, mas fina, por
estar oculta pelo sélido.

931 - Um cubo contido inteiramente no primeiro diedro tem uma aresta (A)(B) em () e
outra (C)(D) em (7). Dadas as projecdes horizontais dos vértices (A) e (B), numa
paralela a (n’xt), desenhe a épura do solido.

Resolucao: Por ter arestas fronto-
horizontais, como a dada (A)(B), o cubo
tem que ter duas faces de perfil, perpen-
diculares aquelas arestas, o que enseja o

uso de uma vista lateral, para a constru-
¢do, em V.G., do quadrado do primeiro

diedro, apoiado por (A)(B) em () e por

(C)(D) em (1°), imediata, por se ter o va- AF————— B /
lor a daaresta do cubo (Figura 1112). S
B e /
A vista lateral é util, também, para //
a determinagdo das visibilidades das pro- -
jecdes do sdlido. Figura 1112
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932 - Desenhar as proje¢oes de um cubo
do primeiro diedro e de aresta
igual a 28 mm, sabendo que sua
face (A)(B)(C)(D) pertence ao pla-
no (o), dado por seus tragos, e que
a aresta (A)(B) é de perfil, (A) em
(m) e (B) em (10°).

Resolugdo: A vista lateral de uma reta

(V)(H) de perfil de (o) permite a aplicagdo
do valor estipulado 28 mm, proporcionan-
do a aresta (A)(B) (Figura 1113).

Rebatido (o) sobre (1) fica imediato
construir,em V.G.,aface (A);(B);(C);(D);,
tanto quanto al¢a-la. As perpendiculares a
(o) por esses vértices dao corpo ao cubo e
a rotacao da aresta de (A), tornando (A)(])
horizontal, permite a determinacdo do pri-

meiro vértice - (R) - da face oposta e, com
paralelas, completar a épura.

933 - Construir as projecoes do octae- amr'
dro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S), S, ¢
que tem seus vértices (A), (B), (C) A NN
e (D) no plano (), dado por seus / \Q\
tracos, com a aresta (A)(B) ho- // . \\
rizontal de menor cota, (A) com Lo

abscissa menor que (B), dadas as S >
projegdes de (J). DR

Resolucgao: A perpendicular de (]) a 0
(a) da, por seu trago (O) em (a), o centro (A); NS

do octaedro e, por rotagao que faz (J)(O)

horizontal, o raio R do sélido, com o qual,

rebatido (o) sobre (), consegue-se cons- D), "
truir o quadrado (A);(B);(C);(D);, que, o
alcado, proporciona os vértices que falta-

vam, ja que (S) é o simétrico de (J) em re- a,

lagdo a (O) (Figura 1114). Fig(uCr);1114
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934 - Os pontos (A) e (T) sdao os extremos de uma diagonal vertical de um cubo situado
inteiramente no primeiro diedro, cuja épura pede-se construir, dadas as proje¢des
de (A), sabendo que (A)(T) = 39 mm e que uma segunda diagonal (B)(U) do cubo
é paralela ao plano transparente (y), dado por seus tragos. (R) é o vértice de menor
abscissa, com cota inferior a de (C).

Resolucao: Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 111.19) que a proje¢do horizontal
de um cubo que tenha uma diagonal vertical tem por contorno um hexdgono regular, cujo
centro ¢ a projecao dessa diagonal (Figura 1115) e cujo raio ¢ igual a altura do triangulo re-
tangulo de hipotenusa igual a diagonal, tracada por um de seus pontos tercos.

Assim, marcado o vértice (T) e construido o triangulo retangulo ABT conforme aci-
ma detalhado (Figura 1116), obtém-se a V.G. r do raio do circulo circunscrito ao hexdgono
regular, contorno da proje¢ao horizontal do cubo pedido.

Por ter que ser paralela ao plano vertical (y), dado, a diagonal (B)(U) deve ter sua
projecao BU paralela a yrt, o que define a posi¢ao do hexdgono (Figura 1116). Para a proje-
¢do vertical, basta lembrar que esses seis vértices do cubo sdo os vértices de dois triangulos
equilateros cruzados (B)(D)(R) e (S)(U)(C), situados em planos horizontais pertencentes
aos pontos tercos da diagonal (A)(T) (Figura 1116). A ordem da nominagao dos vértices foi
arbitrada.

Figura1115 Figura1116
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935 - Desenhar a épura do prisma hexagonal regular do primeiro diedro, assente por
uma base no plano (a), dado por seus tragos, sabendo que todas as suas arestas
medem 16 mm, que as bases tém lados frontais e que a que pertence a (o) tem por
centro o ponto (I) = ("B 3).

Resolugdo: Imediata a obtengdo do
ponto (I), intersegdo de (av), (1”) e (B13)
e, com o rebatimento de (o) sobre (1), a
constru¢do da V.G. da primeira base do
prisma (Figura 1117). Também simples
a construcdo das arestas laterais, todas
frontais, por serem perpendiculares ao

plano de topo dessa base. —

936 - Um prisma pentagonal regu-

lar, pertencente ao primeiro

diedro, tem sua base inferior 8 \\\
(A)(B)(C)(D)(E) apoiada pelo

lado (A)(B) em (7) e pelo vérti- o

ce (D) em (TC,). Figura 1117

Dada a projeciao horizontal do
vértice (A) e sabendo que (A)(B)
é paralela a (1U°), que as arestas

basicas medem 25 mm e que as
laterais medem 22 mm, pede-se

d

construir as projec¢oes do prisma. ’
1

Resolugdo: Por ser fronto-hori-

zontal, a aresta (A)(B), uma vista lateral, — —

com o apoio da construgdo, em V.G., da N ,
base (A)(B)(C)(D)(E), resolve a ques-
tdo, pelos transportes das distdncias de :
(D) ao lado (A)(B) e entre as paralelas :
(A)(B) e (C)(E). |

>
N
33
AN

di
d,

E)
Para a segunda base, bastou ob- 1 )

ter um vértice - (U), na Figura 1118 - e

trabalhar com paralelas, na épura. O Figura1118
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937 - Construir as proje¢des da pira-
mide regular (V)-(A)(B)(C)(D),
que tenha a base em (B;3) e o
vértice (V) em (7’), dadas as pro-
jecoes verticais dos vértices (A)
e (B), sabendo que a piramide se
situa no primeiro diedro, consi-
derando (B, 3) transparente.

Resolucao: Rebatido (B;3) sobre

(1), constrdi-se a base em V.G., que ¢ al-

¢ada com o auxilio das retas suportes dos

lados (A)(B) e (A)(D) e com paralelas.

Marcado o centro (O) da base, a al-

tura (O)(V) do sélido, perpendicular que
tem que ser a (By3), é de perfil, com proje-
¢oes OV e O'V’ iguais, e com mesmos sen-

tidos (Geometria Descritiva, numero 76).

938 - Desenhar as proje¢des da pira-

mide hexagonal regular, do pri-

meiro diedro cujo vértice (V)

pertence a (1), sabendo que a
aresta (A)(B), dada por suas pro-
jecoes, é de maior declive do pla-

no da base do sdlido.

Resolucao: Obtidos os tragos do
plano (o) da base, seu rebatimento pro-
porciona, de imediato, sua construcio
em V.G., com al¢ado simples, aprovei-
tando o paralelismo de lados e diagonais

(Figura 1120).

A perpendicular a (o) pelo centro

(O) da base traz (V), na abscissa zero.

Os tragos de (o) foram apresenta-
dos com linhas continuas, mas finas, ja

que o plano nao foi dado.

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 315

V
p— / p—
/
h
7/ o ~ -
7/ ~
2 e
D ) ‘
4//
B
(D)1 ( )1
C
©)
Figura1119
\\\\\\& \\\\\ \ h
B "
/,w’/ ) \ C =~ ~ \k \
O s
(A
| /0. o
\\
Oi'n'; \\ / ) //
(F)1\ N S
(B
Figura 1120

CELio PiNTO DE ALMEIDA 315

28/02/2022 15:29:38



939 - Desenhar as proje¢des da piramide (J)-(A)(B)(C), dadas as proje¢des do vértice (J) e
os tragos do plano (o), da base (A)(B)(C), sabendo que as trés arestas que chegam ao
vértice (A) formam um triedro trirretangulo, que as arestas (J)(A), (A)(B) e (A)(C)
sdo iguais, (B) em () e que o solido nao é cortado pelos planos de projecao.

Resolucao: Sendo trirre-
tangulo o triedro em (A), a aresta
(J)(A) tem que ser perpendicular
ao plano (a), da base da piramide.

Assim, obtido (A), trago, /
em (o), da perpendicular por (J)

a esse plano e o valor a da ares- —

ta (J)(A), com a rotagdo que da

AJ; = a, no rebatimento de (a)
sobre (1) temos (B); = B em au,

com uma segunda posi¢ao, indi-

cada pelo nimero 2, que, afinal,
nao serve, para manter o sélido

no primeiro diedro.

O algamento de (C); se fez
com a reta (A)(C) (Figura 1121).

©

"Figura 1121

940 - Construir as proje¢oes do cubo que tem uma face no plano (o), outra no plano (f3),
outra em (1) e uma aresta no plano (y), restando inteiramente no primeiro diedro,

dados os tragos de (o), (B) e (y).

Resolugdo: Com uma face v B
no plano horizontal (o) e outra

em (1), fica definido o valor a da
aresta do cubo.

E, tendo uma aresta em (y),

esta ha de pertencer, dado que (y)

e (B) sdo planos verticais, a inter-
secao desses dois planos.

Enfim, para restar no pri- \

meiro diedro, o cubo s6 pode N

ter uma posigdo (Figura 1122), a -
frente de (B) e de (y). o
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941 - Um tronco de prisma obliquo tem uma base em (7), outra no plano transparente
(a), dado por seus tragos, e se situa inteiramente no primeiro diedro.

Sabendo que a base inferior é um quadrado, do qual é dado, por sua projecao ho-
rizontal, o lado (A)(B) e que as arestas laterais do tronco formam 45° com (1) e 30°

com (7°), pede-se construir as projecoes do sdlido.

Resolugao: A construcdo da base inferior do tronco é imediata, em V.G, a partir do
lado dado AB, assim como a da reta (r), por um ponto arbitrado (J), com as inclina¢des
estipuladas (Geometria Descritiva, numero 142), escolhida, das quatro possibilidades, a
unica que produz, no plano (a), um sélido inteiramente situado no primeiro diedro (Fi-

gura 1123), no espago disponivel para a épura.

A segunda base do tronco se consegue com a intersecao da aresta lateral do vértice (C)
com o plano (a), obtendo-se (C), e com a afinidade existente entre as proje¢des horizontais

das duas bases do tronco (Figura 1123), tendo por eixo o trago horizontal an.

rl QT
J! N
30 B 3
L) ,
D /
50
— \\ A' Dl —
1
J
r D
Figura 1123
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942 - Dadas, por suas projecoes, as fronto-horizontais (r) e (s), sabendo que elas siao

suportes de duas arestas de um octaedro regular, desenhe as projecdes do solido.

Arbitre a abscissa inicial.

Resolugdo: A inexisténcia
de linha de terra propode a utiliza-
¢do de um plano horizontal (0),
pertencente a reta (s), que fun-
cione como referéncia. E, numa
vista lateral, obtida a V.G. da
aresta a do sdlido, a construcao
do triangulo retangulo isosceles
(0);(M);(N); traz o valor D/2
da semidiagonal (Figura 1124) e,
entdo, na vista lateral, a diagonal
(J)1(V)1 que, algada, completa a
épura, com paralelas.

NN
; e \ / \
2
v
/ I\
/ \
/ \
/ \
/
|
J
Figura 1124

943 - Construir as projec¢oes da piramide quadrangular (V)-(A)(B)(C)(D), que tem todas

as suas arestas laterais inclinadas de 20° em relagdo a linha de terra, dadas as proje-

¢oes do vértice (V) e os tracos do plano (o) de sua base. Sabe-se que as arestas laterais

sao paralelas duas ao plano (y) e duas ao plano (0), também dados por seus tracgos.

Resolucao: As arestas late-
rais hdo de pertencer a geratrizes
de um cone de revoluc¢ao de vértice
(V), eixo paralelo a linha de terra e
semiangulo no vértice igual a 20°.
A construcdo das arestas da pira-
mide se faz com o auxilio de uma
vista lateral (Geometria Descritiva,
numero 136) e com as projecdes
verticais respectivamente paralelas
aym eaOn (Figura 1125).

A base se obtém com facili-
dade, por ser (o) de topo.

944 - Desenhar as projecoes da

\(A)l o -(B)
o
20° VN
= |r N \ |
. c=D 6w () (CT/
— T “ a
"

am=yw =0T

Figura 1125

piramide irregular (V)-(A)(B)(C)(D), sabendo que sua base é um retangulo perten-
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cente a um plano paralelo a linha de terra, a aresta (A)(B) na reta (r) e os vértices (D)
em (1”) e (C) em (1), dadas as projecoes de (r) e de (V)

Resolugdo: Os tragos de (r) trazem os tragos do plano (a) da base da pirdmide, que,
rebatido sobre (1), permite, facilmente, construir o retangulo (A)(B)(C)(D), de algado bem
simples (Figura 1126).

aT' A
V' D
Bl
r'
Hl
B
r
o
H /
/
/
/
(B); /
/ /
/
J
Vv
D), /
oTT B
(A);
Figura 1126
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945 - Um triedro trirretingulo de vértice (J) é seccionado pelo plano horizontal (0) pro-
duzindo o triangulo (A)(B)(C). Dados o traco 07’ e as projecoes A, B e C, pede-se
representar, por suas projecdes, o triedro, escolhendo a solu¢iao que corresponda,
em épura, a maior distancia entre as projecoes J’ e J.

Resolucdo: Sabe-se (Geometria
Espacial, nuimero 76) que a projecao do
vértice de um triedro trirretangulo so- A\ h

bre um plano a ele secante é o ortocen- o'

tro do tridngulo se¢do, assim produzido.

Desse modo, por ser (0) horizon-

tal, o ortocentro do triangulo ABC é a
propria projecao J e, com o rebatimen-
to da face (J)(A)(B) sobre (0), obtém-
sea V.G. (J);A do segmento (J)(A) e, / :

com ela, a construgdo do tridngulo re-
tangulo JA] que proporciona a cota h
de (J) em relagdo a (0) (Figura 1127).

Figura 1127

946 - Dadas as projecoes dos pontos (A) e (B), complete o hexagono regular
(A)(B)(C)(D)(E)(F), de (m), nao cortado por (1”), e levante, por (C) e por (F), os
segmentos verticais (C)(C) e (F)(F) iguais a 15 mm, para cima de (7). Levante,
ainda, verticais por (D) e por (E), até que cortem o plano formado por (A), (B)
e (C), obtendo os pontos (D) e (E), de modo a criar o tronco de prisma de bases
(A)(B)(C)(D)(E)(F) e (A)(B)(C)(D)(E)(F).

o}

Pede-se apresentar as projecoes E

desse tronco de prisma. -
Resolugdo: Completado o hexa- / F
\\\
0 \AI

gono ABCDEE V.G. da primeira base

15
do tronco, imediata, por pertencer a

(), conforme os dados, fica simples —
obter os vértices (C) e (F), assim como

os dois tltimos (D) e (E), por terem que

ter cotas iguais ao dobro das dos dois W1

anteriores (Figura 1128), pertencendo

a um plano paralelo a linha de terra.

Figura 1128
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947 - De um cubo (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U) sao dados, por suas projecdes, os pontos
(E), (F) e (G), que pertencem, respectivamente, as arestas (R)(A), (R)(S) e (R)(U).
Pede-se construir as proje¢oes do cubo, sabendo que (R) tem abscissa maior que as

de (E), (F) e (G) e que (A) pertence a (10).

Resolugdo: Como (E), (F) e (G) pertencem a um plano perfil, opera-se numa vista lateral,

com esse triangulo, para definir a posi¢ao do vértice (R), tal como no problema 945, anterior.

Obtidas as retas (R)(E), (R)(F) e (R)(G), o trago vertical da primeira da o vértice (A) e,
com a V.G. a da aresta do solido, determinam-se os vértices (U) e (S), com os rebatimentos

laterais RKK e RLL, para completar, com paralelas, suas projecdes (Figura 1129).

Ll
h
UI —
D G o)
\
\
.IAK
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B (E) L
/
/ F, 7\
/ y (F)1
// L d (R)'] T
By ]
A | [T
ALY
N\ \a
E
\ R
X e //
F
AN
S
S/|U
L
Figura 1129
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948 - Dadas as projecdes dos pontos (B) e
(C), pede-se construir as projecoes
do prisma reto (A)(B)(C)-(R)(S)(T),
do primeiro diedro, sabendo que o
vértice (A) pertence a linha de ter-
ra, com abscissa menor que a de
(B)(C), que o angulo (K) da base
(A)(B)(C) mede 45° e que a altura
do solido é igual a aresta (B)(C).

Resoluc¢ao: Para construir a V.G. da
face (A)(B)(C), basta utilizar uma vista
lateral, com o arco capaz de 45°, que da o

triangulo (A)(B);(C); e, entdo, a V.G. de
(A)(B) e, logo, o vértice (A).

E, com uma mudanga que torne fron-
tal a reta suporte da aresta lateral (C)(1),
aplica-se a V.G. da altura h do sélido, igual
a (B);(C);, completando-se a épura com
paralelas (Figura 1130).

949 - Desenhar as proje¢des de um orto-
edro, situado no primeiro diedro e
apoiado por uma face quadrada no
plano (a), dado por seus tragos, a
partir das projecdes verticais dos
vértices (A) e (B) dessa face, saben-
do que a aresta lateral do vértice (A)
tem seu outro extremo no plano ho-
rizontal (y), dado por seu trago ym.

Resolu¢dao: Marcados (A) e (B) em
(a), com o rebatimento desse plano sobre
(m), constroi-se a V.G. da face quadrada
(A)(B)(C)(D) e, por seus vértices, tragam-se
as perpendiculares a (o), que ddo corpo ao
s6lido, localizando o vértice (A) da segunda
base em (y), completando-se o sélido com
paralelas (Figura 1131).
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950 - Desenhar as projecoes do tetraedro (J)-(A)(B)(C), apoiado pela base (A)(B)(C)
em () e situado no primeiro diedro, sabendo que a aresta (J)(A) é perpendicular
a base e que o angulo (B)(?)(C) mede 45°. Dadas as projecdes A, B e C.

Resolucao: Com o re-
batimento da face (J)(B)(C)
sobre(m),emtornode(B)(C),
a interse¢ao da perpendi-

Jl

cular por J a BC com o arco

capaz de 60° em relagdo a —
BC proporciona (J); e, com

a constru¢do do tridngulo
retangulo JHJ, rebatimento
sobre (1) da se¢do (J)(A)(H),
vem a cota h do vértice (])
(Figura 1132).

Observe-se que, por

projecao horizontal do sdli- Figura 1132

ser vertical a aresta (J)(A), a

do reduz-se a um triangulo.

951 - Representar, por suas proje¢des, a piramide hexagonal regular (V)-(A)(B)(C)(D)(E) (F),
situada no primeiro diedro e apoiada por sua aresta (A)(B), dada por sua projecao
horizontal, em (1), sabendo que o centro de sua base pertence a (B, 3) e que sua altura
é igual ao didametro da base.

Resolugdo: Conhecida E' D' RGE Qx B
a V.G. AB da aresta basica, ob- v /< 2R

tém-se o valor a do apétema . c a (W)

da base, com o qual, numa
vista de perfil, determina-se

a posi¢do do centro (O); da
base do solido, valendo obser-
var que hd uma segunda posi- E c

¢ao, inutilizada pela pertinén- N\
cia da piramide ao primeiro \ la [
diedro (Figura 1133). \ )

A altura (0){(V); do
solido vem, em V.G., na vista
lateral. Vv Figura 1133
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952 - Dados, por seus tragos, o plano transparente (a) e, por suas projecdes verticais, os
pontos (A), (B), (C) e (D), de (o), considere o hexagono (A)(B)(C)(D)(E)(F), que te-
nha os lados opostos paralelos e, aos pares, iguais e construa o s6lido formado pelo
prisma reto de base (A)(B)(C)(D)(E)(F), situado acima de (a), com altura igual a
aresta basica (B)(C) e por duas piramides iguais, com bases em cada uma das bases
desse prisma, alturas tracadas pelo ponto (M), médio da diagonal (A)(D), sabendo
que o vértice (V) da piramide situada abaixo de (o) tem abscissa nula.

Resolugdo: Marcados os pontos dados em (o) e completado o hexdgono
(A)(B)(C)(D)(E)(F), constrdi-se o prisma com perpendiculares, por esses seis vértices a (a.),
marcando, com uma mudancga de (7’), a V.G. BC de (B)(C) sobre a perpendicular (B)(P),
obtendo o primeiro vértice (B) da segunda base do prisma, e, com paralelas, completando
essa segunda base.

A obtencao dos vértices (V) e (J) das duas piramides é bem simples, pela pertinéncia
de (V) a (n”) e pela igualdade de suas alturas (Figura 1134), marcadas nas proje¢des hori-
zontais MV = NJ.

AN Ve
o
/ SN TN

J — Figura 1134 o
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CariTuLo XIV

SecOES PLANAS EM PoOLIEDROS

Sabe-se (Geometria Descritiva, nimero 175) que, em rela¢ao a um poliedro, um plano
pode ser exterior (Figura 1135), apoiado no sélido, por um vértice, por uma aresta ou por
uma face (Figuras 1136 e 1137), ou atravessa-lo (Figura 1138), produzindo, entdo, um po-
ligono, denominado se¢do plana no sélido.

0D

Figura1135 Figura 1136

i

Figura 1137 Figura 1138

Como estamos estudando apenas poliedros convexos, as se¢des planas neles hao de
ser, sempre, poligonos convexos, por inexistirem diedros reentrantes. E, naturalmente, o
procedimento espontineo para a determinagao dos vértices dessas se¢des decorre da obten-
¢do das interse¢des de arestas do solido com o plano secante, de maneira adequadamente
ordenada, visto que nem todas as arestas interessarao a tal se¢ao.

Outro processo cabivel, e conveniente em determinadas ocasides, é determinar in-
tersecoes de planos de faces do poliedro com o plano secante, limitadas, naturalmente, aos
segmentos situados entre as arestas de tais faces.
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Em cada uma das épuras abaixo, sao dados poliedros, por suas duas projecdes, e,
por seus tragos, planos (a), sempre projetantes.

Pede-se construir, em cada caso, as proje¢des da secio que (o) produz no poliedro.
Considere (1) sempre transparente.

Resolugdes: Sempre muito simples, aproveitando-se os cortes das projecoes das ares-
tas do solido no trago de (o) no plano de proje¢do ao qual é perpendicular, caso a caso.

953 954
aT'
A B'
\ \
' \ \
QT \ \
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Figura 1140
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Figura 1143 Figura 1144
326 GEOMETRIA DESCRITIVA - 1000 ProBLEMAS RESOLVIDOS

Geometria Descritiva ExerciciosCS6.indd 326 28/02/2022 15:29:41



Sabe-se também que, para planos secantes paralelos ou pertencentes a linha de terra,

convém utilizar, como auxilio para a determinacao dos vértices da se¢do, uma vista lateral

(Figura 1145) e que, para planos secantes quaisquer, pode-se langar mao de uma mudanga

de plano que o torne vertical, ou de topo (Figura 1146), retornando-se, assim, as condi¢des

antes detalhadas.

' QT
oTT J'
\V'
A= M A
AL - —— // / - A -
[ 1=/ 8 \ 2
p— ”/1 1 = - > V B' : _
- 4 /
/\/ ﬂé // / / ) y / A J
% / / /
N — /) BN &
— Bﬁ g // ) Al N /
oTT ( \ _— -~ % B; ¢
\L, _ - /// \\
V4
Jl
Figura 1145 1 Figura 1146

Cabe observar a afinidade existente entre duas se¢cdes planas numa superficie prisma-

tica (Figura 1147) e a homologia entre duas se¢ées numa superficie piramidal (Figura 1148),

o que implica em que as retas suportes de dois lados correspondentes, um de cada segao,

cortem-se sobre a interse¢do dos dois planos secantes considerados, pontos esses que sdo

os comuns aos pares de planos secantes e cada plano face da superficie. Tais como (Figuras
1147 e 1148) o ponto (1) comum a (A)(B) e (A)(B) e (2), comum a (B)(C) e (B)(C).

Figura 1147
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Essa propriedade ganha especial conveniéncia quando se estuda a se¢do que um plano
dado (o) provoca num poliedro assente por sua base em (), porque, entdo, € o trago o que
funciona como eixo de convergéncia de pares correspondentes de arestas da base do sélido
e de lados da se¢do criada, o que facilita, a partir de um primeiro vértice A da secdo, obter
os demais (Figura 1149).

E claro que tudo se passa da mesma forma quando o poliedro tem uma face em (%),
sendo, entdo, o trago vertical o’ do plano secante o eixo de tais correspondéncias. A partir do
vértice A, da se¢io, é possivel completa-la (Figura 1150).

\%
Figura 1150
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Em cada um dos casos abaixo, sao dadas, conforme esquema a esquerda, a base,
em (1), de uma piramide de vértice (V), do primeiro diedro, e a projecio horizontal A
de um vértice (A) da secio que o plano (a) produz no sélido.

Pede-se, em cada caso, completar a projecao horizontal da se¢iao plana de (o) no
solido, sendo, sempre, dado o trago a.

Resolugdes: O vértice F em aur causa sua coincidéncia com seu homogolo F da segao;
duas arestas basicas da piramide paralelas a o (Figura 1152) implicam em que os dois lados
da se¢dao que lhe correspondam também o sejam; um ponto de corte de uma aresta basica
com ar fora dos limites de trabalho aconselha utilizacao de outros vértices da base da pira-
mide (Figura 1153).
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Nas duas épuras abaixo, sao dados, por suas proje¢des, um prisma quadrangular
obliquo e, por seus tragos, um plano transparente (o). Pede-se construir as proje¢oes da
sec¢do plana que (a) produz no prisma, para cada um dos dois casos.

Observe-se que, no primeiro caso, uma base do prisma esta em (7’), enquanto, no
segundo, os dois planos das bases siao frontais.

Resolucoes:

962 - Determina-se, inicialmen-

te, a intersecao (A) de
uma aresta lateral do pris-
ma com o plano secante
(a), com o auxilio do pla-
no vertical (y) dessa aresta
(Figura 1154).

A afinidade, na projecao
vertical, entre a secdo e a base do

solido situada em (7’) comple-

ta a projecio vertical A’BCD’

da secdo e, em seguida, a proje-
¢d0 horizontal, com as linhas de
chamada.

963 - Como neste exemplo as
bases do prisma pertencem
a planos frontais, o eixo de
afinidade, para a projecao
vertical da segao, é a proje-
cdo vertical f* da interse-
¢do, com (), do plano (y)
de uma das bases do solido.

Assim, com o auxilio do

plano de topo que contém a ares-

ta mais a esquerda do prisma,

obtém-se o primeiro vértice A’ WY C

da projegio vertical da secdo,

completada com aquela afinida- \
de (Figura 1155). Figura 1155 v
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964 - A piramide regular (J)-(A)(B)(C)(D), situada no primeiro diedro, tem altura igual
a diagonal da base (A)(B)(C)(D), pertencente a ().

Dada a projecao horizontal da aresta (A)(D), pede-se construir as projecdes do
solido e da seciao que o plano transparente (o), dado por seus tragos, produz nela.

Resolugao: A posigao é particular, ja que o contém D, proje¢ao horizontal do vértice
(D) da base da piramide, o que o obriga a ser um dos vértices da se¢do. Aproveitando a reta
(r), no plano vertical de (B)(D), obtém-se outro vértice (B) da se¢do e, com a homologia que
utiliza am como eixo, consegue-se
completar a projecao horizontal da
secdo (A)B)(C)(D) e, em seguida,
sua vertical (Figura 1156).

965 - Um prisma obliquo do pri-
meiro diedro esta assente em

(1) por uma de suas bases, -
um hexagono regular, dado
por seu lado (P)(Q) e pela
direcio (r) de suas arestas
laterais. Com altura igual a
maior diagonal dessa base, o
solido apoia-se em (m”) por
um vértice, nao sendo corta-

do por esse plano. Determi- Figura 1156
nar a verdadeira grandeza
da secao provocada no pris-

ma pelo plano de perfil que -

passa pelo centro de sua base \ \ D' D
inferior.

Resolugdo: As projecdes do

oe]]

prisma sdo bem simples, com uma
unica solugdo, para nao ser atraves-
sado por (n”). O plano de perfil se-
cante ao prisma atinge apenas duas

arestas da base inferior e trés ares-

tas laterais e a V.G. ABCDE da se-
¢do pentagonal assim formada vem

numa vista lateral (Figura 1157). Figura 1157
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966 - O octaedro regular (V)-(A)(B)(C)(D)-(S) tem a diagonal (V)(S) vertical, (S) em
(1) e o vértice (A) em (1”), com afastamento maior que o de (V), que é dado por
suas projecoes.

Pede-se construir as proje¢des do octaedro, bem como as da se¢ao nele produzida
pelo plano transparente (o), dado por seus tragos.

Resolugdo: As projec¢des do octaedro sdo de imediata construgao, com apenas uma so-
lugdo, embora a escolha da ordem dos vértices da se¢ao diagonal (A)(B)(C)(D), pertencente
ao plano (0), mediador de (V)(S), tenha sido arbitrada.

E, com uma mudanga de (7’), torna-se (a) de topo, o que facilita obter as projegdes da
se¢do plana (1)(2)(3)(4)(5)(6) (Figura 1158), pedida.

V' o'
/
4|
|/ L -
/§”’ I
// // 1
6o 0 o
J A 1.@ \D B C
\ \
R
NG| /
N
- J
T
é U
Figura 1158 Vi
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967 - A piramide regular (J)-(A)(B)(C)(D)(E), situada inteiramente no primeiro die-
dro, tem sua base em (7’), inscrita num circulo de centro (O), tangente a (1'n),
dado pela projecao vertical O’ de seu centro.

Sabendo que (A) tem a maior cota possivel, pede-se construir as projecées do solido,
que tem suas faces laterais formando 60° com (7’), bem como as projecoes e a V.G.
da sec¢ao produzida na piramide pelo plano transparente (a), dado por seus tragos.

Resolugdo: A construgdo das proje¢des da piramide é bem simples, ja que sua base vem
em V.G. na projecio vertical e que sua altura ¢ o segundo cateto JJ’ = h do triangulo retangulo
M7, cujo primeiro M’ é o apdtema da base e cujo angulo oposto é 60° (Figura 1159).

As proje¢des da se¢ao sdo obtidas com uma mudanga de (), que torna (a) vertical e
sua verdadeira grandeza vem com o rebatimento desse plano (o), no novo sistema projetivo,
sobre o novo (1) - o pentdgono (K)l(E)l((_Z)l(I_))I(E)I.

@) I -

A A
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m
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/
o

Ci=Dy

J o

Figura 1159
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968 - Dadas as projecdes do pentagono (A)(B)(C)(D)(E), de (n), e as do ponto (R), pe-
de-se desenhar as proje¢des do prisma obliquo (A)(B)(C)(D)(E)-(R)(S)(T)(U)(V),
bem como as da se¢ao que o plano transparente (o), dado por seus tracos, produz
no solido e a V.G. dessa seciao.

Resolugdo: Tao particular é a base dada, com duas arestas (A)(E) e (C)(D) de topo,
que simplifica-se a projecao vertical do prisma e, com uma mudanga de (1), que torna (o)

de topo, obtém-se a se¢do (A)(B)(C)(D)(E), construindo sua V.G. com seu rebatimento so-
bre (1) no segundo sistema projetivo (Figura 1160), para aliviar a épura.

Rl = vl Sl TI = Ul OL"ITI
Jl

T

2

~ Figura 1160
Observe-se que, para maior precisao na obtengao da projecao vertical da se¢do, foram
utilizadas frontais de (o), devido a grande inclinagao das projegdes verticais das arestas late-

rais em relacdo a linha de terra.
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969 - O plano (y) pertence ao ponto (A), dado por suas projegdes, e forma 45° com (T) e
60° com (1°), tendo, em épura, no primeiro diedro, seus dois tracos voltados para

a direita.

Construir as projecoes da piramide regular (V)-(A)(B)(C)(D), do primeiro die-
dro, com altura medindo 45 mm, apoiada por sua base em (y), o vértice (B) per-
tencendo a (Tn”), e desenhar as proje¢oes da secao provocada no solido pelo plano
horizontal (0), que contém o vértice (D), de maior cota da base.

Resolugdo: A construgdo dos tragos de (y) é simples (Geometria Descritiva, nimero
143), assim como das proje¢des da piramide (Figura 1161), tornando frontal a perpendicu-
lar (J)(P), tragada pelo centro (J) da base, para a marcagao de sua altura, medindo 45 mm.

E da secdo (A)(B)(C)(D) também, ja que o plano secante (0) ¢ projetante.

——

P YT P
N\
pY
T
N _ ! D
/ ~ R
\ LS f
A \ S 7
(A)s 7 \ “
VL i |
V - A X
/
N //
PR/
\\,\/// i
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| - \
D) )
©
Figura 1161
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970 - Um ortoedro, situado no primeiro diedro, e apoiado por sua face quadrada
(A)(B)(C)(D) no plano (o), dado por seus tragos, tem um vértice em (7”), nao
sendo atravessado por esse plano. Dadas as projecdes A’ e B, pede-se determinar as
projecdes e a verdadeira grandeza da se¢dao que o plano (y), dado por seus tragos,
produz no ortoedro.

Resolugdo: Marcados em (o) os pontos (A) e (B) e rebatido esse plano sobre (m),
constréi-se o quadrado (A);(B);(C);(D); que, al¢ado, traz as proje¢des da primeira base do
ortoedro.

A segunda é simples, por ter o sélido um vértice (A) com abscissa nula, com os demais
(B), (C) e (D) a direita dele. Com paralelas completa-se o ortoedro e as proje¢des da se-
¢ao (R)(S)(T)(U) sdo imediatas, por ser (y) um plano vertical (Figura 1162). Sua
V.G. (R){(8)1(T);(U); vem no rebatimento de (y) sobre (1’).

c yw' o'

Figura 1162
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971 - Dadas, por suas projecdes, as retas (r), (s) e (t), assim como completo, por suas

projecdes, um prisma quadrangular obliquo, assente, por uma base, no plano (a),

dado por seus tracos, pede-se obter as proje¢des das interse¢des de cada reta dada

com a superficie do sélido.

Resolugdo: Para se obter os tracos de uma reta com a superficie de um poliedro, de-

ve-se conduzir um plano, convenientemente escolhido e pertencente a reta, determinar sua

se¢ao com o solido e buscar os pontos comuns a reta e a essa secao (Figura 1163).

Naturalmente, para os muitos
planos que contém a reta (r), em es-
tudo, mudam as seg¢des planas pro-
vocadas no solido, mas, como todas
terdo em comum essa reta, embora
mudem as se¢des, os pontos de cor-
te (A) e (B) serao sempre os mesmos
(Figura 1163).

Para a épura do exemplo ao
lado, utilizou-se o plano vertical
(0), das retas (r), (s) e (t), dadas,
que produz uma se¢ao quadrangu-
lar (P)(Q)(R)(S) no prisma (Figu-
ra1164).

A reta (r) corta a superficie
do sdlido nos pontos (A) e (B), en-
quanto (s) tem em comum com essa
superficie apenas o ponto (P) e, en-
fim, a reta (t) resta exterior ao pris-
ma, por nao ter ponto em comum
com aquela se¢do (Figura 1164).

Observe-se a visibilidade, ad-
mitido transparente o plano auxiliar
(0), mas, como de habito, opacas as
faces do prisma.

Em seguida, vao apreciadas
diversas hipoteses de posigoes rela-
tivas entre a reta e o poliedro dados.
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Em cada uma das épuras seguintes, sao dadas as proje¢des de um poliedro convexo
e de duas retas (r) e (s). Pede-se determinar as projecoes dos pontos (A) e (B), intersecdes
de (r) e (C) e (D), de (s), com a superficie do poliedro.

Resolugdes: Ja que ha 972
duas retas secantes aos so- om
lidos, deve-se considerar o /
plano (o) que (r) e (s) for-
mam, obter a se¢do que esse
plano produz no poliedro e —

buscar os pontos em que (r)

e (s) cortam os lados do po-

ligono segao.

No primeiro exem- NG

plo (Figura 1165), tal plano

(o) € vertical, no segundo, é 973
horizontal (Figura 1166) e,
no terceiro (Figura 1167), é
rss'zom

frontal.

No quarto exemplo

convém utilizar um corte de /

perfil, ja que as duas secantes

formam um plano paralelo a
(w'm) (Figura 1168). No se-
guinte (Figura 1169), é util

uma mudanga que torna (o) 974
de topo, observando-se que

apenas (r) corta a piramide.

No ultimo (Figura
1170), o plano (o), das retas
dadas (r) e (s), é de topo, o que

simplifica a obtengao das pro-
jecoes da secao (R)(S)(T)(U)
produzida por cortes desse AN fzszam
plano nas arestas laterais do A B \C

/

()

prisma, e, em seguida, as dos
pOl’ltOS (A)) (B), (C) € (D) Figura 1167
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978 - O paralelogramo (A)(B)(C)(D), dado pelas projecoes de seus vértices (A), (B) e
(C), é uma secao reta de um prisma que tem uma base em (7) e a outra pertencen-
do ao vértice (D) daquela secao.

Pede-se determinar as proje¢des do prisma.

Resolu¢ao: Tendo dois lados,
dados, (A)(D) e (B)(C) frontais, basta
apoiar neles a horizontal (h), para, ten-

do-se, entdo, as dire¢cdes dos tracos do
plano dessa sec¢do reta, construir per-

pendiculares a ele, pelos vértices (A),
(B), (C) e (D).

Os tragos horizontais dessas qua-
tro retas sao os vértices da base inferior
do prisma e a superior, com a cota de

(D), completa, com paralelas, o sélido

(Figura 1171). Figura/ 1171

979 - O plano transparente (o), do qual se da o traco horizontal o, secciona uma super-
ficie prismatica de arestas paralelas a (B,3) segundo o quadrilatero (A)(B)(C)(D),
do qual é dada a projecao horizontal ABCD, destacado o paralelismo existente
entre AD, BC e art.

Sabendo que (A) pertence a aresta lateral (R)(R) de um prisma de bases horizon-
tais limitado naquela superficie, construa as projecdes desse solido, sendo dadas
as projecoes R, R e R.

Resolugdo: A partir da projecao

horizontal RR, obtém-se a vertical
R'R’, de modo tal que a diferenca en-
tre as cotas de (R) e de (R) iguale a

A
diferenca entre os afastamentos des- - \L
ses dois pontos (Geometria Descriti- ! Y

va, numero 29) e, pela afinidade exis- _ B N

tente, em projecdo horizontal, entre a s\ o
base RSTU e a se¢ao ABCD, constrdi- S DX
se a projecao horizontal dessa base, -

\ ol

observando o paralelismo entre AD, Y
BC, RU, ST e an (Figura 1172). o

Figura 1172
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CapriTuLo XV

Corpros REDONDOS

Neste capitulo vao listados problemas referentes a cilindros, troncos de cilindros,
cones, troncos de cone, esferas e suas partes (cunhas, setores e segmentos), tratando-os
isoladamente, ou combinando-os entre si e com poliedros.

Sao abordadas suas construgdes e se¢cdes planas neles produzidas e, como as cir-
cunferéncias de circulo estdo muito presentes, é conveniente a revisao das construgdes
de elipses, projecoes habituais dessas circunferéncias, a partir de seus eixos ou de um
par de didmetros conjugados, assim como do tracado de tangentes a essas curvas, tal
como detalhado no livro Cénicas, deste autor.

980 - Trés cilindros circulares retos, tangentes dois a dois, situados no primeiro diedro,
tém bases iguais, em (1), a primeira com centro no ponto (A), dado por sua pro-
jecdo horizontal A e tangente a linha de terra e a segunda com centro num ponto
(B) de (m”). Desenhe suas proje¢des, sabendo que os dois primeiros cilindros sao
equilateros e que a altura do terceiro vale o triplo dos raios dos cilindros.

Resolucao: Desenhada a base do

primeiro cilindro, com raio igual ao seu

diametro 2R e centro A, obtém-se B,

. ~ 3R
na abscissa nula, e, com a construcao do

tridngulo equilatero ABC, em (m), mar-

ca-se C, centro da base inferior do outro 0=B'

cilindro.

E, conhecidas suas alturas, res-
pectivamente iguais a 2R, 2R, e 3R, fica

simples (Figura 1173) obter as proje¢des

verticais dos trés cilindros: trés retangu-

los com essas alturas e todos com bases
medindo 2R. Figura 1173
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981 - Um cilindro de revolugao, situado inteiramente no primeiro diedro, apoia-se por

uma geratriz no plano horizontal (0) e tem uma de suas bases no plano (o), tendo

em comum com (7’) apenas o ponto (J). A segunda base pertence ao plano (),

paralelo a (o), tocando o plano frontal (y) num ponto (K).

Pede-se desenhar as projecdes do cilindro, considerando transparente os planos,

que sdo, todos, dados por seus tracos.

Resolugdo: Tendo apenas
um ponto em (7°) e uma geratriz
em (0), com bases verticais, o con-
torno da projecdo horizontal do
cilindro ha de ser um retangulo,
limitado por ar e por n, com um

vértice ] em 7'nt € outro, K, em vyr.

Das elipses iguais, bases da
projecao vertical, conhece-se os
dois eixos, o que simplifica suas
construgoes (Figura 1174).

rl

N
N
\_

o' B

01

oTT

vy

R
B

Figura1174

982 - Construir as projecoes do cone de revolucdao, cuja base é tangente as retas

fronto-horizontais (r) e (s), dadas por suas proje¢des, sabendo que seu vértice (V)

pertence a (1) e a ().

Resolu¢ao: Numa vista late-
ral, obtém-se a V.G. do raio R da
base do cone, metade da distan-
cia entre (r); e (s); e, com a per-
pendicular (M);(V);, a posi¢do
de seu vértice, que, algado para a
abscissa nula, permite desenhar
as duas projecdes do sdlido, sendo
as projecoes da base do cone defi-
nidas por seus dois eixos (A)(B) e
(C)(D) (Figura 1175) e as tangen-
tes a elas por V e por V’, dando os
contornos.

A vista lateral auxilia a de-
terminacdo da visibilidade.
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983 - Um cone circular obliquo tem sua base em (3, 3), com centro no ponto (J), do qual
se da a proje¢ao horizontal.

Sabendo que essa base tangencia (7’%t) e que o vértice (V) do cone pertence a (1),
com abscissa e afastamento iguais ao dobro da abscissa de (]), pede-se construir as
projegoes do cone, assumindo ser transparente o bissetor.

Resolugao: A determinagao
da base ¢ imediata, por se conhe-

cer seu centro (J) e seu raio R,
numa vista lateral.

E, com o dobro da abscissa
de (J), define-se a do vértice (V)
do cone, tanto quanto sua posi¢ao.

Assim, marcado o vértice
(V) e de posse dos eixos (A)(B) e
(C)(D) das elipses, bases de suas

projecoes, as tangentes a elas de

V’ e de V completam as proje¢oes
do cone (Figura 1176).

984 - Um cone circular obliquo
de vértice (V) e base (¢),
pertencente a (1), é sec-
cionado pelo plano fron-

tal (0).

Dados 07, ¢, V' e V, pede-
se construir as projecoes
do tronco de cone que ()
produz no cone.

Resolugdo: As tangentes de 5
) 5 ~ 0 \\
V’ a ¢ ddo forma ao contorno da —

projecao vertical do tronco, que
contara com duas bases circula-
res, enquanto a horizontal, sim-
plificada, corresponde a um tra-

pézio escaleno (Figura 1177). I Vv
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Em cada uma das épuras seguintes, sao dadas, por suas duas proje¢des, um corpo

redondo, devidamente especificado, e uma reta (r), a ele secante. Pede-se as projecdes

dos pontos (A) e (B), tracos de (r) na superficie do solido.

Resolugdes: Tal como utilizado nas interse¢des de retas com superficies de poliedros,

antes detalhadas, para o caso dos corpos redondos, deve-se utilizar um plano projetante (y),

que contenha (r), determinar sua intersecdo com o sélido e buscar os pontos (A) e (B) co-

muns a esta secdo e a reta (r), dada.

985 - Cilindro de revolugao

_] m |ym
— _ | |
A ‘BW r
|
//\ | r=yw
|
A Figura1178
987 - Cone de revolugao
rsymw'

Figura 1180

989 - Tronco de cone circular obliquo

A

o 5 \
A__+
/

B/ _

P

Figura 1182
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986 - Cilindro circular obliquo
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Figura 1179

988 - Cone de revolucao. (r) = (E)(F)
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Figura 1181

990 - Hemisfério (O)

Figura 1183
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991 - Esfera 992 - Cone circular obliquo

Vl
= 0 =
‘ A/ 8l rsym
0 A\
A B rsym r
Figura 1184 V Figura 1185
993 - Cilindro circular obliquo 994 - Cone de revolugao

Bl
A ym
Vv /
B
'=YT/" Figura1186 Figura 1187
995 - Semi-hemisfério (O) 996 - Esfera (O)
-B r=ym T 4 "=V
A B // % - ol. \:\\ Ll
| | ) ‘ fr:;:\i\ﬁ,\/.B/
_ o _ A c
/ r
0
~JB
v
v
A f\—/
/ o
Figura 1188 Figura 1189
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997 - Uma esfera de diametro (A)(B), dada por suas projecdes, é seccionada pelos planos
de perfil (o) e (y), dados por seus tracos. Retirados os dois segmentos esféricos de
uma base, formados no exterior do intervalo entre os dois planos, considere dois
cones de revolugdo, com bases nas se¢des assim produzidas, ambos exteriores ao
segmento esférico remanescente, o da esquerda com altura igual ao raio da esfera
e 0 outro com altura dobro do primeiro. Pede-se desenhar as projecdes do sdlido
assim formado.

/\

Resolugdo: Imediata a constru¢do da P % A'EB'EO\V'
esfera, dada por seu diametro (A)(B), de topo. N /
Simples a determinagado dos vértices (V) e (]) N
dos dois cones de revolu¢ao, aproveitando a - -
fronto-horizontal (r), conduzida pelo ponto /A--\

(0), médio de (A)(B) (Figura 1190). % R \
rJ v
0

Particulares, os dados proporcionam
contornos iguais para as duas proje¢des do | R \E?/ R |
solido. amEam Figura11g;T'Eyw

998 - Um cubo esta apoiado por uma face (X)(Y)(Z)(W) no plano (a), dado por seus tra-
¢os, situando-se no primeiro diedro. Sabendo que os pontos (A), (B), (C) e (D), da-
dos por suas projecdes horizontais, pertencem, respectivamente, as arestas (X)(Y),
(Y)(Z), (Z)(W) e (W)(X), pede-se apresentar, sem construir o cubo, as projecoes
das esferas (i) e (c), respectivamente, inscrita e circunscrita ao cubo, admitindo ser
transparente a maior.

Resolu¢ao: Marcados os pontos (A), (B), (C) e (D) em (o), com seu rebatimento so-
bre (), pode-se construir o quadrado face do cubo, cujos lados passam por cada um desses
pontos, pelo tragado das semicircunferéncias de diametros (A);(B) e (C);(D); e pela unido
de seus pontos médios (M) e (N);, proporcionando a diagonal (Y);(W); do quadrado (Fi-
gura 1191), tal como detalhado em Geometria Plana (Capitulo XX, niimero 93).

Obtido o quadrado face do cubo, basta algar seu centro (P), tragar a perpendicular
(P)(J) a (o), paralocalizar o centro (O) das duas esferas pedidas, o que se consegue tornando
(P)(J) horizontal e aplicando, em sua V.G., a distancia a/2 igual a metade da aresta do cubo
(Figura 1193).

Obtida a V.G. da semidiagonal D/2, raio da esfera circunscrita ao cubo, pela utilizagao
de sua escala grafica (Geometria Espacial, nimero 112.2), as projecdes pedidas sdo, entdo,
circunferéncias com esses raios, concéntricas no ponto (O) (Figura 1193).
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999 - Construir as proje¢des do quadrilatero (V)(A)(C)(B), sendo (A) e (B) os tracos da
horizontal (h) na superficie do cone de revolugiao (V), transparente, cuja base, de
centro (C), tangencia (7’), sendo dadas as projecdes do eixo (V)(O) e de reta (h).

Resolucao: O plano horizontal (0) que contém a reta (h) produz por se¢ao no cone
um circulo, que da, em projecao horizontal, por corte, os vértices A e B — com ordens
permutaveis — do quadrilatero pedido, cuja proje¢ao horizontal reduz-se a um tridngu-
lo, por ser vertical a reta (V)(C) (Figura 1194).

1000 - Um octaedro regular tem uma diagonal (J)(S) vertical dada por suas proje¢des e
uma das outras duas inclinada de 75° em relagio a (7’), tendo todas as suas faces
transparentes.

Considerando a esfera inscrita no octaedro e as seis esferas iguais inscritas nos angu-
los poliédricos formados por suas arestas em cada um de seus seis vértices e tangentes
exteriormente aquela primeira esfera, inscrita no sélido, pede-se construir as pro-
jecoes dessas sete esferas, todas, também, admitidas com superficies transparentes.

Resolugdo: Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 114.11) que o plano (y), media-
dor de duas arestas do octaedro regular, produz, por se¢do, um losango, cujas diagonais
(J)(S) e (M)(N) valem, respectivamente, a diagonal e a aresta do sélido, que seu centro
(O) é o centro da esfera inscrita no poliedro e que, entdo, o circulo (O) inscrito no losan-
go ¢ um circulo maximo da esfera inscrita no octaedro, trazendo tal se¢do, além disso,
dois circulos menores, iguais, correspondentes a duas esferas menores, iguais, inscritas
nos angulos poliédricos (J) e (S) do sélido e tangentes exteriormente a primeira esfera
(Figura 1195).

VI
A B' h'z0'
0 c'
TN
_ V=C
—_
A
1 B h
Figura 1194 Figura 1195
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Assim, obtidas as proje¢des do octaedro, imediatas, por sua posicao particular, com
auxilio de uma construcio geométrica auxiliar (Figura 1196), o losango JMSN, de diagonais
iguais a diagonal e a aresta do octaedro, obtém-se o raio R da esfera inscrita e, com uma
simples homotetia de polo J, as medidas r e d, respectivamente, do raio das seis esferas
menores e das distancias, iguais, é claro, do centro de cada uma ao vértice mais préximo do

octaedro, com o que se completa a épura (Figura 1196).

Observe-se que a inexisténcia da linha de terra em nada importa na resolu¢do da questao
e que ha uma segunda posi¢do para o octaedro, tomando o angulo de 75° no sentido oposto.

Figura 1196
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