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O BisseTor PAR

Cinco sao os planos principais para a Geometria Descritiva: os dois planos de projegao () e
(1), encarregados de trazer a duas dimensdes as questdes espaciais em estudo, uma vez que, apos
rotacao de 90° em torno de sua intersecao, venham a coincidir, criando a épura.

Além desses dois, por ordem, o plano de perfil (n”), de abscissa nula, e os dois bissetores dos
angulos formados por () e ().

Os planos de perfil, importantes no esclarecimento das questdes pertinentes as figuras, ou
aos detalhes, que, em épura se representem sobre uma mesma linha de chamada, tém em ("), com
abscissa nula, o principal de sua familia, por ser o referencial para as medi¢des dessa coordenada.

Em sequéncia de importancia estdo os dois planos bissetores dos angulos retos entre () e
(), um desses planos atravessando o primeiro e o terceiro diedros e, por isso, denominado Bissetor
Impar, sendo habitualmente representado por By, ou 1, ou, como preferimos, (B;3).

O outro bissetor, o par, passando pelo segundo e pelo quarto diedros, representado por Bp, B,
ou (f3,,), € o objeto do presente estudo.

O (B,,) € o mais peculiar dentre os cinco planos primordiais da Descritiva, como nos propomos
a detalhar, no desenvolvimento deste livro, que culminara com sua mais notavel propriedade: a
possibilidade de operar épuras mesmo com a exclusao da linha de terra.

A primeira escolha para o titulo deste trabalho foi simplesmente (f3,,), tal como sempre nos
referimos ao Bissetor Par, mas, devido as outras designagdes que ele recebe de diferentes autores,
optamos por intitula-lo BISSETOR PAR, utilizando o simbolo (f3,,) como subtitulo.

Ao longo de seu desenrolar, o presente estudo passara pelos diversos compartimentos
da Geometria Descritiva, destacando, sempre, as propriedades especiais do Bissetor Par e suas
utiliza¢des na resolu¢ao, em épura, dos problemas propostos.

Espero que os leitores o apreciem.
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Carituro |

COORDENADAS ESPECIAIS

1 - Planos referenciais

Por proporcionarem as medi¢des de cada uma das coordenadas dos pontos, os planos
(1), (1) e (1) sdo denominados planos referenciais, respectivamente, para as cotas, os afas-

tamentos e as abscissas desses pontos.

2 - Distancias de pontos a planos

Considerando dois planos quaisquer (y) e (¢), para estudar as distancias a eles de dois
pontos genéricos (A) e (B), as perpendiculares, por esses dois pontos, a (y) e a (¢), sendo todas
ortogonais a interse¢do (y¢) dos dois planos, definem planos perpendiculares a (y@).

Assim, as verdadeiras grandezas de suas distancias a (y) e a (¢) podem ser apreciadas
numa projecao ortogonal sobre um plano (0), perpendicular a (y), entdo, todas elas situa-

das num tunico plano (Figura 1).

Figura 1

1
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Observe-se que, apreciando esta vista
lateral, em V.G., sobre o plano (0), as dis-
tancias de (A) e de (B) aos planos dados re-
petem-se nas perpendiculares (A)A, (A)A]
(B)B e (B)B, respectivamente, as intersecoes
(0y) e (Bg) desse plano referencial (0) com
os dois planos dados (y) e (¢) (Figura 2), o
que sera de grande valia, como, em seguida

(ntimeros 3 e 4), se vera.
3 -Teorema

O lugar geométrico dos pontos que
guardam uma razao constante entre as dis-
tancias a dois planos secantes dados é cons-
tituido por um par de planos pertencentes
a intersecdo dos planos dados, exceto essa
intersecao.

Demonstra¢ao: Consideremos, ini-
cialmente, dois planos (y) e (¢) obliquos e,
tal como detalhado no item anterior, aprecie-
mos os quadrilateros (A)A(])A’ e (B)B(L)B,
projecdes sobre um plano auxiliar (0), per-
pendicular a intersecdo (y), dos quadrila-
teros (A)A(J)A’ e (B)B(L)B’ (Figura 3) que
trazem as distancias de (A) e de (B) aos dois
planos dados, as quais, devendo ter a mesma
razao, conforme a hipétese, obrigam que se-
jam homotéticos os quadrilateros (A)A())A’
e (B)B(L)B’ (Figura 4), assim como todos os
demais, correspondentes aos pontos que, si-
tuados nos diedros considerados, formados
pelos planos (y) e (@) guardem constante a
razdo entre suas distincias a eles, o que os
obriga a pertinéncia a um plano (o), que
contém a reta (J)(L), representado na Figura
4 pela reta (Oat).

O BisseTor PAR

Figura 2

Figura 3

Figura 4



E, é claro, para o outro par de diedros,
opostos pela aresta (yp) dos dois planos da-
dos, com o mesmo raciocinio, fica simples
concluir que, para respeitar uma mesma razao
entre as distancias (C)C e (C)C, do ponto (C)
e as (D)De (D)D’ do ponto (D) aos dois pla-
nos dados, todos os pontos devem estar num
plano (P) pertencente a interse¢do (y¢) dos
dois planos dados.

Além disso, naturalmente, ndo podem
pertencer ao lugar geométrico instituido
os pontos da interse¢iao dos dois planos da-
dos, por oferecerem distancias nulas a elas,
completando-se, assim, a demonstragdo do
teorema.

4 - Observacoes

1 - Quando os dois planos dados (y) e
() sdo perpendiculares, os dois planos (o) e
(B) que, exceto sua interse¢ao, constituem o
lugar geométrico dos pontos que obedecem
a uma razao constante entre suas distincias a

(7) e (p) sao também perpendiculares entre si.

De fato, a semelhanga dos triangulos
(A)JA e (Q)]C (Figura 6) acarreta a igual-
dade de seus angulos X e ? e, portanto,
a perpendicularidade entre suas hipotenusas

J(A) e J(C).

2 - Quando os dois planos dados (y) e
(¢p) sdo paralelos, o lugar geométrico dos pon-
tos que mantém constante a razdo k = -m
entre as distancias a eles ¢ um par de planos
(o) e (B), também paralelos aos dados (Ge-
ometria Espacial, namero 20), um situado
entre os planos (y) e () e o outro exterior
(Figura 7).

Figura 5
A ®
© c
y
ul X ] )
C J A
®)
(@)
()
Figura 6

Figura 7

CELio PinTO DE ALMEIDA
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5 - Corolarios

1 - O lugar geométrico dos pontos para os quais ¢ constante e igual a determinado valor
k arazdo entre cotas e afastamentos ¢ um plano (8), pertencente a linha de terra, exceto esta reta.

Tal valor k se mede pela tangente trigonométrica do dngulo o que esse plano (6)
forma com (m), podendo ser positivo (Figuras 8 e 9), ou negativo (Figuras 8 e 10), conforme,
respectivamente, (0) atravesse os diedros impares ou pares.

Figura 8 Figura 9 Figura 10

2 - O lugar geométrico dos pontos para os quais é constante e igual a determinado
valor k a razio entre cotas e abscissas ¢ um plano de topo (0), pertencente a origem das
abscissas, exceto sua interse¢ao O, com (7), plano esse que contém a aresta O = O~ dos
diedros formados por () e (7).

Tal valor k se mede pela tangente trigonométrica do angulo o que esse plano (6)
forma com (n), podendo ser positivo (Figuras 11 e 12), ou negativo (Figuras 11 e 13), con-
forme, respectivamente, o traco vertical O, no primeiro diedro, se volte para a direita, ou
para a esquerda.

(ly o'
A %
z z
o o
X
X
0 0
Figura 11 Figura 12 Figura 13

O BisseTor PAR



3 - O lugar geométrico dos pontos para os quais é constante a razdo k entre afasta-
mentos e abscissas ¢ um determinado plano vertical (0), pertencente a origem das abscissas,
exceto sua interse¢do O’ com (), plano esse que contém a interse¢ao O’ = On” dos diedros
formados por (1) e (1”).

Tal valor k se mede pela tangente trigonométrica do angulo B que esse plano (0)
forma com (7’), podendo ser positivo (Figuras 14 e 15), ou negativo (Figuras 14 e 16), con-
forme, respectivamente, o trago horizontal 07, no primeiro diedro, se volte para a direita, ou
para a esquerda.

() /&\ Gk o'

(62) \ (61)

(@)

A

0
Figura 14 Figura 15 Figura 16

01

6 — Pontos com duas coordenadas iguais ou simétricas

Nos casos particulares em que a razdo constante k, estudada, vale +1, ou -1, ou seja,
quando os pontos tém, respectivamente, duas coordenadas iguais, ou simétricas, os planos
vistos nos itens anteriores passam a ser os bissetores dos diedros formados por (m) e (7)
(Figura 17), ou por (n) e (n”) (Figura 18), ou, enfim, por (') e (n”) (Figura 19).

0,m'=0,m'
' 92"IT| 61"“'|
P'=P
0,m'=0,m=0,m'=0,7 459 45° 0
- - = 0 - T 50
l 0T =0, 0, 0,
Figura 17 Figura 18 Figura 19

CELio PinTO DE ALMEIDA
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7 — Lugar geométrico dos pontos de um plano dado (y), que tenham razao %
constante entre cotas e afastamentos

Por ser a intersecdo (t) entre o plano dado (y) e um plano ('n)-(M) (nimero 5.1), tal
reta ha de ser concorrente com a linha de terra (qualquer ou de perfil), ou fronto-horizontal,

como indicado nos exemplos abaixo, mais simples quando (y) é projetante (Figuras 20, 21, 22,
23 e 24), ou com o auxilio de uma vista lateral, quando (y) ¢é paralelo a (n'n) (Figura 25), ou
com a utiliza¢ao de fronto-horizontais que guardem aquela razao (Figuras 26, 27 e 28).

Naturalmente, se (y) for um plano (7'n)-(M), o lugar geométrico sera um conjunto

vazio, pois (t) teria que ser a propria linha de terra.

yr' =t A

M

LN

Figura 20

M A y' =t
/m
n
M A ?
Yy
Figura 23
V' vy
BN M
|
t B Im
V H'
t
B n
H | YT
/) M
Figura 26
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L w7
t A'
m
ym=t n
A
Figura 21 M
£ y'
M AL
m
n
M -
- A
vy =t
Figura 24
YT, f
— V' A' MI
m
V
n
- » M
t
T
Figura 27

Figura 28

Al M
m
B'=B
A M
. (t)=(A)B)
Y Eymw
Figura 22
M ()
tl
_ (v
t n A/
M
Yy
Figura 25
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J NS
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— < —
|
a\X /ol
A
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8 — Lugar geométrico dos pontos de um plano dado (y), que tenham razio 2
constante entre cotas e abscissas

n

O lugar geométrico procurado ¢ a reta (t), interse¢do do plano dado (y) com o plano

de topo (0) que, pertencendo a origem O das abscissas, atenda a razao estipulada, tal como

mostram as figuras abaixo.

lE tl
/GTr' eq'r/
vy t
m m
0 0
n
n
ym=t
0 t 0
Figura 29 Figura 30
yw /GW' |
! om'=t
m m
0 \
n
0 t ym
Figura 32 Figura 33
om'=t ,
M y =g
T | b=t
\Y
m m
0 ym'=yw
— — H'=0 \
t
n
M L H
rd n
O t b
0
Figura 35 Figura 36

Y=y
/BTF'
t /
m
0
n
O t
Figura 31
e’l'l":tI
Yy
m
t
0
p— . p—
Yy
Figura 34
1|
2I
om'=t \r' m
0 ~N
p— 1 /r_
2 s
n
t/ (¥)=(r):(s)
0
Figura 37
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9 - Lugar geométrico dos pontos de um plano dado (y), que tenham razao %
constante entre afastamentos e abscissas

O lugar geométrico ha de ser a reta (t), interse¢do do plano dado (y) com o plano ver-

tical (0) que, pertencendo a origem O das abscissas, atenda a razao rrrll dada.

o' o f
ym'=t
n
m v m
t
\Gw =t
Figura 38 Figura 39 \ew
' t’ ! ' "=
ik ym O Y=y
n n
tl
=0 —_ - 0 -
m
m
N
YT
Py \OW
Figura 41 Figura 42
0w’
o' | t yw'
] Vl
G N\
/ \
n
YTEyT V=0 H N\
— O -_— —_— —
m 0=t m
1
M o H
\ﬁ’ﬂ' =t VT \
Figura 44 Figura 45
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— O —
o=t m
YT N\
Figura 40
o'
y
n
N
— O —
m
t
Yy
Chis
Figura 43

Figura 46



10 - Familias de retas cujos pontos tenham uma coordenada constante e também
constante a razdo entre as outras duas

Sao trés as hipdteses possiveis, considerada constante uma de suas trés coordenadas e

mantida igual a determinado valor a razao k = entre as outras duas. Utilizando-se os

lugares geométricos antes instituidos, vem que:

1 — As retas, cujos pontos tém uma mesma abscissa x e tais que seus pontos tenham
constante a razdo entre cotas e afastamentos, sao retas de perfil, na abscissa x, resultantes
das interse¢des de seu plano de perfil com o plano (y) = (m'n)-(M), que atenda aquela cons-
tante, como as retas (A)(B) das Figuras 47 e 48.

2 - As retas, cujos pontos tém um mesmo afastamento y e tais que seus pontos aten-
m

dam a razdo constante k = 0 entre cotas e abscissas, sdo frontais (r), com afastamento Yy,
resultantes das intersecdes de seu plano frontal com o plano de topo (y), que atenda a razdo

k (Figura 49).

3 - As retas que tém seus pontos com cotas constantes z e razdo k = , cons-
tante, entre afastamentos e abscissas, sdo retas horizontais (s), com cota z, resultantes das
intersecdes de seu plano horizontal com o plano vertical (y), que obedeca a razdo dada k

(Figura 50).

A (A)s B o v
(B)1 B r=ym,
n — s

My n

() m m z

m \

0 B'=B=(B); 0 A=A 0/ n o7 n
— p— — p— — | p— p— p—
M y m
X X — r
A _
Y S=ym

Figura 47 Figura 48 Figura 49 Figura 50

. « m

Tanto as coordenadas X, y e z das retas acima estudadas quanto as razoes k = -
de duas coordenadas de seus pontos tém valores positivos, mas, é claro, o procedimento é o
mesmo para todas as combinagdes algébricas, mesmo as todas negativas.

Os exemplos das Figuras 47, 49 e 50 correspondem a razdes k positivas, mas, com
construgdes semelhantes, ter-se-ia chegado a retas, com pontos obedientes a razdes k nega-
tivas, tal como indicado na Figura 48.
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11 - Retas cujos pontos tém pares de coordenadas constantes

Ha trés tipos de retas que tém constantes, para todos os seus pontos, duas de suas co-
ordenadas. Sdo as fronto-horizontais, que tém cota e afastamento constantes (Figura 51), as
verticais, que tém constantes a abscissa e o afastamento (Figura 52), e as de topo (Figura 53),
para as quais sdo constantes a abscissa e a cota.

Figura 51 Figura 52 Figura 53

12 - Lugar geométrico dos pontos que tém as trés coordenadas iguais

Consideremos o plano de topo (0) e o plano vertical (y), ambos contendo a origem das
abscissas e inclinados de 45°, respectivamente, em relacdo a (1) e a (7°), tais que os pontos
do primeiro tenham abscissas e cotas iguais (niimero 6) e que os pontos do segundo tenham
abscissas e afastamentos iguais (niimero 6) e sua intersec¢ao (i), que, entdo, tera todos os
seus pontos com as tres coordenadas iguais, pertencente, por isso, ao Bissetor Impar, ja que
resultam iguais as cotas e os afastamentos de seus pontos (Figura 54).

/!

(0) £ 45°

Figura 54 Figura 55

Assim, é essa reta (i), comum aos trés planos considerados, o lugar geométrico dos
pontos que tém as trés coordenadas iguais, representada, em épura (Figura 55), com suas
duas projegdes contendo a origem (O) das abscissas e inclinadas, ambas, de 45° em relagao
a (m'n), voltadas para a direita, no primeiro diedro.

O BisseTor PAR



13 - Ponto equicoordenado de um plano dado

A determina¢ao do ponto (E) de um plano dado (y), que tenha iguais suas trés coor-
denadas, se faz pela simples interse¢do de (y) com a reta (i), lugar geométrico dos pontos
equicoordenados (nimero 12) (Figuras 56, 57, 58, 59, 60, 61 e 62).

O procedimento é o mesmo para planos (y) dados pelas projecoes de duas retas (a) e

(b) (Figuras 63 e 64).

i i yw'=yw| Sy
plus E/ E
El
) A\45° ©0) A\45° 0) A\45°
S ym E E
\i i i
Figura 56 Figura 57 Figura 58
i vy / i' vy
EI
EI
45
(0) A \45° — © —
E
E
E
. YT
i v v I ]
Figura 59 Figura 60 Figura 61 I

Figura 62

Figura 63

Figura 64

Nao foram incluidos nos exemplos acima planos (y) pertencentes a (n'n), porque to-
das as suas interse¢des com a reta (i), lugar geométrico dos pontos equicoordenados, coinci-

dem com a propria origem das abscissas, dando valores nulos as trés coordenadas.
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14 - Pontos equicoordenados de uma superficie dada

Os pontos (E) de uma superficie dada que tenham iguais suas trés coordenadas sdo
os tracos da reta (i), lugar geométrico dos pontos com essa propriedade (nimero 12) com
a superficie considerada. Sdo, sempre, determinados mediante a construgdo da se¢do pro-
duzida nessa superficie por um plano projetante (y) (vertical ou de topo) que contenha a
reta (i) e pela obtengao dos pontos em que (i) corte tal segdo plana (Figuras 65, 66, 67 e 68,
respectivamente, nas superficies de um cubo, de uma pirdmide quadrangular, de um tronco
de prisma triangular e de um cilindro de revolugao).

Y il
B' C'
T *
[ |
[ |
[ |
(. '
1
e | :
t/n o 0
— p— p— T p—
A=B=E,
C=D=E;
\’y’ﬂ =j
yw \
Figura 65 Figura 66
yr' ; vy =i
E'ZE C| = DI
Al
AN
\ EI1 EI
2 B'
> N A'=B'=E} /
7 AN
= N 0
IE1
\\ g // |
N E1\\ y |
AN E2 / |
AN Y : -
\\ C , | 2
N\ / |
|
B i I i
YT =i Y B C
Figura 67 Figura 68
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Carituro Il

BISSETORES
PERTINENCIAS, TRACOS E PARALELISMOS

15 - Teorema

O lugar geométrico dos pontos que, em épura, tém as projegdes coincidentes é (3,,),
o Bissetor Par.

Demonstragéo: E preciso demonstrar a afirmativa, isto ¢, que todos os pontos de ()
obedecem a propriedade citada e, adicionalmente, que nenhum ponto exterior a esse plano
pode contar com ela.

A afirmativa, ja apresentada no item 6,
anterior, fica definitivamente comprovada ao se
observar que, como todos os pontos de (3,4)
tém cotas e afastamentos com valores simétricos,
suas proje¢oes devem ser coincidentes, incluidos
os pontos da linha de terra, naturalmente.

Para completar a demonstragao, consi-
deremos um ponto (J) ndo pertencente a (3,4),
e, por ele, a reta de topo (t), contendo um pon-

to (P), situado em (jB,4), 0 que faz coincidirem
as projecdes verticais ]’ e P’ desses dois pontos
(Figura 69).

Por terem afastamentos diferentes os Floura 69
pontos (J) e (P) tém que ter proje¢des horizon-
tais distintas.
Assim, em épura, ndo podem coincidir
as duas projecdes de qualquer ponto (]) exte- P=P'zJ
rior a (B,,4) (Figura 70).
J

E, comisso, fica demonstrado o teorema. Figura 70



16 - Escolio

E condigdo necesséria e suficiente, para que um ponto pertenga a (B,4), que ele, em
épura, tenha projecoes coincidentes.

17 - Pertinéncia de uma figura a (B,4)

Como decorréncia imediata do acima demonstrado, vem que é condi¢do para que
uma figura plana qualquer pertenca a (3,,) que, em épura, sejam coincidentes suas duas
projegoes.

18 - Trago de reta com (B,,)

O trago (P) de uma reta (r) com (,4) determina-se, em épura, pelo ponto comum as
suas duas projecoes (Figuras 71, 72, 73, 74 e 75), salvo para retas de perfil.

E claro que retas fronto-horizontais ndo tém tragos com (B,,), por ndo poderem cor-
tar este plano, sendo ou paralelas ou pertencentes a ele.

E, em épura, retas de perfil ndo oferecem ponto de encontro para suas projecoes, que,
em verdade, se situam na mesma linha de chamada. O procedimento mais usual para a ob-
tengdo do trago (P) de uma reta de perfil (A)(B) com (B,4) consiste no rebatimento lateral
do plano de perfil que a contém (Figuras 76 e 77), podendo, é claro, acontecer que uma reta
de perfil, como (E)(F) ou (R)(S) (Figuras 78 e 79), ndo apresente trago com (3,,) por, res-
pectivamente, ser paralela ou pertencente a esse bissetor.

r r=pP'zP
r=pP'zp r
Figura 71 Figura 72 Figura 73 Figura 74 Figura 75
Al
() ——— W A el ®
' R'=R
Bl
®) 8
(PN{P'=P
F' (F); — —
N - P N
1 = E
B P'=P;
®), - g
A Ba) S'=S
A (A); o =
(Bas)
Figura 76 Figura 77 Figura 78 Figura 79
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19 - Trago de plano com (B,,4)

Para qualquer plano (o) projetante é imediata a obtencao das projecoes da reta (p),
sua interse¢do com (f3,4), por coincidirem com o trago do plano com o plano de proje¢io a
que é perpendicular (Figuras 80, 81, 82, 83 e 84); para planos (o) paralelos a linha de terra, a
interse¢o (p) com (jB,4), uma fronto-horizontal, naturalmente, pode ser obtida com o auxi-
lio de um rebatimento lateral (Figura 85), ou de uma reta qualquer (r), de (c.) e de seu trago
(P) com (B,,) (Figura 86); para planos (a) quaisquer, a intersegdo procurada (p), sendo,
obviamente, concorrente com a linha de terra, ja possui um primeiro ponto conhecido - o
traco (J) de (o) com ('n) —, bastando obter um segundo ponto (P), trago de uma reta arbi-
trada (t) de (a) com (B,,), para definir (p) (Figuras 87 e 88); planos (7'n)-(M) tém, todos,
por intersegdo com (3,4), a propria linha de terra (Figura 89).

atm'=p'=p

o'
. am'zp'sp — —
— f amw=p=p' "
QT =pEp,
Figura 80 Figura 81 Tl Figura 82 Figura 83
Wﬁ) L p'=p P=p " P=pP
P'=pP aT T’ V! f
p'sp @ r
J' E J Ll HI Ll
—_ — Il — — V T —_—
l
am'saT am ([324) H M
Il 0(1T T
Figura 84 Figura 85 Figura 86
t t . o
T
P'=p N\ t M

g
n
o

Figura 87

o
Figura 88

Figura 89
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Quando o plano (o) ndo vem dado por seus tragos, mas sim por duas retas (r) e (s),
deve-se, inicialmente, identificar a natureza do plano, pois, se for ele projetante, como visto
acima, sdo de imediatas obtengdes as projegdes de sua intersegdo (p) com (B,,) (Figuras 90
e 91) e, se for paralelo a (n'n), o fato de (p) ter que ser fronto-horizontal reduz a construgao
a obten¢do de um unico ponto (P) de (a) situado em (B,4) (Figura 92). Quando, enfim, o
plano é qualquer, a determinagdo dos tragos (P) e (Q) de duas de suas retas com (3,4) solu-
ciona a questdo, pois (P)(Q) é a reta (p) procurada. De modo geral as préprias retas (r) e (s)
que definem (o) fornecem tais tragos (Figuras 93 e 94), sendo, por vezes, necessario langar
mao de uma terceira reta (t) de (o) (Figura 95).

rl Sl plE p y

_‘
w
\m
-

PEp_—7

Figura 90 Figura 91 Figura 92

Figura 93 Figura 94 Figura 95

20 - Retas paralelas a (8,,)

Sendo (B,4) um plano (n'n)-(M), ele s6 pode possuir retas fronto-horizontais, quais-
quer ou de perfil. Assim, sdo essas trés as naturezas das retas paralelas a (8, 4). Todas as fron-
to-horizontais, salvo as pertencentes a (,,4), serdo, entdo, paralelas a esse bissetor, sendo,
portanto, condigdo para que uma reta fronto-horizontal seja paralela a (8,,) que nio tenha,
em épura, projecdes coincidentes, o que a obrigaria a pertencer a esse bissetor.

Passemos, entdo, a estudar as retas (r), quaisquer, e as retas (A)(B), de perfil, que se-
jam paralelas a (3,,).
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As retas quaisquer paralelas a (3,,) tém, em épura, proje¢des paralelas, para que ndo
cortem esse bissetor. Disso decorrem as seguintes propriedades:

1 - Sao iguais, em épura, os segmentos formados pelas duas proje¢des de todos os seus
pontos (Figura 96), o que implica em que sejam iguais para todos os seus pontos as somas
de cotas e afastamentos. Por isso, para toda reta paralela a (3,4), sdo iguais a cota do trago
vertical e o afastamento do trago horizontal (Figura 97).

2 - O trago (I) com (By3) de toda reta qualquer (r) paralela a (3,,) ¢ o ponto médio do
segmento formado por seus tragos horizontal (H) e vertical (V) (Figura 98), e, entdo, a cota
e o afastamento de (I) valem a metade da cota de (V) e do afastamento de (H).

Figura 96 Figura 97 Figura 98

Tais propriedades sao, naturalmente, validas para retas de perfil paralelas a (,,) (Fi-
guras 99 e 100), sendo de ressaltar que os segmentos (A)(B) de toda reta de perfil, paralela a
(B4), tém, em épura, projegdes iguais em comprimentos e em sentidos (Figura 99).

(B1)
\ (VhzV' B, \ (Vh=V'
A (A)s
B), ' (1)
5 v=H (H)
~ A /\5\[ - VzH (H)
c' (©) - -
N\
B
H
C (824) H
Figura 99 Figura 100
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21 - Planos paralelos a (B,,4)

Os planos paralelos a (,4) sdo, evidentemente, paralelos a (n'n). E, porque todos
contém retas de perfil paralelas a (8,,), as propriedades dos pontos dessas retas (nimero
20) aplicam-se aos planos (o), paralelos a esse bissetor. Assim:

1 - Seus tragos an’ e am sdo, em épura, simétricos em relagdo a (') (Figuras 101 e
104), independentemente dos diedros que atravessam.

2 — E constante, para todos os pontos de (o), a soma de cota e afastamento, valor esse
que se mede pela cota de ant’ e pelo afastamento de o (Figuras 102 e 105).

3 - Aintersegdo (i) de (o) com (B;3) é, naturalmente, fronto-horizontal. E, além disso,
equidista dos tragos am’ e an (Figuras 103 e 106). Porque nos triangulos retdngulos e issce-
les (V); J (H); (Figuras 103 e 106), a bissetriz (;3) é também mediana e, assim, seu pé, na
hipotenusa (V);(H);, tem que ser o ponto médio dessa hipotenusa, o que obriga, entdo, que
areta (i), trago de (o) com (B;3), equidiste dos dois tracos de ().

o o Vi o
2 AR B
2%, o @ . 13
= ® \ B! (B); I
= — A =
k| C
| Ble— o |
QT C
Figura 101 Figura 102 Figura 103
- A
E
B i
+ k ( 1 Al \/ (813)
p— — - D B - _(H)1 J -
4 k ! C (B) ¥
(&) + (824) (&) | ([324)
c ©) (V) @
Figura 104 Figura 105 Figura 106
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22 - Observacao

Embora o foco do presente trabalho seja o Bissetor Par, seria incompleto nao apresen-
tar, mesmo que sucintamente, propriedades de (B3) relacionadas as aqui detalhadas para
(B4)> 0 que se passa a fazer.

23 -Teorema

O lugar geométrico dos pontos que tém, em épura, as proje¢oes simétricas em relagao
a linha de terra é (B,3), o Bissetor Impar.

Demonstragao: Consideremos um ponto (I),
qualquer, de (B;3), que, sabe-se (nimero 6), tem
cota e afastamento iguais (Figura 107), o que faz
com que, em €pura, suas projecoes sejam simétri-

cas em relagdo a linha de terra (Figura 108). Seja,

agora, um ponto (J) exterior a (B;3) e a reta de topo
(t) que o contém e que corta (3;3) no ponto (I) (Fi-

gura 107). Como (J) tem afastamento diferente do

de (I), sua projegao horizontal, ndo podendo coin- Flgua 107
cidir com I, faz com que J e ]’ ndo possam, em épu-
ra, ser simétricos em relagao a (r'n) (Figura 108). JEI
Assim, no estudo dos pontos, a simetria das - -
projecdes, em épura, em relagdo a ('n) é exclusiva |:
dos pontos de (B;3), 0 que demonstra o teorema. J
Figura 108

24 - Escolio

E condi¢do necessaria e suficiente, para que um ponto pertenca a (B13)»> que ele, em
épura, tenha proje¢oes simétricas em relagdo a linha de terra.

25 - Pertinéncia de uma figura a (B43)

Assim, para que uma figura plana qualquer pertenca a (B;3), é necessério e bastante
que, em épura, suas projecoes sejam simétricas em relagdo a linha de terra.

26 - Traco de reta com (B,3)

O trago (I) de uma reta (r) com (B3) é o ponto de (r) que apresenta, em épura, pro-
jecoes simétricas em relacao a (1'n), o que se consegue determinar pela adequada utiliza¢ao
da simétrica de uma das projecdes de (r) em relagao a (r'n), buscando cortar a outra (Figu-
ras 109, 110, 111, 112, 113 e 114).
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Para retas de perfil, é pratico operar com uma vista lateral (Figura 115).

rl |' rl
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Figura 109 Figura 110 Figura 111 Figura 112
A (A (B1a)
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B' (B
A
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Figura 113 Figura 114 Figura 115

27 - Observacao

Retas fronto-horizontais ndo tém, evidentemente, traco com ([313), ja que ou sao pa-
ralelas ou pertencentes a esse bissetor.

28 - Retas paralelas a (45)

Naturalmente, s6 podem ser paralelas a (3; 3), além das fronto-horizontais, as retas
quaisquer que tenham, em épura, uma projecao paralela a simétrica da outra em relagao a
(n'n) (Figura 116) e as de perfil (A)(B) que tenham, em épura, proje¢des iguais e com sen-
tidos contrarios (Figura 117).

P N y
Bl
(B
— B —
1 /
F
r A /
Figura 116 Figura 117
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29 -Trago de plano com (B43)

A determinagao da interse¢do (i) de um plano projetante com (f3;3) ¢ imediata, por se

conhecer ao menos uma de suas projecdes (Figuras 118, 119, 120, 121 e 122). Planos paralelos

a (m'm) se resolvem com uma vista lateral (Figura 123), ou com o auxilio de uma qualquer sua

(1), utilizando seu trago (I), com (By3) (Figura 124), que, alids, ¢ o0 mesmo procedimento para

planos quaisquer, dados por seus tragos (Figura 125) ou por duas retas (a) e (b) (Figura 126).
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30 - Planos paralelos a (43)

Os planos paralelos a (B;3) sdo, naturalmente, paralelos a (n'n) e, por se inclinarem
igualmente em relagdo a (1) e a (), trazem interessantes propriedades:

1 - Os tragos an’ e o de um plano (o), paralelo a (B;3), sdo, em épura, coincidentes,
independentemente dos diedros que atravessam (Figuras 127 e 130).

2 — Para todos os pontos de um plano paralelo a (B;3), é constante a diferenca entre
cotas e afastamentos.

De fato, para um ponto (A) qualquer de um plano (a), paralelo a (B;3), uma vista late-
ral mostra a igualdade dos triangulos retangulos e isdsceles hachurados (Figuras 128 e 131),
o que implica em que a diferenca entre a cota VA e o afastamento VA desse ponto iguale,
sempre, a cota k do trago vertical an’ do plano, quer tenha valores positivos (Figura 128),
quer negativos (Figura 131).

3 - As proje¢des coincidentes p' = p da intersecao (p) de um plano (a), paralelo a
([313), com (B24), equidistam, em épura, dos tragos an’ = an coincidentes do plano e da
linha de terra (Figuras 129 e 132).

1= (&) A' (A)1 (&)
aT'= ot — / am'saT
am's ot 1
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Figura 130 Figura 131 Figura 132
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Carpituro I

BISSETORES
PERPENDICULARIDADE

31 -Teorema

Toda reta perpendicular a um plano (7'n)-(M) é de perfil e seus segmentos tém pro-

jecdes com medidas inversamente proporcionais a cota e ao afastamento do ponto (M).

Demonstra¢ao: Toda reta perpen-
dicular a um plano (w'n)-(M) é ortogonal
ou, eventualmente, perpendicular a linha
de terra (Geometria Espacial, nimero 21),
o que implica em que pertenca a um plano
de perfil. E, tendo que ser obliqua a (1) e a
(1), ha de ser de perfil.

Para analisar as proje¢oes de um
segmento qualquer (A)(B) de uma reta (r)
perpendicular a um plano (o), pertencen-
te a linha de terra e a um ponto dado (M),
consideremos as proje¢des AB, AB, M’ e
M, e os tridngulos retangulos (A)(A)(B) e
(M)M(]) (Figura 133) que, por terem seus
lados, aos pares, com dire¢des ortogonais,
sao semelhantes, o que permite anotar (Fi-
guras 133 e 134):

(A)A) _ (A)B)
(OM ~— (MM

AB _ AB . AP

,ou

oM ~— O™ Ty

relagdo que demonstra o teorema.

Figura 133
Al
Ml
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Z
am's o )
p— , A p—
M
B
Figura 134
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32 - Escolio

Os comprimentos das projeg¢des vertical e horizontal de um segmento perpendicular
aum plano (7'n)-(M) sdo diretamente proporcionais ao afastamento e a cota do ponto (M).

33 - Corolario

Os comprimentos das proje¢des de todo segmento perpendicular a um qualquer dos
dois bissetores sdo iguais. Porque inclinam-se igualmente em relagdo a () e a (1’) e porque
os pontos (M) que definem cada bissetor tém cotas e afastamentos iguais ou simétricos.

34 - Retas perpendiculares a ()

Além do acima demonstrado, a simples observacdo de uma vista lateral e da épura
de uma reta (A)(B) perpendicular (,,), a profusa repeti¢do dos angulos de 45° e, como
consequéncia, a existéncia de inimeros tridngulos retangulos e isdsceles, permitem listar
diversas propriedades para retas de perfil perpendiculares a (,,), para segmentos (A)(B) a
elas pertencentes e para seus tragos, como segue.

A Figura 135 acopla uma vista lateral e a épura correspondente, para uma reta (A)(B)
perpendicular a (,4).

1 — As proje¢oes iguais B'

de todo segmento (A)(B) per-
pendicular a (B,4) tém, em
épura, sentidos contrarios.

2 - Coincidem, em épu- (B2)

ra, as projecoes H e V, dos (V),=v'=H
tracos horizontal e vertical de
toda reta (A)(B), perpendicu- .

lar a (B,,). PP -

3 - Em épura, as pro-
A57NVEH

jecoes coincidentes P’ = P do
traco (P) de toda reta (A)(B),
perpendicular a (B,4), com A
(B,4) é o ponto médio comum
a todos os segmentos forma-
dos com as duas projegdes de

todos os seus pontos, como
> b > >
AA, BB, V'V, HH, etc. Figura 135
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35 - Aplicagoes

E justamente utilizando estas propriedades que se consegue completar épuras de retas
(A)(B) perpendiculares a (8,,) sem recorrer a vistas laterais, como se passa a exemplificar:

1 — Completar a projecdo horizontal AB do segmento (A)(B) perpendicular a (8,,),
dadas as projecoes A, B’ e A.

Basta fazer AB = A'B; dado, com sentido oposto ao de AB’ (Figura 136).

2 - Determinar os tragos horizontal (H) e vertical (V) da reta que, contendo o ponto
(A), dado por suas projegdes, seja perpendicular a (B,4).

Basta fazer AH = A'H, com sentidos opostos (Figura 137), ou AV’ = AV (Figura 138),
com sentidos opostos, e marcar a coincidéncia de V' e H (Figuras 137 e 138).

3 — Obter as projegdes do traco (P), com (j3,4), da reta que, contendo o ponto (A),
dado por suas projegdes, seja perpendicular a (3,,).

Como as projegdes coincidentes de (P) devem se localizar no ponto médio de AA
(numero 34.3), a mediatriz m do segmento AA resolve a questao (Figura 139).

A A
Ay A A
B H=Vv
- - - V=R T P=p_
B =L VET
\ -~ — —

oY) AIH’
Figura 136 Figura 137 Figura 138 Figura 139

Mesmo para questdes menos simples, a utilizagdo das propriedades instituidas traz
eficazes resolugdes, como mostram os exemplos seguintes.

4 - Determinar as projecdes do ponto (B), que forma com o ponto (A), dado por suas
projegdes, uma reta perpendicular a (3,,), sabendo que (B) equidista das retas concorrentes
(r) e (s), situadas no plano horizontal (y), dado por seu trago yn, a partir das projegdes ho-
rizontais r e s dessas duas retas.
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Para equidistar de (r) e de (s), (B) ha de perten-
cer a um dos planos bissetores dos angulos formados
por essas duas retas, que sdo os planos verticais (3;)
e (B,), cujos tragos horizontais sdo as bissetrizes dos
angulos formados por r e por s, em V.G. na projecao
horizontal (Figura 140). Assim, obtida a projecdo B
(duas solug¢oes), a determinacao de B’ é imediata, fa-
zendo AB’ = AB, com sentido oposto ao de AB.

A segunda solu¢io, ndo completada na Figura
140, corresponde a posicao da projegdo B no cruza-
mento da segunda bissetriz com a linha de chamada
de (A), indicada pelo niamero 2.

5 — Construir as proje¢des do segmento (A)(B),
perpendicular a (3,,), sabendo que (B), de (B3), per-
tence ao plano (y), dado por seus tragos, conhecida a
projecao vertical A’ do ponto (A).

Para pertencer a (y) e a (B13), o ponto (B) ha
de estar sobre a intersecao (i) desses dois planos, de
pronta construgdo, com o auxilio da horizontal (h),
de (y) (Figura 141). Por ter que ser de perfil, com a
abscissa de (A), vém B’ e B e, com a igualdade das
projecoes de (A)(B), obtém-se A (Figura 141), tendo
AB sentido oposto ao de A'B.

6 — Dadas, por suas projecoes, as retas frontais
reversas (a) e (b), pede-se apoiar nelas o segmento
(A)(B), (A) em (a) e (B) em (b), que seja perpendi-
cular a (Byy).

Por terem que ser iguais as projecdes de (A)(B),
como ja se conhece o valor do comprimento da pro-
jecdo horizontal AB, pela diferenga dos afastamentos
das frontais, a paralela a’ a a, guardado o valor y
dessa diferenca e os sentidos opostos que devem ter
as duas projecdes de (A)(B), produz-se, por interse-
¢do com b, a projecdo B’ e, entdo, na sua abscissa, a
reta procurada (Figura 142).
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36 - Planos perpendiculares a ($8,,)

Sabe-se (Geometria Espacial, nimero 40) que, para que um plano (o) seja perpendicular
a outro (f3), é necessario e suficiente que (o) contenha uma reta (A)(B) perpendicular a (j3).

Ora, como, em épura, coincidem as projecoes H e V’ dos tragos horizontal e vertical
de toda reta (A)(B) perpendicular a (8,4) (numero 34.2), ttm que coincidir, em épura, os
tragos o’ e ot de todos esses planos (Figura 143), correspondendo aos diversos pontos (J),
tomados sobre (7'r).

Alias, como posi¢des particulares, quando (J) é rejeitado ao infinito, tornando-se o
ponto impréprio de (n'n), o plano (a), ainda perpendicular a (,4), transforma-se num pla-
no paralelo a (m'n) (Figura 144) e, quando assume a abscissa de (A)(B), passa a ser um plano
de perfil (Figura 145), o que contém a reta (A)(B).

o' = oy am'=am
AI Al
B' B'

at's ot T (o) T
H=V H=V
(o) H=V (J=H'=V
0 - = 5 - ol =
' A A
0T = 0T A o' = o
Figura 143 Figura 144 Figura 145

Como natural consequéncia, vem que a interse¢ao (V)(H) de dois planos (o) e (y),
ambos perpendiculares a (3,4), tem que ser de perfil (Figuras 146 e 147), podendo, entdo,
ser representada por um segmento de perfil (V)(A), com proje¢des de comprimentos iguais
e sentidos opostos, arbitrado o ponto (A) (Figuras 148 e 149).

AI
Al
aT's o +
V'=H + yw'Eyw
"
V) v
V=H V
i Y'Yy T
A
aT'= aT V=
aTm'sS o
Figura 146 Figura 147 Figura 148 Figura 149
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37 - Observacao

Incluem-se neste caso as interse¢des de planos perpendiculares a (3,4) com o Bissetor
Impar, ja que este é também um plano perpendicular a (B, ,).

Assim, as intersegdes de todos os planos quaisquer (a), perpendiculares a (8,4), que se
cortem num mesmo ponto (J) de (1'n), com o plano de perfil pertencente a (]), éa reta (J)(I),
perpendicular a (B,4) e, no caso, pertencente a (3;3) (Figura 150).

E claro que quando (), ainda perpendicular a (B,,), resta paralelo a linha de terra,
por ser tal plano paralelo a (B;3), inexiste essa intersegdo (Figura 151).

" 0(3'““ = QT —
oy = o oy =0y
o, = 0T . .

I 0T = 0T o' o

Figura 150 Figura 151

38 - Intersecao de plano perpendicular a (3,,) com este bissetor

A intersegdo (p) de um plano qualquer (a), perpendicular a (3,,), com esse bisse-
tor, por ter, em épura, projecdes coincidentes é, também em épura, o lugar geométrico dos
pontos médios das linhas de chamada, limitadas entre (1'nt) e os tragos coincidentes de (o)
(Figura 152), pontos médios esses que sdao os tracos de todas as retas (V)(H), de perfil, do
plano () com (f3,,), propriedade que permanece valida mesmo quando o plano (a), ainda

perpendicular a (B,4), € paralelo a (n’n) (Figura 153).

/om"E QT
i
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m
=

Figura 152 Figura 153
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39 - Construcao de plano perpendicular a (8,,)

Vejamos exemplos de construgio dos tragos de um plano (o), perpendicular a (,,) e
pertencente a uma reta (r), dada por suas proje¢des, ou por determinadas condi¢oes.

E claro que tal reta (r) ndo pode ser vertical, nem de topo, impossiveis de pertencer a
planos (n’m)-(M). E que se (r) for de perfil e obliqua a (8,,), () terd que ser, também, de perfil.

Nos exemplos abaixo, escolhemos (r) horizontal (Figura 154), cujo trago vertical (V)
resolve a questao, ou fronto-horizontal, solucionada pela diferenga de suas coordenadas (Fi-
gura 155). Para os exemplos em que a reta (r) seja qualquer, a utilizagdo de seus dois tragos
(Figura 156), ou, se inacessiveis, de duas retas de perfil, apoiadas em (r) e perpendiculares a
(B,4) (Figura 157), resolvem a questdo.

Para os dois exemplos finais, sdo dadas as proje¢des de um ponto (A) pertencente a
(r), informado que esta reta deve, respectivamente, ser paralela a dois planos dados (y) e (6),
ou perpendicular a um plano dado (), resolvidos com simplicidade por (r) ter que ser, res-
pectivamente, paralela a intersecao (t) de (y) e (8) (Figura 158), ou perpendicular ou plano
dado (@) (Figura 159).

1 "
r V 7
Y-z
— / " — y QT = QT - -
' = QT z r
r
r H
Figura 154 Figura 155 Figura 156

N (0 %y =¥e%ry

Vl
oy

Hl

T

Figura 157 Figura 158 Figura 159
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40 - Retas perpendiculares a (853)

Sabe-se (nimero 33) que as retas perpendiculares a (3;3) sdo de perfil e que seus seg-

mentos tém projecoes com comprimentos iguais.

As observagdes de uma vista lateral de um segmento (A)(B) perpendicular a (B;3) e
de sua épura (Figura 160) trazem, tal a quantidade de triangulos retangulos isosceles cria-
dos, devido as inclinagdes de 45° de (A)(B) com (1) e com (1), as seguintes propriedades:

1 - As projegdes iguais de todo segmento (A)(B) perpendicular a (8;3) tém, em épura,
sentidos iguais.

2 - Em épura, sao simétricas em
relagdo a linha de terra as proje¢oes V’ do
trago vertical e H do trago horizontal de v V'=(V); Bx)
toda reta (A)(B) perpendicular a (B3). B (B

3 - Otrago (I) de todareta (A)(B),
perpendicular a (B;3), com (B;3) é o +

ponto médio do segmento (V)(H) for-

mado por seus tragos vertical e horizon-
tal, o que implica em que a cota e o afas- v

Hl

tamento desse ponto (I) sejam iguais as B

metades da cota de seu traco vertical /
(V) e do afastamento de seu traco hori-
zontal (H). +

4 - Todos os pontos de uma A

reta (A)(B) perpendicular a (B;3) tém

a mesma soma de cota e afastamento, H

por ser esta reta paralela a (B,4) (nu-
mero 20.1). Figura 160

41 - Aplicacoes

A utilizagdo dessas propriedades permite, mesmo sem o auxilio de vistas laterais, com-
pletar as proje¢des de retas (A)(B), perpendiculares a (13), como se passa a exemplificar.

1 - Completar as proje¢des do segmento (A)(B), perpendicular a (3;3), dadas as pro-
jecoes A, A e B

A simples marcagao de AB = AB’ com sentidos iguais completa a épura pedida (Figu-
ras 161 e 162).
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2 - Determinar os tragos vertical e horizontal da reta que passa pelo ponto (A), dado
por suas projegoes, e ¢ perpendicular a (B;3).

Como, para todos os pontos da reta ¢ igual a soma de cota e afastamento e como os
tracos pedidos sdo, em épura, simétricos em relacao a linha de terra, basta aplicar, na propria
linha de chamada de A, o valor do segmento AA para obter V' e H (Figura 163).

3 — Precisar as proje¢des do trago (I), com (B3), da reta que, passando pelo ponto (A),
dado por suas projegdes, seja perpendicular a esse bissetor.

Ja que tem que ser constante a soma da cota e do afastamento dos pontos da reta em
questdo, basta determinar o valor m da metade do segmento AA, formado pelas projegoes
dadas de (A), para aplicd-lo como cota e afastamento do trago (I), de (A)(B) com (B;3) (Fi-
gura 164).

Observe-se que teria sido equivalente obter as proje¢des V' e H dos tragos vertical e
horizontal da reta (V)(H) pertencente ao ponto (A) (Figura 163) e determinar as projecdes
do ponto médio do segmento (V)(H) (niimero 40.3).

A '
B ] A
|l
BI /
B
S -—
- - ( A —
A —— — AA —m m —
AlBl A B
A A A
7 T |
Figura 161 Figura 162 Figura 163 Figura 164

Mesmo para questdes menos simples, as propriedades acima listadas aplicam-se, pro-
porcionando suas resolugdes, especialmente pelas igualdades, em comprimento e em senti-
do, das projegoes de seus segmentos (A)(B).

Seguem alguns exemplos:

4 — Desenhar as projegdes da reta (A)(B), perpendicular a (;3), sabendo que a dis-
tancia entre o ponto (B) e o plano (y) ¢ igual a abscissa de (A). Sao dados as projegoes de (A)
e os tracos de (y).
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Por ser projetante o plano dado (y), é ime-
diato construir os planos (y;) e (y,), distantes de
(y) o mesmo valor x da abscissa de (A), ja que
o ponto (B) ha de pertencer a um deles. Assim,
(B) € o ponto de (y;), ou de (y,), tal que, marca-
do B’ com a mesma abscissa de (A), proporciona
AB = AB’ (Figura 165). A segunda solucao, para
a projecao vertical B, do ponto (B), pertencente
ao plano (y,), vai indicada por B’ nio tendo sido
completada nessa épura.

5 — Construir as proje¢des da reta (A)(B),
perpendicular a (3,3), a partir da projegao verti-
cal A’ de (A), sabendo que (B) pertence ao plano
(), dado por seus tragos, e a (B,4).

Resolucao: Como o ponto (B) deve perten-
cer a (B,y), a reta (A)(B), sendo perpendicular a
(B;3), tem, ela prépria, que pertencer a (,4).

Assim, determinada a intersecao (p), de (y)
com (B,4), (B) serd o ponto de (p) com mesma
abscissa que (A) (Figura 166).

6 — Desenhar as proje¢des da reta (A)(B),
perpendicular a (B;3), dada a projecao horizontal
A do ponto (A), sabendo que (B) pertence ao pla-
no (0), dado por seus tragos, equidistando desses
dois tragos.

Resolugdo: (B) ha de pertencer a uma das
bissetrizes dos angulos formados pelos tragos de
(0), sendo, pois, imediata a obtencao das proje-
¢oes de (B) na mesma abscissa de (A) e na bisse-
triz (b;). E, a partir de B em b’; (Figura 167), vem
BA = BA.

A segunda solugdo, correspondente a se-
gunda bissetriz do angulo formado pelos tragos
de (y), ndo foi incluida nessa épura.
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42 - Planos perpendiculares a (3)

Os planos perpendiculares a (;3) tém, em épura, tragos simétricos em relagdo a
(n'm), por terem que conter retas perpendiculares a esse bissetor, retas essas, como (V)(H),
na Figura 168, que tém que ter, em épura, seus tragos (H) e (V) simétricos em relagao a (n'n)
(ntimero 40.2).

Em situagdo particular, um plano (y), paralelo a (n'n), pode ser perpendicular a (5)
(Figura 169), mantendo, em épura, a simetria de seus dois tragos yr’ e yn, em relagdo a (7'n).
E, naturalmente, os planos de perfil, como (0), na Figura 170, sdo sempre perpendiculares a
(B;3) € a todos os planos (n'n)-(M).

0m'=0T

Vl 'le
Vl

VzH' V=H
H
vy
H
Figura 168 Figura 169 Figura 170

43 - Intersecao de plano perpendicular a (3,3) com esse bissetor

A intersegao (i) de um plano qualquer (o), perpendicular a (8;3), com esse bissetor &,
em épura, a reta que contém os pontos médios das proje¢des dos segmentos (V)(H), do pla-
no, perpendiculares a (3,3) (ntimero 40.3) (Figura 171), visto que tais pontos sdo os tragos
dessa retas com (f3;3). A propriedade se conserva valida para os planos (y), paralelos a (7'n)
e ainda perpendiculares a (8;3) (Figura 172).

y'
i Mf: B
(i)
i M|
’YTr 0
Figura 171 Figura 172
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44 - Construcao de plano perpendicular a (B,3)

Tal como visto com os planos perpendiculares a (8, 4) (numero 39), os planos perpen-
diculares a (B;3) ndo podem conter retas verticais, nem de topo, perpendiculares que sio
estas a um dos planos de projecao.

Para construir os tragos de um plano (a), perpendicular a (8;3) e pertencente a um
ponto (A), ou a uma reta (r), dados, ou por suas proje¢des, ou por condi¢des estabelecidas,
deve-se, sempre, construir uma reta (A)(B) perpendicular a (B;3), que hd de pertencer a (),
como nos exemplos que seguem.

1 - Determinar os tragos do plano (o), perpendicular a (B,3) e pertencente a reta (r),
dada por suas projegdes.

Resolugdo: Por ndo serem acessiveis, no espago disponivel, os tracos de (r), devem ser
utilizadas duas retas (A)(H) e (B)(V), de (o), perpendiculares a (B;3), seus tragos e os simé-
tricos deles, em relagdo a (m'n), para obter os tragos de () (Figura 173).

2 - Construir os tragos do plano (o), pertencente ao ponto (A), dado por suas proje-
¢oes, sabendo que (o) é perpendicular a (By3), formando 60° com ().

Resolugdo: Para formar 60° com (m), (o) deve ser tangente ao cone de revolugdo de
vértice (A), base em (n) e geratrizes inclinadas de 60° em relagao a (n). Com o tragado, por
(A), da reta (V)(H) perpendicular a (3;3), as tangentes por (H) a base do cone trazem as
duas solugdes (Figura 174).

3 — Determinar os tragos do plano (o) perpendicular a (B;3), dada a projegao vertical
i’ daintersegdo de (o) com (By3).

Resolugdo: Imediato obter a projecdo horizontal de (i) e, com o auxilio de uma reta
(M)(H) perpendicular a (B;3), apoiada em (i), vém os tragos pedidos (nimero 43) (Figura 175).

H
\OL"IT

Figura 173 Figura 174 Figura 175
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Carituro IV

SIMETRIA CENTRAL

45 - Figuras simétricas e assimétricas

E conceito bastante generalizado e de pronta aceitacdo o de figuras planas simétricas,
que corresponde a igualdade de duas partes suas, criadas com a inclusdo de uma reta que a
divida naquelas duas partes. E das espaciais, assim divididas por um plano.

O entendimento, bem simples, associa-se ao da beleza, com importante conotagdo

artistica.

Do ponto de vista da Geometria, uma figura plana é entendida simétrica quando exis-
te a0 menos uma reta que a atravessando divida-a em duas partes iguais, passiveis de exata
superposicao, por simples dobradura, tal como exemplificado na Figura 176. Esta reta e é,
entdo, denominada eixo de simetria daquela figura.

As figuras que nao possuem tal propriedade sao ditas assimétricas.

Observe-se que figuras geométricas planas podem possuir um, dois, trés, ou mais eixos
de simetria. Assim sdo o triangulo isdsceles (um eixo), o retangulo (dois eixos), o triangulo
equilatero (trés eixos), o quadrado (quatro eixos), o hexdgono convexo regular (seis eixos) e o
circulo, que conta com uma infinidade de eixos de simetria, representados na Figura 177.

€ €

Figura 176 Figura 177
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Todos esses exemplos, os mais comuns no cotidiano, trazem simetrias em relacao a
retas, mas ha, como passamos a detalhar, também, simetrias em relacao a pontos e a planos.

46 - Simetria em relacdo a um ponto

Dois pontos A e A sdo simétricos em relagdo a um ponto O, quando O é o ponto mé-
dio do segmento AA. O ponto O é, entao, denominado centro, ou polo, dessa simetria, que
¢ dita central, ou puntual. Os pontos simétricos A e A sdo, entao, nomeados homologos.

Duas figuras sao simétricas em relagdo a determinado ponto O quando a cada ponto
de uma delas corresponde, na outra, um ponto simétrico daquele, em relagdo ao centro O

da simetria.

A determinacio do simétrico A de um ponto dado A, em relacio a um centro O, tam-
bém dado, se faz, entdo, pelo tracado da reta AO e pela marcagao, em seu prolongamento,
além do ponto O, de um segmento OA igual a AO (Figura 178).

Da mesma forma, constrdi-se o poligono ABCDE, simétrico de um dado ABCDE,
em relagdo ao centro O, também dado (Figura 179), pela obtencao dos simétricos de seus
vértices em relacao ao ponto O e de sua ordenada uniéo.

E, por repeticio da operacio, chega-se i obtencdo da figura p, simétrica de uma dada
p, curva, ou mista, em relagao ao centro O, dado também (Figura 180).

Figura 178 Figura 179 Figura 180
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47 - Teorema

Dois segmentos de reta simétricos em relagdo a um ponto exterior sdo iguais e paralelos.

Demonstragao: Consideremos um segmento qualquer AB e seu simétrico AB, em
relagdo a um ponto O, genérico, mas exterior a AB (Figura 181).

Os triangulos OAB e OAB, assim formados, sio iguais, por terem dois lados OA e OA
e OB e OB respectivamente iguais, pela propria constru¢ao da simetria, e os angulos por
eles compreendidos iguais, como opostos pelo vértice. Assim, sdo iguais seus terceiros lados
AB e AB. E sio paralelos, ja que restam iguais seus angulos A e A, assim como B e B, alternos
internos para as transversais AA e BB, com o que fica demonstrado o teorema.

48 - Corolario

Duas retas simétricas em relagio a um

ponto exterior sdo paralelas.

49 - Observacao

Quando o centro O da simetria pertence
areta r, suporte do segmento AB, os simétricos
r e AB sdo colineares com os dados (Figura 182). T

50 - Teorema Figura 182

Dois poligonos simétricos em relacao a um ponto qualquer sdo iguais e tém seus lados
homologos respectivamente paralelos.

Demonstragao: Consideremos um poligo-
no genérico ABCDE e seu simétrico ABCDE,
em relacdo a um ponto O, também qualquer, e
tracemos as diagonais relativas aos vértices simé-
tricos A e A (Figura 183), decompondo os dois
poligonos em iguais quantidades de triangulos,
que hdo de ser, aos pares, iguais, por terem, cada
par, lados respectivamente iguais e paralelos (nu-

mero 47).

E, assim, os dois poligonos, formados por
conjuntos iguais de triangulos, aos pares iguais e
igualmente dispostos, resultam iguais, demons-

trando o teorema. Figura 183
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51 - Corolario
Duas figuras planas curvas, ou mistas, simétricas em relagdo a um ponto qualquer sdo
iguais.

Porque todas as partes curvas podem ser compreendidas como posi¢des limites de po-
ligonais inscritas, quando seus géneros crescem, tendendo, segundo leis iguais, ao infinito. E,
com isso, retorna-se a situagdo anterior, de dois poligonos simétricos em relagao aquele ponto.

52 - Observacao

Duas figuras planas simétricas em relagdo a um ponto fixo tém disposi¢des opostas.
Porque, ao final, sdo homotéticas, na razdo -1, para tal ponto fixo.

53 - Projecoes de pontos centralmente simétricos

A determinacdo das proje¢des de um ponto (A), simétrico de um ponto (A), em rela-
¢do a um ponto (O), estes dados por suas projegdes, ¢ imediata porque as divisdes propor-
cionais se mantém nas proje¢des ortogonais (Figuras 184, 185 e 186).

Kl O| = Al = AI
OI
A - _ -
— A p— »/-N\
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54 - Projecoes de retas centralmente simétricas

Também para a simetria de uma reta dada (r), em relagdo a um ponto (O), dado, as
construgdes sdo simples, aproveitando, quando possivel, os paralelismos de (r) e de sua si-
métrica () (Figuras 187, 188, 189, 190, 191 e 192).
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55 - Projecoes de poligonos centralmente simétricos

Ainda para um poligono é simples a obtengdo das proje¢des de seu simétrico em rela-
¢do a um ponto (O), também dado por suas proje¢des, operada para seus vértices ou lados.
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56 - Projecoes de figuras centralmente simétricas

O procedimento ¢ o mesmo para a constru¢do da simétrica de uma figura curvilinea,
ou mista, em relagdo a um ponto (O), dando-se especial atengao as partes curvas, quanto a
suas naturezas e determinagdes (Figuras 198, 199 e 200).
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57 - Planos centralmente simétricos

O simétrico de um plano dado (o) em relagao a um ponto (O) a ele exterior é um plano

(o), paralelo ao dado e situado a mesma distancia ao centro (O), da que separa (c) de (O).

De fato, basta ver que toda reta (r) de (o) tem por simétrica em relagdo a (O) outra

reta (1), paralela a (r) (numero 48) e, assim, o lugar geométrico de todas as simétricas (1)

das retas (r) de (o), em relacao a (O), ha de ser o plano (o), paralelo a (o) e situado, no sen-

tido oposto, a mesma distancia de (O) que a que separa (o) de (O) (Figura 201).

Até porque, enfim, (@) é 0 homotético de (o), em rela-
¢do a (O), na razao -1.

E bem simples, entio, a construcio do plano (o), simé-
trico de um plano (o), dado por duas retas (a) e (b), em relagdo
a um ponto dado (O), pela obteng¢do do simétrico (J) de um
ponto (J) de (o), em relagdo a (O) e pela condugao, por (7), de
paralelas a duas retas concorrentes de (o) (Figuras 202 e 203).

Quando as retas dadas (a) e (b) sdo concorrentes, o ideal
¢ que (J) seja o ponto comum a elas (Figura 202); quando
sao paralelas (Figura 203), além de um ponto (]) arbitrado de
uma, convém utilizar um segundo (L) da outra reta e condu-
zir, pelos simétricos (J) e (L), em relagdo a (O), as paralelas
(a) e (b) as retas dadas.

Figura 201

Figura 202

Em situagdo particular, quando o centro (O) de simetria pertence ao plano (a), seu

simétrico (a.), em relagdo a (O), coincide com o préprio (a).
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58 - Tracos de planos centralmente simétricos

Muito facil a construcdo dos tracos do plano (o), simétrico de um plano projetante
(), dado, em relagao a um ponto (O), também dado, pela utilizagdo das pertinéncias de
dois pontos, um, (J) de (a), e outro, o seu simétrico (J), em relagdo a (O), proporcionando
(o) (Figuras 204, 205, 206, 207 e 208). Ainda simples a obtencao dos tragos do plano (o),
simétrico do dado (o), paralelo a linha de terra (Figura 209), ou a ela pertencente (Figura
210) em relagao a um ponto (O), dado por suas proje¢des, pela utilizagdo de um ponto (J) de

(o), alids 0 mesmo procedimento para planos quaisquer (Figuras 211 e 212).
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59 - Projecoes de poliedros centralmente simétricos

Também para poliedros aplicam-se as mesmas propriedades, quais sejam a do parale-
lismo de arestas simétricas e o da igualdade do simétrico em relagdo ao poliedro dado.

Assim sao os exemplos seguintes (Figuras 213, 214 e 215) de simetrias centrais de
poliedros, em relagdo a um ponto (O), dados, todos, por suas projegoes.

Observe-se as inversdes das visibilidades.

Figura 214
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Figura 215

Neste tltimo exemplo, as retas (1)(2), de topo, e (3)(4), vertical, auxiliam na determi-
nagdo da visibilidade do solido dado (Geometria Descritiva, nimero 167.7).
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Carituo V

SIMETRIA AXIAL

60 - Simetria em relacao a uma reta

Dois pontos A e A sdo simétricos em relagdo a uma reta e quando essa reta é a me-
diatriz do segmento AA. A reta e ¢, entdo, denominada eixo dessa simetria, que ¢ dita axial
e 0s pontos simétricos A e A sdo, também, referidos como homologos.

Duas figuras sao ditas simétricas
em relacdo a uma reta fixa e quando a
cada ponto de uma delas corresponde um
ponto da outra, sendo os dois simétricos
em relagdo aquela reta e, o eixo dessa si-

metria axial. C
Assim, a construgao da figura f, si- e

métrica de uma figura dada f, em relagao

aum eixo fixo e, se faz pelo tracado a par- c

tir de cada ponto A, de f, da perpendicu-
lar AM areta e, M em e, prolongando-a,

para além de e de um valor MA igual a

AM (Figura 216), repetindo-se tal cons-

trugdo para cada novo ponto de f. Para
trechos curvos, deve-se identificar suas Figura 216

naturezas e peculiaridades.

Duas figuras planas axialmente simétricas sdo, como em seguida (niimeros 64, 65 e
67) sera demonstrado, iguais, mas com disposi¢des opostas em relagao ao eixo de simetria,
podendo coincidir por superposi¢do, mediante simples “dobradura’, em torno daquele eixo.
E, por isso, que a simetria axial é também denominada simetria de reflexdo, reflexiva, ou
de espelhamento, associando a situagdo a da reflexdo de alguma figura num espelho plano,
entdo representado linearmente pelo eixo da simetria.
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61 -Teorema

Dois segmentos de reta simétricos em relagdo a uma reta de seu plano que nao lhes
sirva por suporte sao iguais e as retas a que pertencem ou sao paralelas, ou se cortam sobre
o eixo de simetria num mesmo ponto.

Demonstragao: Consideremos, em simetria axial de eixo e, os segmentos AB e CD,
respectivamente, paralelo e obliquo ao eixo e seus simétricos AB e CD (Figura 217).

Os tridngulos retangulos APQ e APQ, tendo os ca-

tetos AP e AP iguais e o segundo PQ comum, sio iguais, r T
o que obriga a igualdade dos angulos o’ e 3 além, é claro, A P | i
da de suas hipotenusas AQ e AQ. Por isso, restam iguais . - B

os tridngulos ABQ e ABQ, por terem iguais seus lados
BQ e BQ, por construcao, e AQ e AQ, além dos angulos
Y e @, por eles compreendidos, como complementos de

o’ e 3. Assim, seus terceiros lados AB e AB sao iguais. E

mais, sdo paralelos por serem iguais os alternos inter-
nos ¢ e 3, como complementos de 3’ (Figura 217), o que
obriga que AB seja paralelo ao eixo e, por consequéncia,
a AB, demonstrando a primeira parte do teorema.

Analisemos, agora, os segmentos simétricos CD e
CD, obliquos ao eixo e. Os trapézios retangulos CDNM e

CDNM sio iguais, por terem em comum o lado MN e

iguais, aos pares, suas bases CM e CM e, também, DN e

Figura 217

DN, o que garante a igualdade dos lados obliquos CD e CD.

Além disso, é obrigatdrio que suas retas suportes s e s se cortem sobre o eixo, num
ponto ] = ] porque, sendo J o ponto comum a reta s e ao eixo e, seu simétrico J, por tam-
bém distar zero do eixo, ha de coincidir com J, o que demonstra a segunda parte do teorema.

62 - Corolarios

1 - Uma reta s, obliqua ao eixo coplanar e, e sua s
simétrica s, em relacdo a e, formam dngulos iguais com
o eixo de simetria (Figura 218).

2 - O eixo de simetria de duas retas coplanares e
simétricas a ele obliquas é suporte da bissetriz de um dos

angulos formados pelas retas (Figura 218). Figura 218
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63 - Escolio

A simétrica de uma reta perpendicular ao eixo é ela prépria, visto que os simétricos
de todos os seus pontos hao de pertencer a ela.

64 - Teorema

Dois triangulos simétricos em relacao a uma reta de seu plano sao iguais.

Demonstragao: Consideremos, inicialmente, o triangulo ABC, com um lado BC sobre
0 eixo, e seu simétrico ABC (Figura 219), que hao de ser iguais, por terem dois lados iguais,
AB e AB e AC e AC, visto que o eixo e acaba
sendo a mediatriz do segmento AA, e um lado A
comum BC = BC.

Tomando-se um ponto D qualquer de B=B c=C

AB e seu simétrico D, em AB, restam iguais os
triangulos ACD e ACD, por serem eles as sub-

al

tragdes de pares de triangulos iguais, o ABCe o

DBC com seus simétricos ABC e DBC. A Figura 219

Finalmente, tomando-se, em seu plano,

um ponto E, qualquer, e seu simétrico E, ficam
formados os tridngulos simétricos ADE e ADE, A
ambos afastados do eixo. Tais tridngulos sao
iguais, como diferencas, entre os triangulos

ACD e ACD com AEC e AEC.

Assim, mesmo em situagdo genérica,

sem pontos em comum com o eixo, fica de-

IWERAW

monstrada a igualdade de dois tridangulos co- A
planares e axialmente simétricos.

E D
65 - Teorema Figura 220

Dois poligonos simétricos em relacao a uma reta de seu plano sdo iguais.

Demonstragao: Considerando-se (Figura 220) todas as diagonais pertencentes a um
qualquer dos vértices do poligono inicial e, igualmente, as de seu simétrico, ficam os po-
ligonos decompostos em tridngulos aos pares simétricos e, por isso (numero 64), iguais,
em sequéncias iguais, o que demonstra a igualdade dos poligonos, sejam quais forem seus
géneros.
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66 — Observacoes

1 - Tendo o poligono algum lado paralelo ao eixo, seu simétrico também sera paralelo
a esse eixo (ntimero 61), como os lados AB e AB das tiguras simétricas da Figura 221.

2 — As retas suportes de lados homologos dos dois poligonos coplanares e axialmente
simétricos cortam-se sobre o eixo (nimero 61), tal como ressaltado na Figura 220.

67 — Teorema

Duas figuras planas, curvas ou mistas, simétricas, em relagdo a uma reta de seu plano
$ao iguais.

Demonstracio: Consideradas duas figuras mistas ABCDEF e ABCDEF simétricas
em relacdo a uma reta e, com elas coplanar (Figura 221), basta observar que seus trechos
curvilineos sao posi¢des limites de poligonais neles inscritas, simétricas, também, em re-
lagdo a reta e, quando crescem indefinidamente, e na

A B
~ A . . . S
mesma propor¢ao, seus géneros, sendo, por isso, iguais \
(numero 65), para concluir pela igualdade das duas fi- f

guras f e f, simétricas em relagdo a e, o que demonstra P
o teorema.

|w]] )

68 - Observacao E

wll
(@)

Duas figuras planas quaisquer simétricas em rela-
¢d0 a uma reta com elas coplanar tém disposi¢cdes opos- f

tas, quanto a sequéncia de seus vértices e demais pontos /
homologos (Figura 221), tal como indicam seus senti- A B S

dOS ses Figura 221

69 — Corolarios

1 - Sdo iguais os angulos formados por duas retas
Al e A2 e por suas simétricas AleA2em relagdo a uma
reta e, de seu plano, por serem iguais os triangulos A12
e Al12 que elas formam com o eixo e (Figura 222).

2 — A simétrica b da bissetriz b do angulo for-
mado por duas retas B3 e B4 em relagdo a um eixo co-
planar e ¢ a bissetriz do angulo formado pelas simétri-

cas B3 e B4 daquelas duas retas, em relagio a e (Figura

222), pelo mesmo motivo.

Figura 222
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70 — Projecoes de pontos axialmente simétricos

Dados, por suas projegdes, um ponto (A) e um eixo (e), para obter o simétrico (A)
de (A), em relagdo a (e), deve-se tragar a perpendicular (A)(M), por (A) a (e), (M) em (e) e,
prolongando-a para além de (e), marcar o segmento (M)(A) igual a (A)(M).

Naturalmente, as épuras correspondentes serdo mais ou menos simples conforme a na-
tureza do eixo. Assim, sendo ele perpendicular a um dos trés planos referenciais, a perpendi-
cular (A)(M) a ele ha de ser paralela a tal plano. Entao, sendo (e) vertical, tal perpendicular,
pertencendo obrigatoriamente a um plano horizontal, podera ser horizontal, fronto-horizon-
tal ou de topo (Figuras 223, 224, 225 e 226); para eixos (e) de topo, as perpendiculares a ele,
pertencendo a um plano frontal, terdo que ser frontal, fronto-horizontal ou vertical (Figuras
227,228,229 e 230); sendo (e) fronto-horizontal, as perpendiculares a ele, devendo pertencer a
um plano de perfil, terdo que ser ou vertical, de topo ou de perfil (Figuras 231, 232,233 e 234).
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Sendo o eixo (e) horizontal, ou frontal, as perpendiculares a eles terao que pertencer,
respectivamente, a um plano vertical ou a um plano de topo podendo, por isso, admitir as
naturezas horizontal, vertical ou qualquer (Figuras 235, 236, 237 e 238), ou frontal, de topo
ou qualquer (Figuras 239, 240, 241 e 242), respectivamente.

E quando o eixo (e) = (R)(S) for de perfil, as perpendiculares a ele, devendo pertencer
a um plano a ele perpendicular, ou seja, a um plano paralelo ou, eventualmente, pertencente
a (1'm), terdo que ser ou outra reta de perfil (Figura 244), ou uma fronto-horizontal (Figura
245), ou uma qualquer, esta merecendo constru¢do algo mais complexa, como detalhado
nas Figuras 246 e 247.
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Quando, enfim, o eixo (e) for uma reta qualquer, dois procedimentos podem ser utili-
zados, o primeiro pela condugio, pelo ponto dado (A), do plano (y), perpendicular a (e) e pela
determinacdo do tragco (M) de (e) em (y), pois o simétrico (A), procurado, sera o simétrico de
(A) em relagao a (M) (Figuras 248 e 249); o segundo pelo rebatimento do plano (o) que (A) e
(e) definem, para, entdo, operar em V.G. a perpendicularidade a (e) (Figuras 250 e 251).
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Figura 250

Figura 251
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71 — Projecoes de retas axialmente simétricas coplanares com o eixo de simetria

Sabe-se (niimero 61) que, se uma reta é paralela ao eixo e, sua simétrica é, também, para-
lela a ele e a propria reta original e que se a reta dada concorre com o eixo em determinado ponto,

sua simétrica em relagdo a esse eixo concorre com a reta e o eixo dados naquele mesmo ponto.

Assim, sendo o eixo vertical, todas as retas com ele coplanares formam, com ele, planos
projetantes em relagio a (1), o que simplifica bastante a construcdo, em épura, da reta (r),
simétrica da dada (r) (Figuras 252, 253, 254 e 255).

el r e P f r e

r=r

e=J=J 9>

\ . r
Figura 252 Figura 253 Figura 254

F

Figura 255

As mesmas simplicidades se dao para eixos de topo e retas com eles coplanares, ja que
os planos que elas formam hao de ser projetantes em relagdo a (7’).

Quando o eixo de simetria (e) é horizontal, frontal ou fronto-horizontal seu paralelis-
mo a pelo menos um dos planos de projecdo traz, em V.G., um angulo reto, em épura, para a
obten¢do do simétrico (A) de um ponto (A) da reta dada (r), que, com o ponto fixo (J) = (),
define a simétrica (r), ainda sem dificuldade (Figuras 256, 257 e 258).

r
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m
—

Figura 258 \

Figura 256

Figura 257
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E quando o eixo (e) = (V)(H) é de perfil (Figura 259), ou qualquer (Figura 260), ainda
coplanar com a reta dada (r), o processo habitual consiste em rebater o plano (o), formado

por (r) e (e), marcando o ponto (J) comum a essas retas, para construir, em V.G., a operagio
de simetria.
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Figura 260
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72 - Projec¢oes de poligonos axialmente simétricos em relacao a um eixo coplanar

A simetria de um poligono dado em relagdo a uma reta de seu plano se faz pelas sime-
trias de seus vértices e de seus lados, em relagdo aquela reta, aproveitadas eventuais particu-
laridades existentes e as propriedades antes estudadas (nimeros 66.1 e 66.2).

Em todos os exemplos seguintes sao dadas condi¢des para a construcao de um po-
ligono coplanar com o eixo (e) de simetria, pedindo-se as proje¢cdes de seu simétrico em
relacdo a (e).

Em cada um dos casos

seguintes, tais condi¢des sao A

especificadas.

1 - Quadrado (A)(B)(C)(D)

do primeiro diedro, pertencente ao

plano horizontal (a). Dados a,

AB e a projecdo e do eixo.

Construida, em V.G., a pro-

jecdo horizontal ABCD, com ape-

nas uma solu¢do, para que o qua- D

. . . Figura 261
drado pertenca ao primeiro diedro,
a simetria se opera, também em
V.G., na projegao horizontal resol-

vendo a questdo (Figura 261).

2 - Triangulo equilatero
(A)(B)(C), no primeiro diedro, do
plano de topo (o), pertencente ao
eixo (e), dadas as proje¢des do lado
(A)(B) e a projecao horizontal e - T
do eixo (e).

Com o rebatimento de (o)

sobre (1), leva-se o eixo a tal reba- 1 \ %
timento, com ajuda de seu ponto ¢
(J), que traz (J);, e constroi-se, em

V.G., o triangulo (A)(B)(C) e seu
simétrico, (A)(B)(C), cujo algado (B); B

QT

resolve o problema (Figura 262). Figura 262
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3 - Triangulo retdngulo e
isosceles (A)(B)(C) de hipotenu-
sa (B)(C), pertencente ao plano
(o), paralelo a ('m), que contém
o eixo (e).

Dados os tracos de (o), a
projecao A'B, do cateto (A)(B),
informado que o vértice (C) tem
abscissa menor que a de (A) e
que o eixo (e), de simetria, deve
ser tal que o simétrico do cateto
(A)(B) venha a pertencer a (7).

O rebatimento de (o)
sobre (n) e a mediatriz (e); de
(A){(A);, inclinada de 45° em
relagdo aos tragos de (o), para
garantir que o simétrico do cate-
to (A)(B) possa pertencer a (1),
resolvem a simetria pedida (Fi-
gura 263).

4 - (A)(B)(C)(D), um pa-
ralelogramo do plano (o).

Dadas as projegdes verti-
cais A, B, C’ e as duas projecdes
do eixo (e), de maior declive

de (o).

Completadas as proje-
¢oes do paralelogramo e obtidos
os tragos de (a), o rebatimento
desse plano sobre (m) permi-
te a construcdo do simétrico
(K)I(E)l((_j)l(f))l e, com seu al-
¢amento, completar a simetria
pedida (Figura 264).
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Figura 263
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Figura 264

CELio PinTO DE ALMEIDA

65



5 — Hexdagono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F), do primeiro diedro, com o lado (A)(B) em
(1) e o vértice (E) em (7°). Dadas as proje¢des A e B, pede-se construir as proje¢des do simétri-

co do hexagono, em relagao a reta de perfil (e), do plano (a), pertencente ao vértice (C), sem

desenhar as proje¢des do hexagono (A)(B)(C)(D)(E)(F).

Construida a V.G. (A);(B);(C);(D);(E); do hexdgono dado, obtém-se o trago vertical

ar’ de seu plano, com o algamento do vértice (E);, por pertencer a (), logo a o’

E, rebatida a reta (E)(H) de perfil, de (), a paralela (e); a seu rebatimento por (C); é o

proprio rebatimento do eixo da simetria pedida. O alcamento do hexagono simétrico assim

obtido resolve a questao (Figura 265), aproveitado o paralelismo das diagonais (B)(D) e (A)(E).

Figura 265
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73 — Projecoes de retas simétricas em relacao a um eixo reverso a elas

A construgao das projegoes da reta (1), simétrica de uma reta (r), dada por suas pro-
jecoes, em relagdo a um eixo dado (e) reverso a (r) e também dado por suas projegoes, se faz
pela determinagao dos simétricos (A) e (B) de dois pontos de (r), em relagdo a (e) (Figura 266).

Tais simétricos sdo obtidos pelas condug¢oes, por (A) e por (B), dos planos (a) e (B)
perpendiculares a (e), pelas determinagdes de seus tragcos (M) e (N) com (e) e com a marca-
¢ao dos simétricos (A) e (B), respectivamente, em relacao a (M) e a (N) (Figura 266). A reta
(1) pedida é a prépria (A)(B).

r

pr ©

Figura 266

O exemplo acima trata de posi¢des mais genéricas da reta dada (r) e do eixo de sime-
tria (e), também dado, ambos quaisquer.

Em situag¢des mais particulares do eixo (e), as épuras simplificam-se bastante como
nos exemplos seguintes, devidamente comentados (Figuras 267 e 268), em que o eixo (e) é,
respectivamente, vertical e frontal.
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No primeiro desses dois casos particulares (Figura 267), o eixo (e), vertical, propor-

ciona, com as horizontais pelos pontos escolhidos (A) e (B), de (r), as imediatas simetrias,

trazendo (A) e (B) e, com isso, a reta (1) procurada e, no segundo (Figura 268), o eixo fron-

tal (e) propicia os angulos retos na projecao vertical, entregando os simétricos (A) e (B) dos

pontos escolhidos (A) e (B), de (r).

74 - Simetria de poligono em relacao a um eixo nao coplanar

As construgdes se fazem
pelas obtencdes dos simétricos de
cada vértice do poligono em rela-
¢d0 ao eixo, tal como detalhado no
item 70 anterior e por sua ordena-

da unido (Figura 269).

75 - Simetria de poliedro em
relacao a um eixo genérico

Resolucao idéntica a do
item anterior, pela determinacgdo
dos simétricos de cada vértice do
poliedro em relagdo ao eixo dado
e pela adequada ligagdo desses
simétricos.
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CariturLo VI

SIMETRIA EM RELACAO A UM PLANO

76 - Simetria em relacao a um plano

Dois pontos (A) e (A) sdo simétricos em relagdo a um plano (6) quando esse plano é
o mediador do segmento (A)(A) formado pelos dois pontos.

Duas figuras ou dois solidos sao ditos simétricos em relagdo a um plano (8) quando a
cada ponto de um deles corresponda um ponto do outro e, reciprocamente tais, que os dois

sejam simétricos em relagdo a (0).

Assim, a construcdo da simétrica (f) de uma tigura (f), bi ou tridimensional, em re-
lagao a um plano (0), se faz, para cada ponto (A) de (f), pelo envio da perpendicular a (0),
pela determinagdo de seu trago (M) com (0) e pelo prolongamento, para além de (0), de um
valor (M)(A) igual a (A)(M) (Figuras 270, 271 e 272).

Figura 270 Figura 271 Figura 272

Os pares de pontos simétricos, como (A) e (A), nas Figuras 270, 271 e 272, sdo
denominados homdlogos, mesma denominagao utilizada para qualquer par de entes
correspondentes nessas simetrias. O plano (0) é dito, entdo, plano de simetria ou plano

referencial.
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77 - Teorema

Dois segmentos de reta simétricos em relagdo a um plano que nao os contenha sao

iguais e as retas que lhes servem de suporte ou sao paralelas ou se cortam num ponto per-

tencente aquele plano.

Demonstragdo: Consideremos um plano
(0) e dois segmentos (A)(B) e (C)(D), respec-
tivamente, paralelo e obliquo a (6), bem como
seus planos (y) e (¢) projetantes em relacao a (0),
assim como seus simétricos (A)(B) e (C)(D), em
relacao a (0) (Figura 273), naturalmente perten-
centes a cada um desses planos projetantes.

Como, por hipotese, (A)(B) é paralelo a
(0), também o ¢é a intersecao (y0) de seu plano
projetante em relagdo a (). E, por isso (nimero
61), sdo iguais e paralelos (A)(B) e seu simétri-
co (A)(B).
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Figura 273

Da mesma forma, agora no plano projetante (¢) (Figura 273), sao iguais os segmentos

simétricos (C)(D) e (C)(D) (nimero 61), além de que as retas que lhes servem de supor-

tes cortam-se num ponto (J) pertencente a reta
(9B) e, por isso, ao plano 6, ficando, assim, de-

monstrado o teorema.

78 — Corolarios

1 — Uma reta qualquer (r) e sua simétrica
(r) em relagio a um plano qualquer (6) formam
angulos iguais com esse plano (Figura 274).

2 - Duas retas obliquas a um plano e si-
métricas em relagao a ele tém esse plano como
o bissetor de um dos dngulos que elas formam
(Figura 274).

3 — Sao iguais os dngulos formados por
duas retas e por suas simétricas em relacdo a
um plano qualquer. Porque sdo iguais os trian-
gulos que elas formam com a reta que liga seus
tragcos com aquele plano (Figura 275).
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79 — Escolio

Toda reta perpendicular a um plano coincide com sua simétrica em relagao a esse

plano.

80 - Teorema

Sao iguais dois tridngulos genéricos simétricos em relagao a um plano qualquer.

Demonstragao: Porque seus lados e seus angulos sao respectivamente iguais (nime-

ros 77 e 78.3), os dois tridngulos sdo iguais, o que, prontamente, demonstra o teorema.

81 - Teorema

Sdo iguais dois poligonos quaisquer si-

métricos em relagdo a um plano genérico.

Demonstracao: Considerando-se um
poligono qualquer e seu simétrico em relagdo
a um plano (0) genérico, basta decomp6-los
em iguais quantidades de triangulos, todos
formados com diagonais relativas a um par
de vértices simétricos (Figura 276), que serdo,
entdo, aos pares, simétricos em relacao a (0) e,
por isso (numero 80), respectivamente iguais,
o que implica na igualdade dos dois poligo-

nos, como s€ queria provar.

82 - Teorema

Sao iguais dois tetraedros quaisquer si-
métricos em relagdo a um plano qualquer.

Demonstracao: Consideremos o tetra-
edro genérico (J)-(A)(B)(C) e seu simétrico
(1)-(A)(B)(C) em relagdo a um plano qual-
quer (0) (Figura 277).

As faces dos solidos sao triangulos aos
pares simétricos em relagao a (0) e, por isso,
aos pares, iguais (numero 80) e igualmente
dispostos, o que acarreta a igualdade dos dois
tetraedros.
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Figura 277
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83 - Teorema

Sao iguais dois poliedros convexos quaisquer simétricos em relagdo a um plano genérico.

Como um poliedro convexo qualquer pode ser decomposto em tetraedros (Geometria
Espacial, nimero 155, os dois poliedros convexos considerados podem ser decompostos em
quantidades iguais de tetraedros, aos pares iguais, por serem simétricos.

E como as disposigoes relativas dessas sequéncias de tetraedros sdo iguais, fica de-
monstrada a igualdade dos dois poliedros convexos, simétricos em relagdo a um plano
genérico.

84 - Corolarios dos teoremas 81 e 83

1 - Sao iguais duas figuras planas quaisquer, simétricas em relagdo a um plano genérico.

Porque podem ser as duas figuras consideradas, mesmo que curvilineas, ou mistas,
como posi¢des limites de duas poligonais iguais, nelas inscritas, quando, segundo leis iguais,
crescem indefinidamente seus géneros.

2 - Sao iguais dois solidos convexos quaisquer, simétricos em relagdo a um plano

genérico.

Porque podem ser considerados, mesmo que com superficies nao planas, como posi-
¢oes limites de dois poliedros convexos iguais, neles inscritos, quando, segundo leis iguais,
crescem indefinidamente seus géneros.

85 - Planos simétricos em relacao a um plano

Dois planos (o) e (o) sio simétricos em re-
lagio a um plano () quando cada ponto de (o) ¢
simétrico, em relagdo a (0), de cada ponto de ().

Assim,quandodois planossecantes (o) e (o)

sao simétricos em relagdo a um plano (0), eles Figura 278
formam angulos iguais com (0), que é, entao, um

dos planos bissetores dos angulos formados por

(o) e (o) (Figura 278).

E, sendo (o) paralelo a (0), seu simétrico AAH

(), em relagdo a (0), é também paralelo a (0) e
situado a uma mesma distancia de (6) que (a)
(Figura 279)- Figura 279

O BisseTor PAR



86 - Projecoes do simétrico de um ponto dado em relacao a um plano

Sendo dado, por suas proje¢des, um ponto (A) e, por seus tragos, um plano (0), para
obter as projecdes do ponto (A), simétrico de (A), em relagio a (0), deve-se tracar a per-
pendicular, por (A), a (0), determinar sua interse¢ao (M) com (0) e prolonga-la de um valor
(M)(A) igual a (A)(M).

Quando (0) é projetante (Figuras 280, 281, 282, 283 e 284), a construgdo é imediata
pela V.G. do angulo reto da perpendicular por (A) a (8), no trago do plano com o plano de
projecao ao qual ele é perpendicular.

Quando (0) é pertencente, ou paralelo, a (7'), a construcio se faz com o auxilio de
uma vista lateral (Figuras 285 e 286), onde os angulos retos vém em V.G., cabendo res-
saltar que, tendo que ser de perfil a perpendicular a (8), os pontos (A) e (A) tém que ter
abscissas iguais.

A vista lateral pode ter qualquer abscissa.

A A A 0
S _
, - A A
e"ﬂ' Al = Al
- — _ ]
\\A: O s —_ J— | ] f—
— — E\'
A A A
_ A O Vl
A=A 0
Figura 280 Figura 281 Figura 282 Figura 283
7'z O ' — /
\ MI K' (A)1
A A B L) (
A
- A
' b — —
— = A 1(A) A Ay
— Otz 0 —
A A
/ Y
A
Al -
0
Figura 284 Figura 285 Figura 286
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Quando o plano (0) é qualquer, basta utilizar o procedimento natural da simetria
(Figura 287), ou, com uma mudanga que torne (0) projetante (Figura 288), retornar a con-
di¢oes anteriores.

A/P
o'
A
— M -
A - -
Q
p
GTr/ Figura 287 Figura 288

Mesmo quando o plano (0), referencial para a simetria, é dado pelas projecdes de duas
de suas retas (a) e (b), os procedimentos permanecem validos (Figuras 289 e 290).

| /p

Jl
: A
1 a b'
1! hl 2!
2' h'
bl
_AlEA\ 5'~ -
™ h
f J
T b
M\ Ve 2
~/1
4
/ A p
Figura 289 Figura 290

87 - Projecdes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a um plano também
dado

A construcio das projecdes da reta (r), simétrica de uma reta dada (r), em relagio a
um plano (0), também dado, se faz pela escolha de dois pontos de (r), pela obtengdo de seus
simétricos em relacao a (0) e por sua unido.
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88 - Projecdes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a planos horizontais

ou frontais

Porque, sendo o plano (8) horizontal, as perpendiculares de constru¢do dos pontos

simétricos tém que ser verticais, coincidem as projecdes horizontais da reta dada (r) e de sua

simétrica (r) (Figura 291).

Além disso, sdo simétricas em relagao ao trago vertical On’ as projegoes verticaisr’ e 1,

ja que as cotas de pares de pontos homologos tém que ser simétricas em relagdo a cota do
plano (0) (Figuras 291, 292, 293, 294, 295, 296, 297 e 298).
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Da mesma forma, quando o plano (0), de simetria, é frontal, sdo as projec¢des verticais
r’ e r’ das retas simétricas que tém que coincidir, sendo simétricas, em relacdo ao traco ho-
rizontal O as proje¢des horizontais r e 1 dessas retas (Figuras 299, 300, 301, 302, 303, 304,
305 e 306).

T F L
r
T
Figura 299 Figura 300 Figura 301 Figura 302
r E_I AI = KI
rsr -
B'=
A
1
- ,T\\ - - - —_ B —_
B
//4
0 0
K .
r
r=r A
Figura 303 Figura 304 Figura 305 Figura 306

89 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a planos verticais ou
de topo

Por serem projetantes em relacao a (1), a constru¢do dos pontos de (1), simétrica de
uma reta dada (r) em relagdo a planos (0), verticais, se faz pelo envio de perpendiculares a
(0), todas, naturalmente, horizontais, o que acarreta que, em épura, sejam simétricas em
relagio ao traco horizontal O as projecdes horizontais r e r das retas original e de sua simé-
trica. Para as proje¢des verticais, deve-se aproveitar as constancias das cotas dos pontos de
(r) e, sempre que possivel, utilizar o traco (J) de (r) com (0), fixo na operagao (Figuras 307,
308, 309, 310, 311, 312, 313, 314 e 315).
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Da mesma forma, para simetrias de retas em relagdo a planos de topo, as projecoes
verticais I’ e r’ das retas simétricas restam, em épura, simétricas em relaciio ao trago vertical
O’ do plano (0), de simetria, enquanto que os pontos homdlogos mantém constantes, seus
afastamentos, ja que as retas que unem os pares de pontos simétricos sao frontais, perpendi-
culares a (0) (Figuras 316, 317, 318, 319, 320, 321, 322, 323 e 324).
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90 - ProjecOes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a um plano de perfil
dado

Porque as perpendiculares ao plano dado (0), que produzem os pontos simétricos dos
dados, tém que ser fronto-horizontais, todos os pares de pontos homdlogos mantém inalte-
rados suas cotas e seus afastamentos, o que simplifica em muito as épuras (Figuras 325, 326,
327, 328, 329, 330, 331 e 332).
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91 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a um plano paralelo

a(n'w)

Como os planos (0), paralelos a (m’w), sdo projetantes em rela¢ao aos planos de perfil,

as perpendiculares a eles, que proporcionam os simétricos de todos os pontos da reta dada

(r), hao de ser de perfil, de modo que todos os pares de pontos homdlogos mantém constan-

tes suas abscissas, sendo conveniente, sempre que possivel, utilizar o ponto (J), trago de (r)
com (0), fixo na simetria (Figuras 333, 334, 335, 336, 337, 338, 339 e 340).
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Cabe destacar que, naturalmente, devido a constancia das abscissas entre pares de
pontos homdlogos, nas simetrias em relagao a planos paralelos a (n'n), as simétricas de retas
verticais, de topo e de perfil sdo outras retas de perfil, tal como mostram as Figuras 337, 338
e 339. Eventualmente, em posi¢des particulares, essas simétricas podem vir a ser verticais

ou de topo.

92 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a um plano perten-
cente a linha de terra

Tudo se passa como no item anterior, ja que as perpendiculares a planos (7'n)-(M)
tém, também, que ser de perfil (Figuras 341, 342, 343, 344, 345, 346, 347 e 348).
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93 - Projecoes da reta simétrica de uma reta, dada por suas projecoes, em relacao
a um plano qualquer, dado por seus tracos

As perpendiculares a um pla-
no qualquer, que proporcionam as
simetrias, sdo também retas quais-
quer, o que, de um modo geral, one-
ra as épuras. Mais um motivo para
se determinar, sempre que possivel,
a principio, o trago (J) da reta dada
(r) no plano dado (0), ponto fixo
durante a operagdo de simetria.

1 - Para uma horizontal (r),

seu traco (J) em (0) é o ponto inicial.

Arbitrado um ponto (A), de
(r), a perpendicular (p), por (A),
corta (6) em (M), proporcionando
o segundo ponto (A) da simétrica
(r) pedida (Figura 349), obtida pela
unido de (J) a (A), simétrico de (A)
em relacdo a (M).

2 — Para uma frontal (r), o
mesmo procedimento ¢ utilizado,
com a determinag¢do da interse¢do
(J) dareta (r) com o plano (0) e, com
a escolha de um ponto (A), qualquer,
de (r), envia-se a perpendicular (p),
por (A) a (0), obtendo-se seu traco
(M) em (0), e, entdo, o simétrico (A)
de (A), em relagdo a (M), que, com
(J), define a simétrica (r) procurada
(Figura 350).

Observe-se a utilizagdo de uma
reta (s), auxiliar de (0), pertencente a
um plano de topo paralelo a reta (p),
para determinar o ponto (M).
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3 — Repetido o procedimento
para uma reta (r), fronto-horizontal,
com a determinacao do seu trago (J),
em (0), e, com a escolha de um pon-
to (A), genérico de (r), determina-se
seu simétrico (A), em relagdo a (0)
(Figura 351).

Os pontos (]) e (A) definem a
reta (1) pedida.

4 - Sendo (r) vertical, fica
imediato concluir que ela e sua si-
métrica (1) em relacdo a (0) hao de
definir um plano vertical (y), cujo
traco horizontal yrn, pertencendo a
1, é perpendicular a On (Figura 352),
o que simplifica a construgdo, que,
entio, se resume em encontrar A si-
métrico de A’ em relagdo a M’

5 - Como no item anterior,
porque, agora, (r) é de topo, ela e
sua simétrica (r) em relacdo a (0)
formam um plano de topo (y), cujo
traco vertical ym, pertencendo a r; é
perpendicular a On” (Figura 353).

Assim, basta obter o trago (])
de (r) em (0) e a projecdo horizon-
tal A do simétrico de um ponto (A),
qualquer de (r), para completar a
épura.

Observe-se que, tal como no
item 3, acima, para a determinacgao
do trago (M) da perpendicular (p),
por (A),a (D), lancou-se mao de uma
reta (s), de (0), com projecao hori-
zontal s paralela a p.
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6 — Para retas de perfil, como
(A)(B), na Figura 354, ao invés de
buscar seu traco com (0), é mais
simples construir os simétricos
(K) e (E), com o mesmo procedi-
mento anteriormente utilizado,
para, por sua unido, obter a reta
(r) = (A)(B), que, entdo, soluciona

a questao.

Note-se que, no exemplo, por
ndo serem acessiveis os tragos ho-
rizontais das perpendiculares (p;)
e (p,) a (0), tracadas por (A) e por
(B), foi utilizada uma reta auxiliar
(s), de (0), paralela aos planos de
topo daquelas duas perpendicu-
lares, para determinar seus tragos
(M) e (N) com (0) (Figura 354).

7 — Para retas quaisquer, como
(r) na Figura 355, o procedimento é
o tradicional, com a determinacdo
da intersecao (J) de (r) com (0), com
a escolha de um ponto (A), qualquer
de (r), e com o tracado, por ele, da
perpendicular (p) a (), determinan-
do-se seu traco (M) com (0) e com
a obtencdo de seu simétrico (A),
em rela¢do a (M), que, unido a (J),
traz a reta (r), simétrica de (r) em
relagdo a (0) (Figura 355).

Observe-se que, naturalmen-
te, basta construir a simétrica A de
uma das proje¢des A do ponto (A),
em relacdo a (M), para, entdo, ob-
ter A’ e a segunda projecdo r, de (r)
(Figura 355).

o'
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B! g 7
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A S
N
M
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Figura 354
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Figura 355
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94 - Projecoes do simétrico de um poligono, dado por suas projecoes, em relacao
a um plano, dado por seus tracos

A construgdo do simétrico de um poligono dado por suas proje¢des, ou por condi-
¢oes que o definam, em relagdo a um plano (0), dado por seus tragos, se faz pelas obtengdes
dos simétricos de seus vértices e/ou de seus lados em relagdo a (0), atentando, sempre, a
eventuais particularidades existen-

_ O

tes e observada a igualdade entre o A A
poligono dado e seu simétrico em
relagdo ao plano (nimero 81). 5 E / BzE

Seguem alguns exemplos: £

D

1 - Pentdgono (A)(B)(C)(D)(E), P o] c=p'
de perfil, dado por suas projegoes. Pla- G Q
no (0) vertical, dado por seus tracos. - B E

As perpendiculares ao plano D
vertical (0) sdo horizontais. Cons- A
truido C, a simétrica do traco hori- C
zontal do plano de perfil do pentago-
no, em relagdo a Om, traz a projecao o B
horizontal ABCDE do pentigono Figura 356

pedido (Figura 356).

2 - Hexdgono convexo vertical
(A)(B)(C)(D)(E)(F), com dois lados
(B)(C) e (E)(F) paralelos ao plano de
simetria (0), de topo, dado por seus

tracos.
¢ £

As perpendiculares a (8) sao
frontais e a projecgdo vertical do si-

métrico do hexagono dado se obtém =
com paralelas e com a afinidade em
relacdo a O’ do dois hexagonos (Fi-

gura 357).
E
Note-se que, apds a simetria D —
efetuada, o hexdgono solugao, como A 2 C
é claro, deixa de pertencer a um pla- 0 B B
m
no vertical. Figura 357
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3 - Triangulo (A)(B)(C),
dado por suas projecoes. (0),
paralelo a (n'n), dado por seus
tragos.

A simetria em relacdo
ao plano (0) é construida com
o auxilio de uma vista lateral,
com as abscissas dos trés vérti-
ces mantidas constantes (Figu-
ra 358).

4 - Triangulo (A)(B)(C),
dado por suas projecoes. (0)
qualquer, dado por seus tragos.

A simetria do triangu-
lo dado, em rela¢do ao plano
qualquer (0), se faz tracando
as perpendiculares (p;), (p,)
e (p3), por (A), (B) e (C), res-
pectivamente, a (0) e pela de-
terminagdo de seus tragos (M),
(J) e (N) com (0) e, entao, pela
obtencdo de seus simétricos
(A), (B) e (C), completando a
construgdo (Figura 359).

Observe-se que (M), (J) e
(N) sdo os pontos médios, res-
pectivamente, dos segmentos
(A)A), (B)B) e (C)(C) per-
pendiculares a (0) (Figura 359)
e que, para a determinagao dos
tracos (J) e (N), foram utilizadas
paralelas a reta (t), de (0), reta
esta que proporcionou o trago
(M), bastando obter suas proje-
¢Oes horizontais ] e N.

o'
X @)
C ( C)1
A B
= ¢ \(Q)\ : (B):
N A
B /B
— \ . —
B
A / i O
B
Figura 358

pi=t

v

(@l

//A p2

P1
Figura 359
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95 - Tracos do plano simétrico de um plano dado, em relacao a um outro plano

Sabe-se (nimero 85) que dois planos (a) e (@), simétricos em relagdo a um plano (0),
se secantes, cortam-se segundo uma reta (r), pertencente a (6), e formam angulos iguais
com (0) (Figura 360) e, se paralelos, sao também paralelos a (0), distando igualmente de (0)
(Figura 361). Mais: que no caso particular em que (o) ¢ perpendicular a (8), seu simétrico
(o) coincide com ele (Figura 362).

Assim, para determinar o plano (o), simétrico de (o) em relacdo a (0), dados estes
dois, deve-se obter a reta (r), intersecdo de (o) e (0), e o ponto (A), simétrico de um ponto
(A), genérico de (o), mas nao pertencente a (r) (Figura 363), ou, se (r) restar inacessivel,
deve-se determinar os simétricos (A), (B) e (C) de trés pontos (A), (B) e (C), ndo colineares,
de (o), genéricos (Figura 364). No caso particular em que (o) seja paralelo a (0), basta con-
seguir o simétrico (A) de um ponto (A) qualquer de (o), visto que () devera ser paralelo a
(0), conduzido por esse ponto (A) (Figura 365).

\

Figura 360 Figura 361 Figura 362

Figura 363 Figura 364 Figura 365
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96 - Tracos do plano simétrico de um plano dado por seus tracos, em relacao a um
plano horizontal, dado por seu traco vertical

Para estudar a constru¢ao dos tragos do plano (o), simétrico de um plano dado (a),

em relagdo a outro plano dado (0), horizontal, convém lembrar que, se (o) for horizontal,

(o) também o serd, os tracos verticais o, dado, e ) pedido, sendo simétricos em relaco a
On’ (Figura 366) e, se o plano (a) for frontal (Figura 367), vertical (Figura 368), ou de perfil
(Figura 369), por serem todos perpendiculares aos planos horizontais, hao de coincidir com
seus respectivos simétricos (o), em relacdo ao dado (0).

amT'zamTs=amT =am

0

o'z o'
o'
o' '
o'
o QT = QT
QT = QT
Figura 366 Figura 367 Figura 368

Figura 369

Sendo o plano dado (o) paralelo, ou pertencente a (1'n), por serem, tanto quanto o
plano horizontal dado (0), todos perpendiculares aos planos de perfil, é com uma vista late-

ral que se constroi a simetria, em V.G., bastando determinar o simétrico de um ponto de ()
e utilizar a intersecdo (r) de (a) e (8) (Figuras 370 e 371).

A o (O
a,.n.l -
((X)1 MI
O’ (0):
L] (i
am (r)1
aT' (OL)1 (A)1
o'z T
M
o [y
Figura 370 Figura 371
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Sendo o plano dado (o) de topo, por ser, como o também dado (8), perpendicular a
(1), é entre os tragos verticais de (o) e de seu simétrico (o), em relacdo a (0), que se opera
em V.G. a simetria pedida (Figura 372), restando (o) também de topo.

E, sendo (o) um plano qualquer, a utiliza¢ao da interse¢ao (r) de (a) e (0) define, com
o simétrico (A) de um ponto (A) de (a), convenientemente escolhido (Figura 373), o simé-
trico (o), cujo traco horizontal o ha de ser paralelo a a.

(ol o ,E\" aT'
Py fm'=r v
) = J/
V
- A'=A=A -
- (7 p—
r
[Vary
_ T
QT Figura 372 QT Figura 373

97 - Tracos do plano simétrico de um plano dado por seus tracos, em relacao a um
plano frontal, dado por seu traco horizontal

Tudo se passa como no grupo anterior, naturalmente permutando (r) por (7). Assim,
os simétricos, em rela¢do ao plano frontal (8), sdo, respectivamente, frontal, horizontal, de
topo, ou de perfil (Figuras 374, 375, 376 e 377), conforme o plano dado (o) seja frontal, ho-
rizontal, de topo, ou de pertfil, estes ultimos trés coincidindo com cada um dos dados.

am'z am' amzam'zamzam'

QT o

/ am'saTm
| _ N

01 — — p— —
0
0 0
QT
QT = QT
Figura 374 Figura 375 Figura 376 Figura 377

Sendo paralelo ou pertencente a (1'n) o plano dado (a), seu simétrico (o), em relacdo
a um plano frontal (8), como eles perpendicular aos planos de perfil, ha de ser paralelo (ou,
eventualmente, pertencente) a linha de terra, construido com facilidade pela utiliza¢ao de
uma vista lateral (Figuras 378 e 379).
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5 (6);
() (@),
1 o R
M ~
ar o - (M)1 (M)1
- aT's T
(OL)1 (&)1 o B
= o ﬁ —
[ O
fmw M
QT T
Figura 378 Figura 379

Sendo o plano dado (a) vertical, perpendicular a (), tanto quanto o plano frontal
dado (0), é entre os tracos horizontais de (o) e de seu simétrico (o) que se opera, em V.G., a
simetria pedida (Figura 380).

Por fim, sendo (o) qualquer, a frontal (r), interse¢do de (a) e (0), além do simétrico
(A) de um ponto (A) de (o), bem escolhido, definem o plano (@), o simétrico procurado.
Observe-se o paralelismo dos tragos verticais arm e o A intersecao fixa (r) (Figura 381).

aT' T

aT'
aT' r
\\ " AzAZR
{A=A'=A ]
Om=r
(kv H
T N
A
~ QT oTT QT
Figura 380 Figura 381

98 - Tracos do plano simétrico de um plano dado por seus tracos, em relacao a um
plano de topo, dado por seus tracos

Quando o plano dado (a) é horizontal, de topo, ou de perfil, seu simétrico (o) em
relacdo a um plano de topo (0), dado, sendo todos perpendiculares a (7’), a simetria pedida
se opera, em V.G., em ('), os tragos verticais dos planos envolvidos resolvendo as questoes,
proporcionando, em geral (Figuras 382, 383 e 384), simétricos (o) de topo, embora, para
posigoes particulares de (o) e de (), como nos casos das Figuras 385 e 386, o plano (o)
buscado possa vir a ser de perfil.
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B

A\

Figura 382

aT'

0
_ IJ 0
QT

/BTr'
aTr'

45°

01
Figura 385

IJ QT
am Figura 383

am'zam

F%W

g

p— T —
0
S am's ot
T =
O Figura 384
/OTr' O’
o'
] —
QUTT = 0T
[l
am'=aT 01
Figura 387

O simétrico de um plano frontal (o), em relagdo a qualquer plano de topo (0), é o

proprio (a), por ser ele perpendicular a todos os planos de topo (Figura 387).

Para todas as demais naturezas de planos (a), o procedimento para a construgdo do

seu simétrico (a), em relagdo a um plano de topo (0), é o tradicional, utilizando-se a inter-
secao (r) de (o) e (0), fixa durante a operag¢ao, e o simétrico (A) de um ponto (A) de (o),
convenientemente escolhido (Figuras 388, 389, 390 e 391), respectivamente, para planos

verticais, paralelos a (1'n), ('n)-(M) e quaisquer.

OL"ITI Al
Ot =r'
Vl
o'
HI
- V=A'ZA A
= aT=l
aTr
H
Figura 388 O \
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o) 0m'=r'\_—

O =r' o
Al ' Al
' 1' 2' V o'
J/
| 1'
|
\
A
— A=Al am'=zam L — —
M /
1
&Tr/ ! O
Figura 390 Figura 391

Observe-se a importancia da conveniente escolha do ponto (A), de (o), como atestam
as Figuras 390 e 391, onde (A), sendo um ponto de (n'n), traz, como simétrico, para o plano
(0), de topo, um ponto (A) de (1’) e, por isso, de ar’

99 -Tracos do plano simétrico de um plano dado por seus tracos, em relacao a um
plano vertical, também dado por seus tracos

Tudo se passa como no grupo anterior, com a permuta de (7) por (1’). Assim, os si-
métricos (o), do plano dado (o), em relagdo ao plano vertical (), dado por seus tragos, sao
também verticais, para planos (o) de naturezas frontal (Figura 392), vertical (Figura 393),
ou de perfil (Figura 394), respectivamente, podendo, para situagdes particulares, passar a ser
de perfil (Figura 395).

aT' , ! aT' O |oam'zam

<M o
T T
Gl
am 0 am \
Gl

Figura 392 Figura 393 Figura 394

Quando o plano dado (a) ¢ horizontal, ele coincide com seu simétrico () (Figura
396) e, quando (o) é de topo, a utiliza¢ao da intersecdo de (o) com o plano vertical (0), de
simetria, e do simétrico (A) de um ponto de (A), convenientemente escolhido, proporcio-
nam o plano (o), procurado (Figura 397).
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o' o' o'

(hre

A am'zam A
[ A

)A‘1
o
am'zam 0
Figura 395 O Figura 396 1T Figura 397

E esse 0 mesmo procedimento para a determinacio dos tracos do plano (o), simétrico
do dado (a), respectivamente, paralelo a (n'r), pertencente a ('), ou qualquer, em relagao
ao plano vertical (0) (Figuras 398, 399 e 400), mesmo quando (6) ndo vem dado por seus
tracos, mas sim por duas retas (a) e (b), onde o ponto (A) escolhido foi o traco vertical da
reta (b) (Figura 401).

T’ h' 2 v
aTr' A
Ml 1'
aT'
om'=r fmr=r
A //
A A 3 aT'z T
- E - - . 7 -
r f =
ot f3 1
am M M
QT
h
Figura 398 iy Figura 399 O
) 6"‘Tl V
QTT "
\ v . a
V / .
rl QT
1 o' A 2' } b'
AHT [ H' 2 iy \/
TN - Vit
\ — A [ ] —
\ -~
T o
1 | 2 m < a
H
H .4
A QT A b
. o= aw/ O
Figura 400 Figura 401
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100 - Tracos do plano simétrico de um plano dado, em relacao a um plano de per-
fil, também dado por seus tracos

Como a simetria de todo ponto, em relagdo a um plano de perfil, se produz pelo envio
da fronto-horizontal que o contém, os tracos do plano (a.), simétrico do dado (o), em rela-
¢30 ao plano de perfil (0), também dado, sao simétricos dos de mesmo nome do dado, em
relacdo a On = O’ (Figuras 402, 403, 404, 405, 406, 407, 408 e 409).

E claro que, por serem perpendiculares aos planos de perfil, os planos horizontais,
frontais, paralelos e pertencentes a (7'n) coincidem com seus respectivos simétricos em re-

la¢ao a todo plano de perfil.

0m'=01 o' T 0m'=0T
= QTIV\IOLW'
am'zam
QT = QT \\// X
= = QT o
Om'=0T aml Owl=6mw Qam, T
Figura 402 Figura 403 Figura 404 Figura 405
0m'=0T 0 =0 & Om'=01
aT's T am'zam _ aTr'
o'z aT' =
M. M
/\ ot zawfEaT=an'
M M
QT = QT
0m'=0 o -
Figura 406 Figura 407 Figura 408 Figura 409

101 -Tracos do plano simétrico de um plano dado, em relacao a um plano paralelo
a (n'm), também dado por seus tragos

A vista de perfil é muito utilizada, por serem as perpendiculares aos planos paralelos a
(m'm) retas de perfil. E, sempre que necessario, a determinagdo da interse¢do do plano dado
com o da simetria, além da obteng¢do do simétrico de um ponto do dado em relagao a este
plano proporcionam o plano simétrico pedido.

Observe-se, ainda, que os simétricos de planos de perfil em relagdo a todo plano pa-
ralelo a (n'm) coincidem com os dados, por serem perpendiculares a tais planos de simetria.
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aT'
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]
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Figura 416 Figura 417
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102 - Tracos do plano simétrico de um plano dado, em relacdao a um plano perten-
cente a linha de terra, também dado

Tudo se passa como no conjunto anterior, tal a semelhanca de naturezas dos planos
(m’'m)-(M) e dos paralelos a (m'n). Assim, os planos de perfil sdo seus proprios simétricos,
em relagdo aos planos pertencentes a linha de terra e, para os demais, convém a utilizagdo de
vistas laterais. Os exemplos seguintes (Figuras 418, 419, 420 e 421) apresentam simetrias de
planos (o), respectivamente, horizontal, (n'n)-(M), de topo e vertical em relagdo a planos

(0) pertencentes a linha de terra.
(@) Al (A);
o' (A); /

(0); / v (M),
O’z 0T

— — Om=0'zaTzam' saT=aTmT’

— A // A5

A
/
QT M
o 1 A @e@
Figura 418 Figura 419
am'=r' &’IT'\ aT' o'
\ ) 3 A,
\ l’\
! N'
My —= (w : \ )
™\ \V (A MTN’
1I
AI
—A > - = " A =
. Ny iy 1/H
MLIN
o /
A A
Figura 420 Figura 421

Nos dois exemplos seguintes (Figuras 422 e 423) sdo construidos os planos (av), si-
métricos, em relacao ao plano dado (0), pertencente a linha de terra, respectivamente, dos
planos (a), paralelo a linha de terra e qualquer, dados por seus tragos.
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Observe-se a utiliza¢ao de horizontais e frontais do plano (o), conduzidas por (A) e
apoiadas na interse¢ao (r) de (o) e (0) (Figura 423).

o' (A); /&w/' / ()
%y 2'
N' M!
/4 (M),
_ (@) /4 ()
g’ (6), /f
M' (M), V!
TA ®)
- Om'=0T — vV A Om'=0T
aTr (
= (@) W M
A A
(A); f x 2
M
om \N
Figura 422 am Figura 423

103 - Tra¢os do plano simétrico de um plano dado, em relacao a um plano qual-
quer, também dado por seus tracos

O procedimento ¢ o classico: determina¢ao da interse¢do (r) do plano dado (o) com
o plano (0), da simetria, e obtengdo do simétrico (A) de um ponto (A) de (o), conveniente-
mente escolhido. O plano () procurado é o formado por (r) e por (A).

Sy r QT
6 ! 1
i p D
A v &
MI (_x,.n.l : MI
A am'=r \/ /
r A Q=T
H
ot M M
A /
T p A A
p |
i o . \e’“'
Figura 424 Figura 425

Nas épuras 424 e 425, foram utilizadas a intersec¢do (r) de (o) e (0) e a paralela a ela
conduzida pelo simétrico (A) do ponto (A), arbitrado, de (o), seus tragos e suas direcdes.
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Na épura da Figura 426, foi utilizada uma reta (1), paralela a interse¢do de (o), de
topo, e (0), conduzida pelo ponto (A), simétrico do escolhido (A), de (o), em relacdo a (0);
na da Figura 427, para o vertical (a), duas principais (A)(1) e (1)(2) de (ar); na da Figura 428,
para (o) de perfil, as principais (h) e (f) de (a) e, na da Figura 429, para a simetria do plano
(o), paralelo a (m’n), também uma horizontal (A)(1), de (o).
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Nos dois exemplos seguintes vio as construgdes dos simétricos (o) dos planos dados
(o), respectivamente, um ('n)-(M) e um qualquer, em relacao ao dado (0), qualquer, se-
guindo o mesmo procedimento. No primeiro (Figura 430), foram utilizadas as principais
(A)(1) e (2)(3) para definir os tragos de (a) e, no segundo (Figura 431), a horizontal (A)(1)
e o trago vertical (V), da intersec¢do (r) de (a) e (0).

h' A 1 A
% aT!
A
// rl
2 am'zam \A'EA H vV A=A
— 1 —
am 2 3D ;
M
N
M 1 r A M
& -
A _ £
o >A \GTr

h p \%’r

Figura 430 Figura 431

104 - Projecoes do poliedro simétrico de um poliedro dado por suas projecées, ou
por condicdes estipuladas, em relacao a um plano dado por seus tracos

A constru¢do do simétrico de um poliedro dado, em relagdo a um plano, também
dado, se faz pela determinacao dos simétricos de seus vértices em relagdo a tal plano e pela

unido ordenada desses simétricos (Figura 432).

Sabe-se (numero 83) que dois poliedros simétricos em relagao a um plano sao iguais, po-
dendo ser os dois poliedros exteriores ao plano da simetria (Figura 432), ou nao (Figura 433).

Figura 432 Figura 433
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A igualdade existente entre dois poliedros simétricos em relacao a um plano dado (0)
nao se repete em épura, a nao ser que tal plano (0) seja paralelo a um dos trés planos refe-
renciais (1), (), ou (1”), tal como aprofundado no préoximo capitulo.

Assim, a simetria em relagdo a um plano horizontal (0) apresenta, em épura, a igualda-
de, por simetria, em relagdo ao trago vertical O’ das proje¢des verticais dos poliedros e a su-
perposi¢do de suas proje¢oes horizontais (Figura 434); ao contrario, para um plano frontal (6)
(Figura 435) sdo as projecdes horizontais que vém iguais, simétricas em relagdo a 6w, com a su-
perposicao das projecdes verticais; para a simetria em relacdo a um plano de pertil (0) (Figura
436), as simetrias se ddo em ambas as projegdes, em relacao aos tracos coincidentes On° = Om.

V'/J' JlEJl

| _NA A=A

\

01

— B'=B' c'=C

Sk

y
N\

B=B A
Figura 434 Figura 435
0= 01
B' EI
CI / C'
Jl T \
™ A=zA[A'=A ul
o LT \ ™~ B
¢ J/ NN ¢
B Figura 436 B

Observe-se que, na Figura 434, a visibilidade, em projecdo horizontal, é a do simétrico

(J)-(A)B)(O).
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A construgao do poliedro simétrico de um poliedro dado, em relagdo a um plano (0),
dado por seus tracos, se faz pelo envio das perpendiculares a (0) pelos vértices do poliedro
dado, proporcionando, com isso, os simétricos desses vértices.

Naturalmente, tal construgdo se simplifica quando o plano de simetria () é projetan-
te, devendo ser utilizada uma vista lateral para simetrias em relagdao e planos paralelos ou
pertencentes a ('), por serem as retas perpendiculares a (0), nesses casos, de perfil. Sendo
(6) um plano qualquer, a épura fica algo mais onerada, podendo, para alivid-la, quando
conveniente, ser utilizada uma mudan¢a de um dos planos de proje¢ao, para tornar (0)

projetante.

Os exemplos seguintes detalham tais hipoteses, considerados, sempre, transparentes
os planos (0) das simetrias.

1 — Tetraedro (J)-(A)(B)(C), dado por suas proje¢des (Figura 437). (6) vertical.

Sao retas horizontais que proporcionam a simetria e parte do trago vertical 07’ oculto
pelo poliedro simétrico (1)-(A)B)(C) vai representado com linha continua fina.
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Figura 437
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2 - Piramide quadrangularirregular (J)-(A)(B)(C)(D), apoiada pelabase (A)(B)(C)(D)
num plano frontal. A pirdmide é dada por suas proje¢oes.

Plano (0) de simetria, transparente, pertencente a linha de terra e ao ponto (M), tam-
bém dado por suas projecdes.

J (I
B' J ()
S G
A / \ (A) /
B \ \ X ®)
R \\ \ \ ~\C (C)1 (K)1
A\ ' —
\\D/ C (D) (RN
D O
. M)
01'=01r

I
>
w
=
(]|
o
[

Figura 438

A resolug¢do utiliza uma vista lateral, onde se constrdi, em V.G., a simetria, simplifica-
da por ter a piraimide dada sua base num plano frontal, que, nesse rebatimento, se representa
por uma reta vertical.

As visibilidades dos dois solidos sdo tratadas independentemente, desconsideradas,
assim, as opacidades das faces de um poliedro para o outro (Figura 438).
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3 - Tetraedro irregular (J)-(A)(B)(C), dado por suas proje¢des. Plano de simetria (6),
transparente, dado por seus tragos.

Resolugao tradicional, pelas obten¢des dos simétricos (7), (A), (B) e (C) dos vértices
do tetraedro dado. Foi utilizada a reta auxiliar (t), de (), paralela aos planos de topo das

perpendiculares a (0) (Figura 439).
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\ || /
B P4
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Figura 439
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4 — Tetraedro irregular (J)-(A)(B)(C), dado por suas proje¢des. Plano de simetria (0)
dado por seus tragos (0).

Resolugdao: Uma mudanga de (7’), que leva (0) a ser de topo, resolve a simetria, com
as frontais, no novo sistema, tracadas pelos vértices do tetraedro.

Observe-se que as visibilidades foram tratadas separadamente para o tetraedro dado
e seu simétrico (J)-(A)(B)(C) (Figura 440).

o'
J=J
Z,
Cl
C
- c
A
B’
N NER]
Ay
0
O
Z
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Figura 440
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5 — Piramide (V) - (A)(B)(C)(D), dada por suas proje¢des. Plano (0) definido pelas
frontais (a) e (b), dadas por suas projegcdes. Notar que as arestas (A)(B) e (C)(D) sdo parale-
lasa (a) e (b).

Resolugdo: As quatro frontais dadas (a), (b), (A)(B) e (C)(D) sugerem uma mudanga
de (1), que as torne, todas, verticais, operando-se a simetria muito simplesmente nesse se-
gundo sistema projetivo (Figura 441).

Os afastamentos dessas quatro retas e das simétricas (A)B) e (C)(D) completam a
épura, com visibilidades independentes para os dois solidos.

D C Figura 441
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Carituro VI

SIMETRIAS PARTICULARES

105 - Simetrias de um ponto em relacdo aos planos referenciais

Sao tdo simples quanto importantes as simetrias em relacao a (m), a (7)) e a (1), por
suas frequentes utilizacdes nas resolu¢des de problemas métricos e de posigdes.

Porque na obtencao dos simétricos (Kl), (7&2) e (1_X3) de um ponto dado (A), em re-
lacdo a (m), a () e a (1), as retas (A)(Kl), (A)([Kz) e (A)(K3) devem ser, respectivamente,
vertical, de topo ou fronto-horizontal, em todos os trés casos duas coordenadas permane-
cem inalteradas na busca pelos simétricos do ponto (A), enquanto que a terceira coordena-
da, ao final do movimento, assume valor simétrico do original (Figuras 442, 443, 444, 445,
446 e 447).

<< A=A,
Y
) R)

Figura 442 Figura 443 Figura 444
A A B
/ 1< A N
/ Al = Klz \\J
= — — / 0
A= A1 - - - -
/ KQ A
Al A
Figura 445 Figura 446 Figura 447
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Como natural consequéncia, vem que:

1 - Duas figuras (f) e (f) simétricas em
relagdo a (m) tém, em épura, proje¢des horizon-
tais f e f coincidentes e projecdes verticais f> e f’
simétricas em rela¢do a linha de terra (Figura
448).

A propriedade ¢ valida para figuras
planas, poligonais, curvas, ou mistas e para

tridimensionais.

2 - Duas figuras (f) e (f) simétricas em
relagdo a (1’) tém, em épura, projecdes verticais
f e f* coincidentes e projegdes horizontais f e f
simétricas em relagdo a linha de terra (Figura
449).

A propriedade é valida para figuras planas,
poligonais, curvas, ou mistas, e mesmo para so6-

lidos quaisquer.

3 - Duas figuras (f) e (f) simétricas em
relagdo a (n”) tém, em épura, tanto as projegdes
verticais f* e f} quanto as horizontais f e f, si-
métricas em relacao a linha de chamada perten-
cente a origem (O) das abscissas (Figura 450),
sejam quais forem suas naturezas, cada ponto e
seu simétrico tendo, entao, abscissas com valores

simétricos.

106 — Simetria de um ponto em relacao a linha de terra

A determinagdo do simétrico de um ponto qualquer em relagdo a linha de terra se faz,
naturalmente, pelo envio, desse ponto, de uma perpendicular a linha de terra, que tera, por

isso, que pertencer ao plano de perfil que contém tal ponto.

Assim, para estudar esta simetria, convém trabalhar com uma vista de perfil (Figura
451) que reuna o ponto dado (A) e seu simétrico (A) em relacdo a (1'm) e observar que os
triangulos retangulos (A)A(]), (A)A(]), (A)A J e (A)A’] sio iguais por terem seus catetos
respectivamente paralelos a suas hipotenusas iguais.
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Disso decorre que dois pontos (A) e (A) simétricos em relagdo a (m'n) tém, em épura,

projecoes de mesmo nome simétricas em relagao a (n'n) (Figura 452). Porque tém que ter

abscissas iguais, afastamentos simétricos e cotas simétricas.

107 - Teorema

Os simétricos de um ponto genérico em
relagdo a dois planos quaisquer sao simétricos
em relacao a um plano que contém a interse¢ao

daqueles dois planos quaisquer.

Demonstra¢ao: Consideremos dois pla-
nos quaisquer (y) e (¢), que se cortam segundo
a reta (y¢), bem como um ponto genérico (A),
entre eles, e seus simétricos (7&1) e (52), respec-

tivamente, em relagdo a (y) e a (¢) (Figura 453).

Da propria construgdo desses simétricos
resulta que (y) e (o) sdo, respectivamente, os pla-
nos mediadores dossegmentos (A) (A pe(A) (Kz)
e que, por isso, todos os pontos da reta (y¢) hao
de equidistar de (Kl) e de (A) e, também, de
(A) e de (7&2), e, entdo, equidistar de (Kl) e de
(Kz), devendo, assim, pertencer ao plano (0),
mediador do segmento (le)(Kz), o que implica
em que a reta (y@) pertenca aos trés planos (y),
() e (8), em jogo, demonstrando o teorema.

Outro raciocinio cabe para o triangulo
(A)(/_Xl)(Kz) (Figura 454), pertencente ao pla-
no, por (A), perpendicular a (yo), observando-
-se que as retas (r) e (s), intersecdes do plano
desse triangulo com os dois dados, sao as me-
diatrizes dos lados (A)(j_xl) e (A)(sz), e que,
entdo, o ponto (J), de (yo), ha de ser o circun-
centro do tridngulo (A)(j_&l)(/_kz) e, por isso,
pertencente a mediatriz (t) de seu terceiro lado
(Kl)(gz). E como (t) é a intersecdo do plano
do tridngulo com (0) (Figuras 453 e 454), fica
provado o teorema.

Al (A) AI
A
A ‘ A

- U=l - -
| A

_ A A

(A)
Figura 451 Figura 452

Figura 453 (KZ)
(A)
L
(s) ) ]
(r) Figura 454 (KZ)

CELio PiNTO DE ALMEIDA



110

108 - Corolarios

1 - Quando os dois planos dados (y) e
() sdo paralelos (Figura 455), a reta que pro-
porciona os simétricos (J_Xl) e (KZ) ¢ uma per-
pendicular a eles e, por isso, os simétricos (Kl)
e (Kz) de (A) hao de ser simétricos em relacao
a um plano (0) paralelo aos dados.

Entende-se, entdo, que tal plano (6) per-
tence a reta impropria (ye).

2 - Quando os dois planos dados (y) e
() sao perpendiculares, além do plano media-
dor do segmento (7&1)(1_&2) conter a reta (yo),
tal segmento concorre com (y¢) no ponto (J),
seu ponto médio (Figuras 456 e 457), visto que
(J) nada mais é que o circuncentro do tridngulo
retangulo (A)(Kl)(j_kz), e por isso (Geometria
Plana, namero 76), o ponto médio da hipote-
nusa (Kl)(gz) (Figura 457).

109 - Escolio

Os pontos (7&1) e (7&2), simétricos de um
ponto genérico (A) em relagdo a (') e a (),
respectivamente, sdo simétricos em relagdo a

(T'n).
110 - Teorema

O produto de duas simetrias sucessivas
de um ponto qualquer, em relagdo a dois pla-
nos secantes, ¢ o simétrico do ponto considera-
do, em relacao a um plano pertencente a inter-
se¢do dos dois planos secantes dados.

(A)
Figura 455
(Ar)
) ~ (A
o g /H
(A)
Figura 456
(r)
(A1) A
(s) ()
(A)
Figura 457

Demonstragao: Basta (Figura 453) considerar (Kl) como o ponto dado, (A) seu simé-

trico em relagdo ao plano (y), dado, e (7&2) o simétrico de (A) em relagdo ao segundo plano

dado (¢), que o teorema demonstrado no item 107, anterior, assegura a tese deste, ou seja,

que (7&2) ¢ o simétrico de (A) em relagdo a um plano (0), pertencente a intersegio (y¢) dos

dois planos secantes dados.
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111 - Corolarios

1 - O produto de duas simetrias consecutivas de um ponto (A) em relagdo a (1) e a

(1) - ou na ordem inversa — € o seu simétrico (Kz) em relacao a (m'n) (Figura 458).

2 - O produto de duas simetrias consecutivas de um ponto (A) em relagdo a (m) e a

(r”) — ou na ordem inversa — € o seu simétrico (7&2) em relagdo a reta (nn”) (Figura 459).

3 - O produto de duas simetrias consecutivas de um ponto (A) em rela¢do a (1) e a

() — ou na ordem inversa - é o seu simétrico (Kz) em relacao a reta (m'n”) (Figura 460).

A A' (')
’/_-\\2\ by
A'z A A,
— Z 0 — Ay As
i —
(m'm) ,/
A'Z \ E\/’( (o)
_ A = - -
A=A, 2 A=A
Y
o " A
A=A, ()
Figura 458 Figura 459 Figura 460

112 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a (m)

Dada uma reta (r) por suas projecdes, ¢ sempre bem simples obter as proje¢oes da
reta (1), simétrica de (r) em relagdo a (m), visto que (nimero 105) as proje¢des horizontais
das duas retas devem coincidir e que, em épura, suas projegdes verticais sdo simétricas em
relagao a linha de terra (Figuras 461, 462, 463 e 464).
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/

A - v
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7 - r=r
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Figura 461 Figura 462 Figura 463 Figura 464

1
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113 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a (')

Agora sdo as projegdes verticais da reta dada (r) e de sua simétrica (1), em relacdo a
("), que devem coincidir, vindo a ser simétricas, em épura, suas proje¢oes horizontais (nu-
mero 105) em relacao a (m'n) (Figuras 465, 466, 467 e 468).

A=A

=l

)

@©
m
w

A

r B
Figura 467 Figura 468

Figura 465 Figura 466

114 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a (n”)

Para obter as proje¢des da reta (1), simétrica de uma reta dada (r), em relacdo a (1”),
basta obter, para um ou dois de seus pontos, abscissas simétricas das dadas, mantidas cons-
tantes suas outras duas coordenadas (numero 105) (Figuras 469, 470 e 471).

F rl B' [ 2
—_ B AI E Al
A' A
r r [y r
A A H © H
@) - -
= 7o~ = 4 R j
A —H
r=r r r D
A=A
) B !
Figura 469 Figura 470 Figura 471

115 - Projecoes da reta simétrica de uma reta dada em relacao a (n'x)

Para obter as projecoes da reta (r), simétrica de uma reta dada (r) em relagdo a ('n),
deve-se atender ao detalhado no item 106, de modo que, em épura, cada ponto de (?), si-
métrico de um ponto escolhido de (r), tenha a mesma abscissa que ele, com suas projecdes
simétricas, em relagdo a linha de terra, as de mesmo nome do ponto homologo de (r) (Figu-
ras 472,473 e 474).
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Figura 473

Figura 474

116 - Projecoes do poligono simétrico de um poligono dado em relacao a (m)

A construgdo das projegdes do si-
métrico procurado é bem simples, em
obediéncia as utilizadas para pontos e
retas (projegoes horizontais coincidentes
e as verticais, em épura, simétricas em
relagdo a linha de terra), materializada
nos exemplos que seguem:

1 - Triangulo (A)(B)(C), dado por
suas proje¢des, com um vértice perten-
cendo a (7).

Para a simetria das projecdes ver-
ticais em relacdo a linha de terra foi uti-
lizada a proje¢ao vertical da reta suporte
do lado (A)(C) (Figura 475).

2 - Paralelogramo (A)(B)(C)(D),
pertencente a um plano vertical, dado
por suas projegoes.

Para a simetria das projegdes ver-
ticais, em relacdo a linha de terra, foram
aproveitados os tragos com ela, das pro-
jecoes verticais AB’ e BC’ (Figura 476).

As projecoes horizontais dos dois
paralelogramos, naturalmente, coincidem.

CI
Al
~ A=A
C=C
B=B
Figura 475
Dl
Al
C B
BI
c /
AI
Bl
c EC\_ -
D=D  p=g

Figura 476
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117 - Projecdes do poligono simétrico de um poligono dado em relagao a (n)

Simples, também, a construgao das projecdes do simétrico de um poligono dado em rela-
o a (1), visto que hao de coincidir as projecoes verticais dos dois poligonos, enquanto que as

horizontais, em épura, serdo simétricas em relacdo a linha de terra.

Assim sdo os pentagonos (A)(B)(C)(D)(E) e (A)(B)(C)(D)(E) da Figura 477, simétricos
em relacio a (10).

118 - Projecoes do poligono simétrico de um poligono dado em relacao a (n”)

Porque, nessas simetrias, os vértices homoélogos tém cotas e afastamentos respectivamente
iguais e abscissas simétricas, as épuras sdo de prontas construgdes, como a da Figura 478, que
mostra os tridngulos (A)(B)(C) e (A)(B)(C) simétricos em relagio a ("), aproveitados os pontos

1, 2 e 3, duplos na abscissa nula.

Ig 5
o = 2 _
Ei Bl B’
c=C -
~ ' A
¢ A
1/ 13 ¢ c
- 1
©
C o B 3% B o
A A
Y
B A C c
Figura 477 Figura 478
119 - Proje¢ées da figura simétrica de uma
figura dada em relacao a () /\
f' O| Jl
Tal como com os poligonos (numero 116), a si-
metria entre duas figuras em relagdo a () conta com a
I
coincidéncia de suas projecoes horizontais e, em épu- — —
ra, com a simetria de suas projegdes verticais em re- ™
lagao a linha de terra, como as figuras mistas (f) e (f) ~
da Figura 479. f o ’
Observe-se a utilizagao da simetria entre os —
centros (O) e (O) dos arcos de circulo que compdem =f 50—
as figuras. Figura 479 =
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120 - Projecoes da figura simétrica de uma figura dada em relacao a (')

Mais uma vez simples a A=A _
constru¢ao, por coincidirem as NO\E C g:p
projecdes verticais das duas figu-
ras e, em épura, serem simétricas N
em relagdo a (m'n) as duas pro- B
jecoes horizontais. Seguem dois f
exemplos. _ _ B

A )

1 - Figura mista nao con- /
vexa, pertencente a um plano de — N =
topo, tendo, por projegdao hori- \ c=C
zontal f, um semicirculo O, aco- A 0 B
plado a um triangulo is6sceles
COB, construido sobre o raio OB f
como base e o vértice C em (10').

Para simplificar a cons-

Figura 480

trucdo, procede-se a obtencao
de O, simétrico de O, em relacdo
a (m'n), com repeticdo do raio
do semicirculo (Figura 480).

2 - Pentdgono convexo A=A
(A)(B)(C)(D)(E), dado por suas
projecoes.

pd

Para a obteng¢do da pro-
jecio horizontal ABCDE do
simétrico do pentdgono dado

iniciou-se com o vértice A,

simétrico de A, em relagdo a

(T'm), para, entdo, operar com
os suportes dos lados AB, BC,

CD e, com a impossibilidade A
de aproveitar DE, foi utilizada a D
diagonal CE (Figura 481).
Proje¢des verticais natu- E
ralmente coincidentes. Figura 481
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121 - Proje¢bes da figura simétrica de uma figura dada em relagao a (n”)

Estas simetrias repetem em épura o que acontece no espago, apresentando as duas
tiguras simétricas em relagdo a (1), com suas abscissas simétricas, as projecdes de mesmo

nome refletidas em relagdo a linha de chamada de abscissa nula (numero 105.3).

Assim sao os dois exemplos abaixo de duas figuras curvas verticais (Figura 482) e de
duas mistas (Figura 483).

f f

c B' B C

A A

0
B B
T c=a~d
Figura 482
y y=J A

B'=B

Figura 483
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122 - Projecdes do poliedro simétrico de um poliedro dado em relagao a (n)

Tal como com os poligonos e
com as figuras mistas, na simetria
entre dois poliedros em relagdo a
() coincidem as projecdes hori-
zontais e apresentam-se, em épura,
simétricas suas projegdes verticais,

em relacao a linha de terra.

Assim sao os dois tetra-
edros, (J)-(A)(B)(C), dado, e
(1)-(A)(B)(C), seu simétrico em
relacdo a (m), construido na Figu-
ra 484.

A visibilidade foi represen-
tada apenas para o sélido dado,
visto que, o tetraedro simétrico
construido, em proje¢ao horizon-
tal a aresta (A)(B), é invisivel.

Al

Figura 484

123 - Projecoes do poliedro simétrico de um poliedro dado em relacao a (r')

Agora sao as projecoes ver-
ticais dos dois poliedros que coin-
cidem, enquanto que as horizon-
tais sdo, em épura, simétricas em
relacdo a linha de terra, tal como
antes apresentado para pontos e
retas.

Assim é o caso (Figu-
ra 485) do prisma triangular
(A)(B)(C)-(R)(S)(T) com as duas
bases em planos de topo e de seu

simétrico em relagdo a (7).

Simetria, em épura, iniciada
com o vértice A e, a seguir, com as
arestas AR, TR e TS.

Figura 485
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124 - Projecoes do poliedro simétrico de um poliedro dado em relacao a (m”)

A construcdo da épura se faz pelo uso de fronto-horizontais, levando cada vértice do
poliedro a abscissa simétrica da original.

O exemplo abaixo analisa um ortoedro, do primeiro diedro, cuja face quadrada
(A)(B)(C)(D) tem o lado (A)(B), dado, em (), o vértice (D), em (1), e o vértice (R), da
aresta (A)(R), em (7”).

Construida a V.G. da face quadrada (A)(B)(C)(D), o vértice (D), de (), é determina-
do com o auxilio do tridngulo de rebatimento (A)(D)D e, levando a cota D(D);, do vértice
(D), a projecao vertical D’ (Figura 486). Uma frontal (f) do plano da face (A)(B)(C)(D)
proporciona as arestas laterais, perpendiculares a esse plano e, assim, o vértice (R) em (1),
completado o sélido com paralelas.

A simetria é, entdo, imediata.

Figura 486
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125 - Simetria de plano em relacao a cada um dos planos referenciais

Nas simetrias de um plano dado em relagdo a (m) (Figuras 487, 488, 489 e 490), os

tracos horizontais coincidem e os verticais sdo simétricos em relagdo a (7’n), ocorrendo o

contrario na simetria em relagdo a (1’) (Figuras 491, 492, 493 e 494).

Na simetria em relagdo a (), os tragos de mesmo nome do plano dado (a) e de seu

simétrico (o) ficam simétricos em relacio a linha de chamada que passa pela origem (O) das

abscissas, como indicado nas Figuras 495, 496 e 497.

T T
aTr' QT
1 QT
o'
QT = QT
QT = QT QT = QT
Figura 488 Figura 489 Figura 490
at'zam' e
oTT QT = QT
/ am'z o'
/ — [}
T
QT
QT (o -

\QT o'z ot =o'’

Figura 491 Figura 492 Figura 493 Figura 494
aT' ! ) _
QT o QT aT

(@)
@) — — - -
OL> QTT
QT
(% o aT
Figura 495 Figura 496 Figura 497
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126 - Simetria de plano em relagao a (n'n)

Propriedades iguais as demonstradas da simetria de um ponto em relagao a (n'n) va-

lem, naturalmente, para os tragos, em épura, de dois planos (o) e (o), simétricos em relagao a

(m'm), ou seja, que seus tracos de mesmo nome sdo, em épura, simétricos em relagao a ('n).

De fato, consideremos trés pontos ndo co-
lineares de um plano (a), qualquer: seu traco (J)
com (7'n), fixo durante a opera¢ao, um ponto (V)
de seu traco vertical e outro (H) de seu traco hori-
zontal, assim como seus simétricos (V) e (H) em
relacdo a w'n (Figura 498), os quais definirdo, com
(J), os dois tragos do plano (o) procurado, com
tracos de mesmo nome dos de (o) simétricos em

relacdo a ('n).

Os exemplos seguintes trazem simetrias de
planos de diferentes naturezas em relagdo a (')
(Figuras 499, 500, 501, 502, 503 e 504), observando
que o da Figura 501 mostra que coincidem (a) e
seu simétrico (o), por conterem (1U'T).

Figura 498

QT ot
QT
- \ - )
T
aTr' o
QT = QT T
Figura 499 Figura 500
aTr' ot
Q'S o
/ 1
Em/
Q'S QT
QT
Figura 502 Figura 503
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Carituro VIII

SIMETRIAS EM RELACAO AOS BISSETORES

127 - Proje¢bes do ponto (A), simétrico de um ponto dado (A) em relacéo a (B,,)

Para obter o ponto (A), simétrico de um ponto dado (A) em relagdo a (,4), deve-se
enviar a perpendicular por (A) a esse bissetor, que, tendo direcdo ortogonal a da linha de terra,
tem que ser de perfil, para obter seu trago (P) com (B,,) e fazer (P)(A) = (A)(P) (Figura 505).

Sabe-se (numeros 34.1 e 34.3) que todo segmento de perfil, como (A)(A), perpen-
dicular a ($,,) tem proje¢des com comprimentos iguais, mas sentidos contrarios, e que o
traco (P) da reta (A)(A) com (B,4) tem, em épura, suas proje¢des coincidentes com o ponto
médio de AA (Figura 506). Disso resulta que A coincide com A’ e A’ com A.

Assim, dois pontos simétricos em relagdo a (B,,) tém, em épura, coincidentes suas

projecdes de nomes contrarios (Figura 507).

(A)
A A=A
(B24)
(P
P'=p
A — — — —

A AzA

Figura 505 Figura 506 Figura 507

128 - Projecdes da reta (r), simétrica de uma reta dada (r) em relacdo a (Bog)

Como decorréncia natural do acima concluido, vem que, em épura, as proje¢des de
nomes contrarios de duas retas (r) e (r), simétricas em relagao a (j3,,), devem coincidir. Isto

implica em certas particularidades, como se passa a listar:
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1 — A simétrica (r) de uma reta horizontal (r), em relagio a (B,4), é¢ uma frontal (Fi-
gura 508), e reciprocamente.

2 — A simétrica (r) de uma reta vertical (r), em relacdo a (3,4), ¢ uma reta de topo
(Figura 509), e reciprocamente.

3 — A simétrica (r) de uma fronto-horizontal (r), em relagdo a (3,4), é outra fronto-
-horizontal (Figura 510).

4 — A simétrica (A)(B) de uma reta de perfil (A)(B), em relagdo a (,4), é outra reta
de perfil (Figura 511).

5 — A simétrica (r) de uma reta qualquer (r), em relagdo a (,4), ¢ outra reta qualquer
(Figura 512). E, é claro, (r) e (r) concorrem num ponto (P) do Bissetor Par, ja que sdo simé-
tricas em relagdo a esse plano.

r

r A=A
rl

11
!

r=r

n
=3
|
i
|
|
|
>
1
=

B=B'
Figura 508 Figura 509 Figura 510 Figura 511 Figura 512

129 - Projecdes da figura (f), simétrica de uma figura plana dada (f) em relagéo a (B, ,)

Tal como com os pontos e as retas, as simetrias de quaisquer figuras planas (f) e (f),
em relacdo a (B,4), trazem, em épura, as coincidéncias de suas proje¢des de nomes contra-
rios (Figuras 513, 514 e 515).

Figura 513 Figura 514 Figura 515
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130 - Projec¢6es do poliedro simétrico de um poliedro dado, em relacao a (3, 4)

A construgao das projecdes do poliedro simétrico de um poliedro, dado por suas pro-
jegoes, em relagdo a (3,4), € imediata, ja que devem coincidir as proje¢des de nomes contra-
rios dos dois solidos.

Os dois exemplos seguintes apresentam as simetrias, em rela¢io a (f3,,), de uma pira-
mide (Figura 516) e de um prisma (Figura 517).

=Q
Figura 516 J= S=35 Figura 517

131 -Tragos do plano simétrico de um plano dado em relacédo a (B,4)

Por resultar das simetrias de trés pontos nao colineares de um plano (o), seu simétri-
co (o), em relagdo a (B,4), ha de ser tal que, em épura, coincidam os tragos de nomes con-
trarios de (a) e de (o), o que proporciona as seguintes particularidades:

1 - O plano (o), simétrico de um plano horizontal (a), em relagdo a (B,,), ¢ um plano
frontal (Figura 518). E reciprocamente. Entao, a intersecao (p) desses dois planos ha de ser a
fronto-horizontal que tenha, em épura, suas duas projegdes coincidentes com os tragos dos
dois planos (Figura 518).

2 - O plano (o), simétrico de um plano vertical (a), em relagdo a (,4), ¢ um plano de
topo (Figura 519). E reciprocamente.

3 - O simétrico (o) de um plano de perfil (o) em relagdo a (j3,,) é ele proprio (Figura 520).

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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4 - O plano (o), simétrico de um plano (o), paralelo a (7'n), em relagdo a (B,,), é
outro plano paralelo a (n'n) (Figura 521). E a interse¢do (p) dos dois é, naturalmente, uma
fronto-horizontal de (,,).

5 - O plano (o), simétrico de um plano (7'n)-(M), em relagdo a (3,,), é outro plano
pertencente a linha de terra (Figura 522). Esses dois planos, (o) e (o), tém por intersecdo a
propria linha de terra, uma reta, ¢ claro, de (8,,4).

6 — O plano (a), simétrico de um plano qualquer (o), em relacio a (B54) € outro pla-
no qualquer. E a interse¢do (p), dos dois planos, ¢ uma reta (p) de (B,,) (Figura 523), o que
se observa mesmo quando (a) é dado por duas retas (a) e (b) (Figura 524).

aTm'= QT o' = o = o = aT'
Ll
) am=amT=pp'
- —
QT =T
Figura 518 Figura 519 Figura 520
am'sam (B2)
(o)
([324) MIE '\_/I
(o) M),
Q' = T = o = o'
o (@) o
T =o'
1= (I\_/I)1 =M
p=p BN @ M=M
Q,
Figura 521 f Figura 522
Q' = QT
P'=P
QT = Q'
Figura 523 Figura 524
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132 - Projecdes do ponto (A) simétrico de um ponto dado (A) em relacdo a (Bq3)

Para estudar a simetria de dois pontos (A) e (A) em relagioa (f;3), vale considerar uma
vista de perfil (Figura 525) e observar os tridngulos retangulos (A)l(])l(;x)1 e (B)l(L)l(E)1
que, devido aos dngulos de 45°, sdo isosceles, obrigando as igualdades de seus catetos:

(])1(A)1 = (])1(/_”1 € (L)l(B)l = (L)l(E)l

Assim, dois pontos simétricos em relagdo a (;3) tém, em épura, projegdes de nomes
contrarios simétricas em relagdo a linha de terra (Figuras 525 e 526).

A (A);
(Bl 1B' A
\ Bl
A B
N (J)1 N
A (A);
5 N / \
- L) 4= N& - - -
A B i \4 A B f/
B °
B A
A
Figura 525 Figura 526

133 - Projecdes da reta (r), simétrica de uma reta dada (r), em relacdo a (Bq3)

Aplicando o que ficou acima concluido para pares de pontos simétricos em relagao
a (B13), vem que, também para duas retas (r) e (t) simétricas em relagdo a (B3), as épuras
trazem suas proje¢des de nomes contrarios simétricas em relagdo a linha de terra, como
exemplificado para retas horizontal (Figura 527), de perfil (Figura 528) e qualquer (Figura
529), resultando, respectivamente, para suas simétricas, uma frontal, outra de perfil e outra
qualquer.

Figura 527 Figura 528 Figura 529
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134 - Projecdes da figura (f), simétrica de uma figura plana dada (f), em relacdo a

(B13)

Da mesma forma que para pontos e retas, duas figuras planas simétricas em relagdo a

(B;3) apresentam, em épura, proje¢des de nomes contrdrios simétricas em relagio a linha de

terra (Figuras 530, 531 e 532).

Figura 530 B

Figura 531

A B'
I B \\
AN
Kl _ F C ‘\
\ ,C=C
A ~ ) " :
- f //
/e
+ B yd
A B
Figura 532

135 - Projeg6es do poliedro simétrico de um poliedro dado em relacéo a (B43)

Tal como para pontos, retas e figuras planas, dois poliedros simétricos em relagdo a

(B;3) tém, em épura, proje¢des de nomes contrarios simétricas em rela¢io a (n’n), visto que

tal propriedade ocorre para todos os seus pontos, como exemplificado na Figura 533 para o
tetraedro (J)=(A)(B)(C) e seu simétrico (J)-(A)(B)(C) em relacdo a (B 3).

|

JI

EI
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136 - Tracos do plano simétrico de um plano dado em relacdo a (8,3)

Tal como com pontos, retas e figuras, dois planos (a) e (o), simétricos em relagao a
(B;3), apresentam, em épura, tracos de nomes contrdrios simétricos em relagdo a (n'n), o
que resulta nas seguintes particularidades:

1 - O plano (o), simétrico de um plano horizontal (o) em relagao a (B3), é frontal,
com afastamento igual a cota de (o) (Figuras 534 e 536).

A intersecdo (i) de (a) e (o) é, naturalmente, uma reta fronto-horizontal, com proje-
¢oes coincidentes, respectivamente, com os tragos dos dois planos (Figura 536) e, por isso, é
claro, pertencente a (B;3).

2 - O plano (o) simétrico de um plano vertical (o) em relagio a (B13) ¢ um plano de
topo (Figura 537).

3 - O simétrico de um plano perfil, em relagio a (B 3), € o proprio plano (o) (Figura 538).

4 - O plano (o) simétrico de um plano (a), paralelo a (m'n), em relagdo a (B3), é ou-
tro plano paralelo a (n'n), apresentando a épura correspondente (Figura 535) os tragos de
nomes contrérios de (o) e de (o) simétricos em relacdo a (1'n).

o
Br)
QT
Figura 534 Figura 535
=i o' = o /am-' am'zamTs aTsam
AT =
p— — — ] — — ] —
am=|

e

Figura 536 Figura 537 Figura 538
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5 - O plano (o) simétrico de um plano (n’m)-(M), em relagdo a (B;3), é outro plano

pertencente a linha de terra (Figura 539).
Observe-se a simetria dos pontos (M) e (M), que definem os dois planos, em relagdo a (3 3).

6 - O plano (o) simétrico de um plano qualquer (a), em relagdo a (B;3), é outro plano
qualquer, com tragos, em épura, simétricos dos de nomes contrarios de (a), em relagdo a
linha de terra (Figura 540).

v o'
- M (M), o'
Ml
am'zaT = aT=an (M), — —
v
(B)
ot
M o

Figura 539 Figura 540

137 - Produto de simetrias em relacao aos bissetores

Sabe-se (nimero 108.2) que o produto de duas simetrias consecutivas em relacao a
dois planos perpendiculares resulta na simetria, em rela¢do a sua interse¢do, dos pontos, ou
tiguras, inicial e final. Assim, o produto de duas simetrias consecutivas, em relagao a ([313) e
a (B,4), ou na ordem inversa, é igual a simetria em relagdo a (7’'n) dos dois entes envolvidos,
como indicado nas Figuras 541 e 542, abaixo, onde, para um ponto dado (M), (l\_/Il) ¢ 0 seu
simétrico em relagdo a (B;3) e (l\_/lz) o simétrico de (I\_/Il) em relacio a (B,,), (1\_/12) sendo o
simétrico de (M) em relagio a (B;3).

Figura 541 Figura 542
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CarituLo IX

HomoLoGIA E AFINIDADE

138 - Homografia

Homografia é toda dependéncia entre duas figuras planas que correspondem a posi¢oes
obedientes a determinadas condi¢des. Em tais correspondéncias as figuras associam-se ponto
a ponto e reta a reta biunivocamente, cada qual numa das figuras, que sdo ditas homograficas.

139 - Homologia

Homologia ¢ a transformacio geométrica de uma figura plana f em outra f, tal que a
cada ponto de uma corresponda um, e apenas um, ponto da outra, os dois sempre colineares
com um ponto fixo V e tal que duas retas correspondentes, uma dada r e outra r, dela trans-
formada, concorram sobre uma reta fixa e (Figura 543), ou lhe sejam paralelas (Figura 544).

O ponto fixo V e a reta fixa e sdo respectivamente denominadas centro, ou polo, e
eixo da homologia e os entes correspondentes sdo ditos homdlogos. As retas que reunem
dois pontos homologos sio os raios da homologia. Os pontos, como P = P, comuns a um
par de retas homélogas r e r e pertencentes ao eixo da homologia sio ditos pontos duplos.

Observe-se que a homologia pode associar figuras de semiplanos diferentes em relagao
ao eixo (Figuras 543 e 544), ou num mesmo semiplano limitado por esse eixo (Figura 545).

V V

=l

\ / |
Figura 544 Figura 545

Figura 543
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Pode, também, acontecer que a figura dada seja seccionada pelo eixo da homologia
e que, por isso, sua afim fique também cortada pelo eixo, como exemplificado adiante (ver
Figura 560).

E mais, que a figura f, transformada de outra, dada, f, por homologia, num determi-
nado sistema, pode resultar ampliada (Figura 546) ou reduzida (Figura 547), em relagao a
dada, tudo dependendo das posi¢des relativas entre a figura dada f e dos elementos deter-
minantes do sistema de homologia estabelecido (o centro V e o eixo e).

B Figura 546 Figura 547
140 - Observacoes
1 - O eixo da homologia é o lugar geométrico dos pontos duplos.

2 - A homologa da reta que passa pelo centro de uma homologia coincide com ela,
visto que ambas tém por suporte o mesmo raio dessa homologia.

3 - A homdloga de uma reta dada paralela ao eixo é também paralela ao eixo e, por-

tanto, a dada.
Porque o ponto duplo de concurso das duas é o ponto imprdprio do eixo.

4 - Em toda homologia, mantém-se as pertinéncias de pontos a retas. Assim, o homo-
logo do ponto comum a duas retas concorrentes é o ponto de cruzamento das retas homo-

logas daquelas duas.

5 - Os valores dos dngulos e dos comprimentos dos segmentos ndo se conservam nas

homologias.
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141 - Determinacao do sistema

Um sistema de homologia fica, habitualmente, determinado quando sao dados seu
centro V, seu eixo e e um par de pontos homoélogos P e P (Figura 548), naturalmente
alinhados com V.

Outras combinagdes de dados podem, também, definir um sistema homoldgico,
como se passa a exemplificar.

1 - Dados dois pares de pontos homélogos A e A e B e B, tais que sejam obliquas as
retas AB e AB, além da dire¢do d do eixo (Figura 549).

Os raios AA e BB dio, por corte, 0 polo V e, pelo ponto duplo 1= 1 das retas AB e

AB, com a dire¢do d, vem o eixo e, retornando-se as condi¢oes anteriores.

2 — Dados dois pares de pontos homélogos A e A e B e B, tais que sejam paralelas as
retas AB e AB, além de um ponto duplo 1 =1 (Figura 550).

Os raios AA e BB trazem, como no caso anterior, o polo V e, pelo ponto duplo, com
a direcao de AB e AB, vem o eixo e.

T

Figura 548 A Figura 549 A Figura 550 B

ol
|

142 - Observacao

Além dos acima detalhados, um sistema de homologia pode ser determinado por di-
ferentes conjuntos de elementos dados, como apresentaremos, durante o desenvolvimento
da matéria (ver numero 149).

143 - Determinacao do homoélogo de um ponto dado

Para a determinagio do ponto A, homélogo de um ponto dado A, num sistema dado
por seu polo V, seu eixo e e por um par de pontos homélogos P e P, naturalmente alinhados
com V, diversas constru¢des podem ser utilizadas.

Ha trés hipoteses a considerar:

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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1 - Situagdo genérica, em que A e P formem uma reta nido paralela ao eixo (Figura
551), quando basta obter o ponto de corte da reta PA com o eixo, duplo, portanto, e, por ele,
a reta homologa de PA, passando por P, que cortaré o raio VA, proporcionando A.

2 - Posigdo particular, com a reta PA paralela ao eixo e (Figura 552), o que obriga
que sua homologa tenha a mesma diregdo, trazendo, no corte com o raio VA, o homdlogo A
procurado.

3 - Outra situacdo particular em que A pertenca ao raio VPP (Figura 553), bastando
utilizar uma reta auxiliar r, arbitrada, por P, e sua homdloga T, além das paralelas A2 e 2A
ao eixo, para determinar A.

V
. P
A P
A A 2
_ 1=1
e 1=1 - g - / e
A _/
A

Figura 551 Figura 552 Figura 553

P

144 - Determinacao da homoéloga de uma reta dada

Para construir ahoméloga r de uma reta dada r, num sistema definido por seu polo V,
seu eixo e e um par de pontos homoélogos P e P, exteriores a r, mas colineares com V, basta
operar com uma reta s, por P, e sua homologa s, por P, para obter um segundo ponto 2,da
reta procurada 1, além de seu ponto duplo 1 = 1 (Figuras 554 e 555), ou, ainda, com uma se-
gunda auxiliar t e com sua homdloga, caso o ponto duplo de r seja inacessivel (Figura 556).

Figura 554 Figura 555 Figura 556
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145 - Construcao do homoélogo de um poligono dado

A construg¢ao do poligono homdlogo de um poligono dado, num sistema definido por
seu polo V, seu eixo e e por um par de pontos P e P, se faz pela obtencao dos vértices e/ou

dos lados homologos dos dados, como antes detalhado.

Os exemplos a seguir apresentados mostram poligonos dados, respectivamente, em
posicao genérica (Figura 557), com um lado AE sobre o eixo (Figura 558), com um lado AB
colinear com o polo V (Figura 559) e sendo seccionado pelo eixo (Figura 560).

%

3

Figura 559 Figura560 D
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146 — Teorema

Num determinado sistema de homologia, que associe dois conjuntos de pontos, ou
tiguras, o lugar geométrico dos homdlogos dos pontos impréprios de um dos conjuntos é
uma reta paralela ao eixo da homologia.

Demonstragao: Seja um sistema de homologia definido por seu polo V, seu eixo e e
por um par de pontos homologos P e P e consideremos, para analise, uma reta r, genérica,
de um dos conjuntos associados e sua homologa r.

Fagamos, um ponto A descreverareta r e estudemos seus homologos A, naturalmen-
te sobre T, observando que, para obter o homélogo do ponto impréprio Ay de t, o raio a
utilizar tem que ser o paralelo a reta r, proporcionando, por correspondéncia, seu homoélogo
em r, que designaremos L (Figura 561).

Da mesma forma, considerando, agora, pontos A de r, e seus homoélogos A, em 1, 0
ponto de r que corresponde ao ponto improprio Ay € aquele que se obtém com o raio da
homologia paralelo a r, que anotaremos como L (Figura 562).

v'P Figura 561 Figura 562

Posto isso, voltemos a considerar um sistema de homologia definido por seu polo V,
seu eixo e e por um par P e P de pontos homélogos, além de duas retas paralelas r; e ryda
regido original, com diregdo genérica, e, para construir suas homologas ?1 e ;2, utilizemos
o par de retas auxiliares homélogas t e t, paralelas ao eixo, tracadas pelos pontos P e P, que
proporcionam, além de ?1 e de ;2, os segmentos AB, 12 e AB, respectivamente, entre ry e
r,, sobre o eixo e entre ;1 e ;2, sobre t (Figura 563).
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O ponto L, homélogo do ponto impréprio da diregdo das paralelas 1] e r,, construido

como detalhado acima, traz os tridngulos semelhantes LAB e L12, que asseguram que a ra-

7o entre suas alturas iguale a razio entre AB e 12, ou entre AB e AB, ja que 12 = AB, como

paralelas entre paralelas.

Essa razdo, mostram os tridngu-
los semelhantes VPB e VPB, é igual a
constante VP / VP, para os pontos dados
V, P e P, 0 que implica em que o ponto L
fique a uma distancia conhecida e inva-

ridvel do eixo e.

Assim, o lugar geométrico dos
pontos L, homélogos dos pontos im-
proprios das retas da regido original do
plano, é uma reta RL (Figura 563) pa-
ralela ao eixo da homologia.

Da mesma forma, considerando,
na regido dos pontos ou figuras trans-
formados, duas retas ?1 e ?2 paralelas,
homodlogas de duas retas r; e r,, do
sistema original, assim como o ponto
L aelas comum e, sabendo que ele é o
homoélogo do ponto improéprio das pa-
ralelas ?1 e ?2, os pares de triangulos
semelhantes L12 e LAB e VPB e VPB
(Figura 564) asseguram ser constante a
distdncia do ponto L ao eixo e.

Fica, entdo, demonstrado que,
num determinado sistema de homolo-
gia, o lugar geométrico dos homoélogos
dos pontos improprios de cada conjunto
associado é uma reta paralela ao eixo de
homologia.

147 - Retas limites

— t

)
>
\m

Figura 563

RL

Figura 564

Essas duas paralelas RL e RL (Figuras 563 e 564) sdo denominadas retas limites do

sistema de homologia considerado.
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148 — Teorema

Em todo sistema de homologia, sdo iguais as distdncias de uma reta limite ao polo e
da outra ao eixo da homologia.

Demonstragao: Seja um sistema de ho- 7
mologia de polo V, eixo e, com um par P e P de RL L _
pontos homoélogos e suas retas limites RL e RL > N L_RL
(Figura 565).
€

Pela prépria construg¢ao das duas retas
limites RL e RL (nimeros 146 e 147), o para-
lelogramo VLIL proporciona a igualdade dos

triangulos retangulos VNL e LM1, por terem

Figura 565

lados respectivamente paralelos e as hipotenusas
iguais, como lados opostos do paralelogramo, o que assegura a igualdade de seus catetos VN
e LM, que medem as distancias de uma reta limite ao polo V e da outra ao eixo e da homo-

logia, como se queria demonstrar.

149 - Determinacao do sistema de homologia, a partir das retas limites

Algumas hipoteses se pdem para a determina¢ao de um sistema homologico, a partir
de suas retas limites:

\Y
1 - Dados o centro V, o eixo e e a reta limi- _
-
te RL do ambiente original. \ L RL
e
1

Arbitrados um ponto L de RL e um ponto M
duplo 1 do eixo, a paralela r a VL, por 1, ¢ a ho-

mologa da reta r, formada pelos pontos L e 1 (Fi-

gura 566), e um raio qualquer proporciona, emr e

€m r, O par de pOl’ltOS PeP,como que retorna-se
Figura 566

as condi¢des mais habituais (ver nimero 141).

2 — Dados o centro V, o eixo e e a reta limi-
te RL do ambiente transformado.

; v
RL \E/
Arbitrados um ponto L de RL e outro 1 do %
€
1

eixo, forma-se o par de retas homologasre r, r

paralela & reta VL (Figura 567), e um raio qual-
quer proporciona o par de pontos homdlogos P
e P procurados, para que se volte as condicdes

mais comuns. Figura 567
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3 - Dados o eixo e, a reta limite RL e um par de pontos homélogos P e P.

Dada a reta limite transformada RL, arbitrado um ponto duplo 1 do eixo e, P1 e 1P
trazem duas retas homélogas r e 1, e a paralela a 1P, por L, ponto de corte de P1 com RL,
proporciona, no cruzamento com a reta PP, o polo V, que completa o sistema (Figura 568).

4 - Dados o eixo e, a reta limite RL
e um par de pontos homdlogos P e P.

Resolucao equivalente a do exem-
plo anterior. RL

5 — Dados as duas retas limites RL e

e RL e o polo V da homologia.

Construc¢ao imediata, por se saber r
que sdo iguais as distancias do centro da
homologia a uma das retas limites e da Figura 568
outra ao eixo (numero 148). Assim, tra-
¢ado o segmento 23 igual a V1 (Figura v
569), vem, por 3, o eixo e, retornando-se
a um caso anterior.

6 — Dados as duas retas limites e o
2 RL

eixo da homologia.

Resolucao idéntica ao exemplo
anterior. e

7 — Dados o polo V, um par de
i — Figura 569
pontos homologos P e P e uma das retas

limites (RL ou RL).

Simples, também, a resolugio, pela
escolha de um ponto L qualquer da reta
lirEite dada_RL e pelos traqacios das retas RL ) L
VL e, por P, a paralela a VL, que corta " / \\/
LP num ponto duplo 1, proporcionando e .
1

o eixo e (Figura 570), retornando-se a

condi¢des anteriores. E com construgao
equivalente, tivesse sido dada a outra reta

limite, seria imediato obter o eixo e. P Figura 570
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150 - Poligonos com um vértice ou um lado sobre sua reta limite

O homologo de um poligono apoiado por um vértice em sua reta limite é uma li-
nha poligonal aberta, seus lados limites sendo duas semirretas paralelas, correspondendo ao
ponto improéprio, homologo do vértice pertencente a reta limite (Figuras 571 e 572).

Quando o poligono dado se apoia por um lado em sua reta limite, seu homologo ¢é
uma linha poligonal aberta, seus lados extremos sendo duas semirretas divergentes, cada
qual trazendo o ponto impréprio homologo de cada vértice do poligono dado situado na
reta limite (Figuras 573 e 574).

A E
- . ok
Figura 571

Figura 572

\Y
LD _RL E
1T 2 A I K
— B N
RL Do Eo?
C=C ., e
Do Eos
A B
DOO Doo \Coo
Figura 573 Figura 574
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151 - Poligonos seccionados por uma reta limite

Quando o poligono
dado é cortado por sua reta
limite, tudo se passa como
se ele fosse a soma de dois
poligonos, ambos apoiados
por um lado nessa reta li-
mite (Figuras 575 e 576),
lado esse correspondente
ao segmento 12 formado
pelos pontos de corte, no
poligono dado, pela reta li-
mite RL.

Com isso, a figura ho-
mologa do poligono dado
sera composta por duas li-
nhas poligonais abertas,
com aberturas invertidas,
cujos lados extremos sao se-
mirretas divergentes, cada
qual correspondendo ao ho-
mologo impréprio de cada
um dos pontos de corte 1 e 2
do poligono dado com a reta
limite considerada.

Assim sao os dois
exemplos (Figuras 575 e 576)
ao lado, que trazem, respec-
tivamente, os transformados
do quadrilatero ABCD e do
retangulo ABCD.

Observe-se que sao
colineares os pares de semir-
retas limites das poligonais
abertas homologas dos po-
ligonos dados.

Figura 575

Figura 576
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No terceiro e ultimo exemplo foi utilizada a reta limite do ambiente transformado do
dado, ao qual pertence o pentagono convexo ABCDE, com o detalhe particular de ter seu
lado DE colinear com o polo V, numa paralela ao eixo. Sdo os pontos 1 e 2 de corte do pen-
tagono pela reta limite RL do conjunto a que pertence o poligono dado que proporcionam os
homélogos impréprios 1o e 240, que ddo direcdes as semirretas divergentes que completam
o par de poligonais abertas, compondo o homoélogo do pentagono ABCDE (Figura 577).

20 -

Too

bl

\k

Figura 577
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152 - Afinidade

Afinidade € o caso particular da homologia que tem seu polo rejeitado ao infinito,
segundo determinada dire¢ao. Nessas condi¢des, os raios da transformagdo geométrica cor-
respondente sdo paralelos.

Assim, afinidade é a transformagao geométrica de uma figura plana f em outra fi-
gura plana f, de modo tal que a cada ponto de uma corresponda um, e apenas um, ponto
da outra, os dois sempre situados sobre retas paralelas a uma reta fixa d e que duas retas
correspondentes, como r e T na Figura 579, cortem-se sobre o eixo e da transformagao,
ou que, cOmo s e s, na mesma tigura, sejam paralelas a esse eixo.

O eixo da afinidade, tal como na homologia, é o lugar geométrico dos pontos duplos,
a diregdo fixa dos raios é denominada dire¢ao da afinidade e os entes correspondentes, pon-
tos, retas ou figuras, sao ditos afins.

Conforme a dire¢do d da afinidade seja obliqua (Figuras 578 e 579), ou perpendicu-
lar (Figura 580), ao eixo, a afinidade é qualificada obliqua ou ortogonal, respectivamente.

Figura 578 Figura 579 Figura 580

Naturalmente, duas figuras afins f e f podem se situar num mesmo semiplano (Fi-
gura 581), ou opostos (Figura 582), em relagdo ao eixo e da afinidade.

A
Figura 581 Figura 582
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153 - Observacoes

1 - Num determinado sistema de afinidade, é constante a razao entre os segmentos
XA e XA formados, sobre cada raio, entre seu trago X com o eixo e e o par de pontos afins,
como A e A, B e B, etc. (Figura 583), tais as semelhancas entre os tridngulos JAA, JBB, etc.,
que os raios paralelos a d asseguram.

Essa razio XA/XA, constante para cada sistema, ¢ denominada razio da afinidade e
pode, naturalmente orientados os segmentos XA e XA, ser positiva (Figura 584) ou negativa
(Figura 583), cabendo destacar o caso especial da afinidade ortogonal de razao -1, que re-
sulta numa simetria em relagdo ao eixo e da afinidade (Figura 585).

2 - O paralelismo das retas conserva-se em qualquer afinidade, como, na Figura 583,
as indicadas para as paralelas r e s e suas afins r e s, tudo assegurado pelas semelhancas dos
triangulos JAA e JBB.

3 - As divisdes proporcionais entre segmentos de retas paralelas se conservam nas
afinidades, garantidas por essas mesmas semelhangas.

4 - O eixo de afinidade é o lugar geométrico dos pontos duplos na transformagao,
como nas homologias genéricas.

5 — Ao contrario, nas afinidades ndo existem retas limites, ja que é impossivel, nessa
transformagdo geométrica, associar pontos improprios de uma figura e afins proprios em
sua figura correspondente.

6 — As afins das retas que tenham a mesma direcdo da afinidade considerada coinci-

dem com elas.

Ay |d
5 N
] e
e
B
A
Figura 583 Figura 584 Figura 585
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154 - Determinacao do sistema

Um sistema de afinidade fica, usualmente, determinado quando sao dados seu eixo e
e um par de pontos afins A e A (Figura 586), embora diversas outras combinagdes de dados
possam ser organizadas para precisar o sistema, como as a seguir exemplificadas:

. . ~ ~ m ..
1 - Dados o eixo e, a direcio d earaziok = 0 da afinidade.

Basta aplicar sobre uma reta r paralela a d, a partir do eixo, dois segmentos XA =m e
XA = n, para obter um par de pontos afins A e A, retornando as condicées habituais (Figura 587).

2 — Dadas duas retas concorrentes r e s e suas afins r e s.

Os pontos duplos 1 = 1 e 2 = 2 definem o eixo e a reta AA formada pelos pontos de

concurso, a dire¢do da afinidade (Figura 588).
3 - Dados trés pares de pontos afins A e A, BeB, CeC, situados sobre retas paralelas.
Asretas AB e AC e suas afins AB e AC retornam as condi¢bes do item anterior (Figura 589).
4 - Dadas duas concorrentes r e s esuasafins r e s,sendo r e r paralelas.
O eixo tem a direcio de r e r, conduzido pelo ponto duplo 1=1 de s e s (Figura 590).
5 - Dados dois pares de pontos afins A e A e B e B, todos colineares, e a dire¢io w do eixo.

Com dire¢des arbitradas, A e A proporcionam A e B e B ddo B, A reta AB’ produz o
ponto duplo 1 = 1} por manter a propor¢io nas divisdes de AA e de BB (Figura 591).

WA 4

X
/
Figura 586 A Figura 587

A

Figura 589 Figura 590 Figura 591
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155 - Determinacao do afim de um ponto dado

Dados o eixo e e dois pontos afins P e P, a construcio mais simples para obter, nesse
sistema, o ponto A, afim de um ponto dado A, consiste em tracar a reta PA, determinar seu
traco J = J com o eixo, unir J a P e tracar, por A, a paralela a PP, que traz o ponto A, pedido
(Figura 592). No caso, muito particular, de A e P definirem uma paralela a e, as paralelas
que completam o paralelogramo PPAA resolvem a questio (Figura 593) e, na posigio des-
favoravel de A que corresponda a uma reta PA, cujo trago com o eixo e reste inacessivel,
basta arbitrar um par de retas afins t e t, com o par de pontos afins dados P e P, para, com
as paralelas t; e Tl a elas (Figura 594), obter A.

P P A P
A
A t, t
e J=J e
P ; //?

Figura 592 Figura 593 Figura 594

P

156 - Determinacao da afim de uma reta dada

Para construir a reta r, afim de uma outra dada, r, num sistema de afinidade dado
pelo eixo e e por um par de pontos afins P e P, basta determinar um ponto A, afim de um
arbitrado A, de r, além de seu ponto duplo J = J, pois sua unido traz r (Figura 595), ou uma
paralela t a r esuaafim t, que d4 a direcio de r (Figura 596), ou mesmo um par de pa-
ralelas ao eixo, afins, para obter um segundo ponto A de r (Figura 597).

A\
M PﬁA

Figura 595 Figura 596 Figura 597

il
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157 - Construcao do afim de um poligono dado

Para construir o poligono afim de um poligono dado, basta determinar os afins dos vér-
tices e/ou dos lados desse poligono, usando o anteriormente detalhado (niimeros 155 e 156).

Os exemplos seguintes enfatizam a utilizagao de paralelas ao eixo (Figura 598), de
lados paralelos (Figura 600), de retas auxiliares (Figuras 600 e 601) e de pontos duplos sobre
o eixo da afinidade (Figuras 598, 599, 600 e 601).

A

Figura 598 Figura 599

’ : N

Figura 600 Figura 601
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158 - Teorema

A projegao ortogonal e o produto do rebatimento de uma figura plana sobre um plano
obliquo ao seu sdo afins ortogonais.

Demonstragao: Consideremos dois planos (y) e (at), obliquos, assim como um poligo-
no de (y), sua projecao ortogonal sobre (ct) e seu rebatimento, em torno da charneira (ay)
sobre (o), e observemos que, em tal rebatimento, cada vértice do poligono pertencente a (y)
descreve um arco de circulo pertencente a um plano perpendicular a essa charneira, o que
garante que cada par de pontos formado por um vértice da projecio do poligono dado e por
seu rebatimento defina uma reta perpendicular a (ay) (Figura 602).

Além disso, observe-se que cada reta suporte de um lado do poligono, sua projecao
e seu rebatimento sobre (o) encontram-se num ponto da charneira, seu trago com o plano
(), fixo durante o movimento do rebatimento (Figura 602). Ou lhe sdo, eventualmente,
paralelas.

Assim, o poligono do rebatimento é uma transformagao daquele da projecao ortogo-
nal sobre (o), tal que a cada ponto de um corresponda um ponto do outro sempre, os pares
correspondentes sobre uma reta perpendicular a (ay) e tais que cada par de retas correspon-
dentes cortem-se sobre (ay), ou que lhe sejam paralelas. Em outras palavras (namero 152),

sdo ortogonalmente afins, como se queria demonstrar.

Figura 602
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159 - Corolarios

1 - Para todo plano (y) obliquo a (), existe afinidade ortogonal entre a proje¢ao hori-

zontal e o rebatimento sobre (1) de qualquer poligono a ele pertencente (Figuras 603 e 604),

sendo o traco y7 o eixo dessa afinidade.

2 - Igualmente, ha sempre afinidade ortogonal entre a projecao vertical e o rebati-

mento sobre (1°) de todo poligono pertencente a um plano (y) obliquo a (1), sendo o trago

vertical yn’ o eixo dessa afinidade (Figuras 605 e 606).

yr! Y
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Figura 603 Figura 604
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3 — Quando nao é dada a linha de terra e é preciso operar com a V.G. de determinada
tigura de um plano (y), dado por duas retas (a) e (b), ao se rebater (y) sobre um plano refe-
rencial (0), existe uma afinidade ortogonal entre a projecao daquela figura e a do seu rebati-
mento sobre (0), funcionando como eixo para tal afinidade a charneira (y0), na proje¢ao em
que se estuda a V.G. (h na Figura 607 e f’ na Figura 608).

Al
bl

— D ' =h'

>

C DI A\b
(@) &
1 o)
(1) )
Figura 607
(A); Z'
/ B'= (B, (b
‘/”
(D)
| C=(0)
a’
Dl
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D
Om=f
C B b
a Figura 608
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CarituLo X

ProJEcOES CONICAS SOBRE ([3,,)

160 - Projecoes conicas

Projecdo conica é aquela em que todas as projetantes originam-se num mesmo ponto,
denominado centro, ou polo, da projegdo e que pode ser efetuada sobre uma superficie qualquer.

Assim, a proje¢do conica de um ponto (A), a partir do centro de projegao (V) sobre
uma superficie (0), pode ser apenas um outro ponto (A), ou mais que um — (A), (A), etc. -,
conforme a natureza da superficie de projecdo considerada e as posi¢des relativas de (V), (A)
e (0), tal como exemplificado nas Figuras 609, 610 e 611, em que (0) ¢, respectivamente, um

plano, uma superficie esférica e uma superficie de grau superior (um toro circular, no caso).

)

7 >

Figura 609 Figura 610 Figura 611

161 - Projecoes conicas sobre planos

No presente estudo, dedicado especialmente ao Bissetor Par, estaremos analisando ape-
nas proje¢des conicas sobre planos, cabendo ressaltar que, nestes casos, para um centro proprio
e fixo de projecao e para um plano de projecao, fixo, também, a proje¢do de todo ponto consi-
derado ha de ser outro ponto, trago de sua projetante no plano de projegao, e que tal projecao é
também um ponto préprio, salvo para o caso da projetante, em posigao particular, ser paralela

ao plano de projecao, o que, entdo, acarreta que sua proje¢ao seja um ponto impréprio.
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162 — Teorema

A projecgao conica de uma reta sobre um plano exterior é outra reta, ou um ponto.

Demonstra¢ao: Consideremos a proje¢do cdnica da reta (r), definida pelos pontos (A)
e (B), sobre o plano (), a partir do centro (V) de projecao e tais que (V) nao pertenga a (r).

Como (V) e (r), entdo, definem um

plano (y), desde que (r) seja secante a (6),
a intersecao (r) de (y) e (0) (Figura 612),
reunindo as proje¢des (A) e (B) daqueles
pontos, serd a projecao conica de (r), a par-
tir de (V), sobre (0).

E, fosse (r) paralela a (), o plano (y),

formado por (V) e (r), cortaria (0) segundo
uma reta (r) paralela a (r) (Geometria Es- Figura 612
pacial, nimero 9), o que, assim, demonstra

a primeira parte do teorema.

Hé, ainda, duas possibilidades a
considerar, a primeira para o caso particu-
lar do plano (y) formado por (V) e (r) ser
paralelo a (8), quando a projeco (1), ain-
da retilinea, passa a ser uma reta imprépria
de (0), respeitando a tese do teorema; a se-
gunda quando, também em situagdo par-
ticular, (V) pertence a reta (r), implicando
em que as projecdes (A) e (B) coincidam
com a projecio (1), o proprio trago de (r)

em (0) (Figura 613), demonstrando a se-

Figura 613

gunda parte do teorema.
Assim, a projeao conica de uma reta sobre um plano exterior é outra reta, ou um ponto.

163 - Corolario

Quando o centro da proje¢ao é exterior a reta considerada e esta é secante ao plano de
projecdo, a reta e sua proje¢ao cortam-se segundo o proprio trago da reta dada com o plano
de projecao que é, enfim, o ponto comum aquela reta e a sua proje¢do cdnica, como o ponto
(P) = (P) da Figura 612.
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164 - Homologia como projecao cilindrica de uma projecao conica

Consideremos um sistema de proje¢do conica, de centro (V), associando uma figura
qualquer de um plano (o) a sua proje¢ao conica sobre um plano (y), secante a (a), assim
como a projecao cilindrica de todo esse sistema sobre um plano (), genérico (Figura 614).

Porque as concorréncias das retas se conservam em toda projecao cilindrica, tal como
as pertinéncias de pontos a retas, o resultado dessa projecdo é uma transformacao plana entre
as projecoes das duas figuras consideradas, tal que a cada ponto de uma delas corresponde
um ponto da outra, os pares de pontos associados sempre pertencentes a retas que passam por
um ponto fixo — a projecdo V do centro (V) da projecao conica original - e os pares de retas
correspondentes, uma de cada figura, cortando-se sobre uma reta r, nada mais que a projecao
cilindrica da intersegao (r) de (o) e (y) (Figura 614) ou, em caso particular, paralelas a r.

v‘ v V)
)«9\%\
/AR

Figura 614

eixo r.
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165 - Projecoes conicas sobre (m) e sobre (')

Como aplicagdo primeira, para obter as proje¢des ortogonais da projecdes conicas de
uma figura (A)(B)(C), dada, sobre () (Figura 615), ou sobre (7’) (Figura 616), a partir de um
centro (V), dado por suas projegdes, basta construir as projetantes e obter seus tragos hori-
zontais (Figura 615), ou verticais (Figura 616), respectivamente.

vV C
Al
C I
> T
A N / 5 B
c _ A \ L T
—_— V Bl = BI —_— A V' /
- A C B -
A
C A B
- C
A
¢
-5 \Y
Figura 615 B=B Figura 616

As projegdes conicas vém em V.G., respectivamente, na projecao horizontal ABC (Fi-
gura 615) e na vertical A’BC (Figura 616).

166 - Projec¢des conicas sobre (1)

Construgao imediata, pelos tragos das projetantes em (1), com a V.G. numa vista late-
ral (Figura 617), como, no caso, de um quadrilatero (A)(B)(C)(D), dado por suas projegdes.
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Figura 617
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167 - Projecoes cOnicas sobre um plano projetante

A obten¢do dos tragos das
projetantes dos vértices do poligono
dado, para o polo (V), sobre o plano
projetante (0), produz as duas pro-
jecoes ortogonais da projecao coni-
ca procurada e o rebatimento de (0)
sua verdadeira grandeza (Figuras
618 e 619).

Observe-se que, no primeiro
exemplo (Figura 618), ha uma redu-
¢ao da figura dada, na projecao coni-
ca, e que, no segundo (Figura 619),
ocorre uma ampliagao.

<l

®) / B
@, A
b\
O A
Figura 618

No segundo caso, a projecao conica (A)(B)(C) do triangulo dado (A)(B)(C) excede o

primeiro diedro, estando o vértice (A) no segundo.

0
i _ o
A (A A v
_ = C
©) — C
Z=
|
(B) B~
s
A
\
- q
— A —
B I V
C
C
Chig
Figura 619

CELio PiNTO DE ALMEIDA

153



168 - Projecoes conicas sobre um plano nao projetante

O procedimento é o mesmo dos casos anteriores, determinando-se os tracos das pro-
jetantes que interessam a questao no plano de projecdo (0), e, em seguida, com seu rebati-
mento, a V.G. da projecdo cdnica obtida. Seguem dois exemplos.

1 - O trapézio dado (A)(B)(C)(D), situado em (1), com suas bases (A)(D) e (B)(C) pa-
ralelas a O, origina, por projecao cdnica sobre o plano qualquer dado (), a partir do centro
(V), nesta situagao particular, o paralelogramo (A)(B)(C)(D), que tem dois lados (B)(C) e
(A)(D) horizontais, paralelos a 07, o que alivia a épura (Figura 620).

Obtidos os tragos com (0) das projetantes de (B) e de (D), a homologia existente entre
o trapézio ABCD, de (1), e o paralelogramo ABCD, projecio horizontal da projecio conica
em estudo, utilizado o trago On como eixo de tal homologia, torna simples completar essa
projecao horizontal, bem como seu rebatimento (K)I(E)l((_j)l(l_))l, verdadeira grandeza da
projecao conica em estudo, agora com a afinidade ortogonal entre ABCDe(A) 1 (B) 1 (C) 1 (15)1

(Figura 620).
01’
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2 - Neste exemplo, o plano (0) para a projecao conica é paralelo a linha de terra e o
procedimento é o mesmo para obter a proje¢do conica do tridngulo (A)(B)(C), a partir do
polo (V), todos dados por suas projegdes.

O rebatimento de (0) sobre (7t) traza V.G. (J_X)l(ﬁ)l((_j)l da projecao conica (A)(B)(C),
pedida (Figura 621), com auxilio das retas (H)(1), (H)(2) e (H)(3) de (0), as mesmas utiliza-
das para a obten¢ao dessa projecdo conica.
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Figura 621
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169 - Projecao conica de poliedro

Para construir a proje¢ao cdnica de um poliedro dado, a partir de um centro (V) co-
nhecido, sobre um plano dado (0), deve-se enviar as projetantes que passem por cada um de
seus vértices, obter seus tracos em (0) e unir suas proje¢des ordenadamente.

Habitualmente, representa-se apenas o contorno de tal projecdo e, quando solicitado,
sua verdadeira grandeza, tal como nos exemplos a seguir.

1 - Dado, por suas projegdes, o tetraedro (J)-(A)(B)(C), pede-se construir sua proje-
¢a0 cdnica sobre ('), a partir do ponto (V), dado por suas projegoes.

As projetantes (V)(]), (V)(A), (V)(B) e (V)(C), enviadas do centro (V) da proje¢ao co-
nica, sdo de imediatas construgdes, dados que sdo todos os cinco pontos. Simples, também,
obter os tragos verticais (1), (A), (B) e (C), cujas projecdes verticais T, A, B e C formam a
proje¢do conica pedida, tendo sido representado (Figura 622) apenas seu contorno aparente
J’A’B; naturalmente em V.G., ficando assinalado o quarto vértice C, interior aquele contorno.

Vl
Jl

-2

>
(@)
vs]]
|

Figura 622
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2 - Dado, por suas proje¢des, o prisma triangular obliquo (A)(B)(C)-(R)(S)(T), pe-
de-se construir o contorno e a verdadeira grandeza de sua proje¢do conica sobre o plano
vertical (0), dado por seu trago horizontal On, a partir do centro (V) dessa proje¢ao, dado,
também, por suas projecoes.

Observe-se que o prisma dado tem uma base (A)(B)(C) em (n), o vértice (B) em (n'n)
e que o polo (V) da projegdo conica pertence também a (), o que acarreta que a projegao
conica dessa base reduza-se a um segmento de reta (B)(C), (A) em seu interior, tais as posi-
¢oes dadas (Figura 623). Além disso, note-se que o vértice (R) da base superior pertence ao
plano () da projecdo conica, o que obriga sua coincidéncia com sua projecio (R).

Assim, o contorno da projecao conica do prisma triangular reduz-se a um pentagono
(B)(C)(T)(R)(S), obtido com os tracos das projetantes de (V) em (0), com sua projecao ver-

tical B C T R’ S’ e sua V.G. (5)1(5)1(T)1(§)1(§)1, decorrente do rebatimento de (6) sobre
(1), com a particularidade das pertinéncias de A’ede (7&)1 a tais contornos (Figura 623).

R, " R Pt
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Figura 623
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170 - Projecao conica de ponto sobre ($,4)

Muito simples a determinacio da projecio conica (P) de um ponto qualquer (P) sobre
(B,4) a partir do centro (V) de projecio, pelo envio da projetante (V)(P) e pela obtengdo de
seu traco (P) em (B,4) (Figuras 624 e 625).

No caso particular em que (V) e (P) tém a mesma abscissa, a projetante (V)(P) passa
a ser de perfil, vertical, ou de topo e, na primeira dessas hipdteses, um rebatimento de perfil
da pronta solu¢do a questao (Figuras 628 e 629), sendo imediatas as resolugdes das outras

duas situagdes (Figuras 626 e 627).

E, enfim, quando (V) e (P) formam uma reta paralela a (,,), a projegao (P) procura-
da passa a ser o ponto impréprio (Poo) da projetante (V)(P) (Figura 630).

V! V'=P'=P'=P v
\Pu
P'=P
p— / p— B P B
P F
v V=P=P=P'
v Figura 624 Figura 626 Figura 627
V' (W), . |3'oo
p' (P)1 V'=P (V)1 P
P —T5-5
i @}, p'=p v
(P) P’
— — [
P —_—
v Poo
(B24) P
Vv
(Bs)
V
Figura 628 Figura 629 Figura 630

171 - Projecao conica de reta sobre (B,,)

A construgdo da proje¢do conica de uma reta (r) sobre (,,), a partir de um centro
(V), se faz, habitualmente, pelo envio de duas projetantes, passando, cada uma, por um pon-
to (A), ou (B), de (r), determinando seus tracos (A) e (B) com o bissetor par, para, com sua
unido, obter a projecio (r), desejada. Sempre que possivel, convém determinar o traco (P)
de (r) com (B,,), que ja serd um desses dois pontos. Seguem alguns exemplos.
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Atengdo a casos particulares de retas paralelas a (,,) (Figuras 637 e 638), ou a ele
pertencente (Figura 636), e de posi¢cdes especiais para os dados (Figuras 639 e 642).
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Figura 632
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Figura 637 Figura 638 Figura 639
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Figura 640 V v Figura 641 Figura 642
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172 - Projecao conica de poligono sobre (B,4)

A determinagdo da proje¢ao conica de um poligono, dado por suas projegdes, sobre
(B,4)»a partir de um ponto (V), também dado por suas projegdes, se faz pela obtengao da proje-
¢do de cada vértice, ou de algum lado, sobre (3,4), a partir de (V), unindo-os, adequadamente.

Seguem alguns exemplos, os quatro primeiros para tridngulos (A)(B)(C) e o ultimo

para um paralelogramo (A)(B)(C)(D).

Vl
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B c=C
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Figura 645 C Figura 646 B

Figura647 B
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173 - Projecao conica de poliedro sobre (3, ,4)

E habitual - e assim vai apresentado nos exemplos abaixo incluidos - representar a
projecao conica do poliedro dado apenas por seu contorno aparente, embora, nas figuras
escolhidas, todos os vértices tenham sido representados.

1 - Tetraedro (J)-(A)(B)(C), dado por suas proje¢des, com seu vértice (J) em (7'n),
sendo o centro (V) da projecao também dado por suas projegoes.

Simples a construgao pelo tragado das projetantes (V)(A), (V)(B) e (V)(C) e pela de-
terminacdo de seus tracos (A), (B) e (C) com (B,4) (Figura 648), dispensada a projetante de
(), ja que (T) concide com (]).

v

B'=B

Figura 648

Observe-se que, pelos dados, o tetraedro (J)-(A)(B)(C) tem a face (J)(B)(C) vertical,
o que em nada compromete a construcao de sua proje¢ao (1)-(A)(B)(C) sobre (B,4) (Figura
648), que vai representada por seu contorno, nenhum vértice interior.
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2 - Prisma triangular (A)(B)(C)-(R)(S)(T), apoiado pela base (A)(B)(C) num plano
horizontal, dadas as projecdes dos vértices (A), (B), (C) e (R) do sélido e do centro (V) da
projecao conica pedida.

Completadas as proje¢des do prisma, tragadas as projetantes (V)(A), (V)(B), (V)(C),
(V)R), (V)(S) e (V)(T) e obtidos seus tracos (A), (B), (C), (R), (S) e (T), com (Byy), sua
unido ordenada da, para as posi¢des determinadas do sélido e de (V), a projecdo pedida,
contorno pentagonal, com o vértice A’ = A em seu interior (Figura 649).

Figura 649
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3 - Pirdmide quadrangular (J)-(A)(B)(C)(D), dada por suas projecdes, destacando-se
que duas arestas basicas - (A)(B) e (C)(D) - sdo fronto-horizontais. Dado o centro (V) da
projecao conica, por suas projegoes.

Por serem paralelas a (3,4), as duas arestas basicas fronto-horizontais hio de se proje-
tar sobre (j3,,) segundo outras fronto-horizontais (A)(B) e (C)(D) (Figura 650).

Com isso, basta obter as proje¢des conicas de (J), (A) e (C), para, com paralelas a linha
de terra, determinar os outros dois vértices basicos (B) e (D), concluindo a projecao conica
pedida, todos os vértices no contorno.
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4 - Prisma quadrangular (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), dado pelas proje¢des de seus
vértices, tanto quanto as proje¢des do centro (V) da proje¢do pedida.

Resolucao habitual, buscando os tracos (A), (B), (C), (D), (R), (S), (T) e (U) das pro-
jetantes de cada vértice com (B,4), resultando num contorno heptagonal, com apenas o
vértice D’ = D em seu interior (Figura 651).
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Carituro Xl

ProJECOES CILINDRICAS SOBRE ([3,,)

174 - Projecoes cilindricas

Projecao cilindrica é aquela em que todas as projetantes sdo paralelas a uma determi-
nada reta fixa, denominada, entdo, dire¢ao da projecdo, podendo ser efetuada sobre qual-

quer tipo de superficie.

A projegao cilindrica de um ponto (A), segundo uma diregao (d), sobre uma superfi-
cie (0) pode ser apenas um ponto (A), ou mais que um, conforme a natureza da superficie
de projecao (0) considerada (Figuras 652, 653 e 654).

A denominagdo projecdo cilindrica deve-se ao fato de, ao se projetar uma curva (c),
segundo uma dire¢ao (d) fixa, sobre qualquer superficie, as projetantes incumbidas de con-
duzir os pontos da curva (c) até suas projegoes, todas paralelas a (d), apoiarem-se em (c),
criando uma superficie cilindrica (Geometria Espacial, nimero 180).

E, quando a superficie (0) de projecao é plana, e a diregao (d) ¢ obliqua a ela, a proje-
¢do cilindrica é denominada obliqua, ou, simplesmente, cilindrica. E diz-se cilindrico-orto-

gonal, ou apenas ortogonal, quando (d) e (0) sao perpendiculares (Figura 655).

A (A)
(d)
(A)
— \\
(A
(6) X
N (6)
Figura 652 Figura 653 Figura 654 Figura 655
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175 - Observacao

As projegdes cilindricas podem ser consideradas proje¢des conicas, quando o polo das
projecdes é rejeitado ao infinito, segundo, afinal, a prépria dire¢ao dessa projegao cilindrica.

176 — Teorema

A projecdo cilindrica de uma reta sobre um plano é uma reta, ou um ponto.

Demonstra¢ao: Consideremos uma reta (r), a ser projetada sobre um plano dado (),
segundo uma dire¢ao, também dada (d), e observemos que, para efetuar a proje¢ao em estu-
do, deve-se buscar a interse¢dao com (8) do plano projetante (y), pertencente a (r) e paralelo
a (d), ou seja, do plano formado pela
reta (r) e por projetantes como (A)(A)
e (B)(B), paralelas a (d) e conduzidas
por dois pontos quaisquer (A) e (B), de
(r) (Figura 656).

Desse modo, a interse¢do do plano
(), projetante de (r), com (0) é a projecao
(r) procurada, uma reta como se queria
demonstrar, para a situagdo genérica.

No caso particular em que a reta
(r) em estudo é paralela a reta (d), ela
propria, (1), é a projetante de todos seus
pontos, como (A) e (B) da Figura 657,
fazendo com que, nesta situacao par-
ticular, a proje¢ao de (r) sobre (0) seja
um ponto (1), traco de (r) em (0), o que

completa a demonstragdo do teorema.
Figura 657

177 - Corolario

Uma reta qualquer (r) e sua
projecio cilindrica (r), para uma di-
re¢ao qualquer (d), sobre um plano
genérico (0), cortam-se segundo o
traco de (r) em (0). Porque esse ponto
(T) = (T) ha de pertencer simultanea-
mente a (r) e a interse¢do de seu plano

projetante (y) com (0) (Figura 658). Figura 658
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178 - Afinidade como projecao cilindrica de um sistema de projecao cilindrica en-
tre dois planos secantes

Consideremos um sistema de projecao cilindrica, associando figuras de dois planos
(7) e (0), secantes, segundo uma dire¢do genérica (d), ndo paralela a intersecdo (y0) desses
dois planos e, inicialmente, estudemos uma reta qualquer (A)(B) de (y) e sua projegao cilin-
drica (A)(B) em () e observemos que essas duas retas cortam-se segundo um ponto (J) de
(y0) (numero 177).

Para andlise, estudemos a projecdo cilindrica desse sistema sobre um plano (o), qual-
quer, obtendo-se, entio, os pontos A, B, A e B e as retas d e 0, projecdes respectivamente
dos pontos (A), (B), (A) e (B) e das retas (d) e (y0) (Figura 659). A diregao utilizada para a
projecao sobre (o) é também genérica.

Como as pertinéncias de pontos a retas e os paralelismos de retas se conservam em
toda projecdo cilindrica, as projecdes AB e AB das retas (A)(B) e (A)(B) hao de se cortar
num ponto J, projecao cilindri-
ca do ponto (J), segundo a mes- @
ma direcao utilizada para todo
o conjunto espacial, ponto esse
pertencente a reta Y0, projecdo
da intersecao (y0) dos dois pla- (A
nos considerados, ja que (J) per-
tence a (y0).

Asretas AA, BB e d serio, A
ainda nessa proje¢do, paralelas

(B)
entre si (Figura 659). \ (J)

Configura-se, entdo, (nu- (6)
mero 152), a afinidade entre as /
retas AB e AB, segundo a direcao
d, sendo y0 o eixo dessa afini-

dade, ja que as retas como AA e A
= . d ) Y6
BB, que associam pares de pon / 5

tos correspondentes, obedecem - o J
y A / B

a uma direcao d constante, e re-

tas homélogas, como AB e AB, .

cortam-se segundo um ponto da
reta fixa y0 (Figura 659). Figura 659
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Repetindo a operagdo para um tridngulo (A)(B)(C) de um plano (y) e sua projecao
cilindrica (A)(B)(C) sobre outro plano (0), secante ao primeiro, segundo uma dire¢ao gené-
rica (d), ndo paralela a intersecao (y0) dos planos considerados, projetemos cilindricamente
todo esse sistema sobre um plano qualquer (o), também segundo uma diregao (t) qualquer.

Tal como no caso anterior, de duas retas, também agora, para os tridngulos ABC e
ABC, projegoes sobre (o) dos dois dados, fica constituida uma afinidade de direcdo d e eixo
v0 (Figura 660), respectivamente, projecoes das retas (d) e (v0).

Figura 660

E fossem poligonos de quaisquer géneros, ou figuras curvas ou mistas, com o mesmo
raciocinio chegariamos a conclusao de que a projecao cilindrica (obliqua ou ortogonal), so-
bre um plano genérico, de duas figuras planas situadas em dois planos secantes, sendo uma
a projegdo cilindrica da outra, resultaria, em (o), numa afinidade entre as proje¢des das duas
tiguras consideradas, independentemente de ser a projec¢ao cilindrica, obliqua ou ortogonal.

Mais uma vez, nessa afinidade, o eixo y0 e a diregdo d seriam, respectivamente, as
projegoes da intersecao (y0) dos dois planos e da dire¢do (d) considerados.

179 - Observacao

No caso de serem paralelos os planos (y) e (0), as projeg¢des cilindricas das figuras de
um sobre o outro resultam em translacdes, o que se repete entre suas proje¢oes cilindricas

sobre um plano genérico.
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180 - Projecoes cilindricas sobre () e sobre (')

Como primeiro passo, para as
épuras, passemos a estudar as proje-
¢oes cilindricas de uma figura plana,
dada por suas projegoes, sobre cada
um dos dois planos de projecdo (n) e
(), segundo a dire¢do de uma reta
(d), dada por suas projegdes.

Nos dois exemplos escolhidos
sdo projetados um triangulo (A)(B)(C),
dado por suas projegoes. (A)B)(C) é a
projegdo cilindrica do tridngulo dado,
segundo a direcdo (d), também dada.

Na projecdo sobre (m) (Figura
661), (A), (B) e (C) sio os tragos ho-
rizontais das projetantes dos vértices
do tridngulo (A)(B)(C), dado; no se-
gundo exemplo - proje¢do cilindrica
sobre (1’) — sdo os tracos verticais das
projetantes (Figura 662) que resolvem
a questao.

Em ambos os casos, a projecao
cilindrica obtida apresenta sua verda-
deira grandeza, por pertencer a um dos
planos de projecao.

181 - Proje¢bes cilindricas sobre (1”)

Agora sao as interse¢des, com
(n”), das projetantes, todas paralelas a
reta dada (d), dos vértices do poligono
dado, que proporcionam a projegao ci-
lindrica (Figura 663).

A verdadeira grandeza da proje-
¢ao vem numa vista lateral (Figura 663).

Figura 661
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182 - Projecoes cilindricas sobre planos projetantes

As interse¢des das projetantes paralelas a direcao dada (d), tragadas pelos vértices
do poligono dado, com o plano de projecdo, sdo bem simples, por ser este projetante, pro-
duzindo os vértices da projec¢ao cilindrica (A)(B)(C) pedida, levada a V.G. (K)l(ﬁ)l(é)l

com um rebatimento (Figuras 664 e 665).
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183 - Projecoes cilindricas sobre planos nao projetantes

Procedimento igual aos anteriormente utilizados: projetantes paralelas a reta dada
(d), pelos vértices do poligono a projetar, e determinacao de suas interse¢des com o plano de
projecao dado entregam as proje¢des da projecéo cilindrica pedida e, com um rebatimento,
vem sua verdadeira grandeza.

No exemplo abaixo, além do plano de projecao (0), dado por seus tracos, sao dadas,
também, as projec¢oes da direcao (d) da projecao cilindrica pedida e as dos vértices do tra-
pézio (A)(B)(C)(D), pertencente a (), com suas bases (B)(C) e (A)(D) paralelas a 0.

A determinacio da projecio horizontal ABCD da projecio cilindrica pedida se fez
com o trago (C) da projetante de (C) em (0) e com a afinidade entre ela e o trapézio ABCD
de (m).

Marcada (A)(B)(C)(D), em (0), vem sua projecao vertical e, com o rebatimento de (0)
sobre (), a V.G. (A){(B);(C); (D), (Figura 666).
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Figura 666 G
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Neste segundo exemplo (Figura 667), busca-se a projecao cilindrica do triangulo
(A)(B)(C), dado por suas projecdes, sobre o plano (0), paralelo a (n'n), dado por seus tragos,

segundo a direcdo (d), também dada por suas projecdes. Pede-se, ainda, a verdadeira gran-
deza dessa projecao.

Como de habito, construidas as projetantes dos vértices do tridngulo, sdo suas inter-
se¢oes com (0) que resolvem a questdo, e o rebatimento de (0) sobre (1) proporciona a V.G.
(A);(B);(C), pedida (Figura 667).
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Figura 667
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No exemplo seguinte (Figura 668), dado, por suas projegdes, o tridngulo (A)(B)(C) e,
pelas projecdes de duas retas (r) e (s), um plano (o), sabendo que (A)(B)(C) é uma projecao
cilindrica do tridangulo (A)(B)(C), de (), e que este tridngulo é a projecdo cilindrica ortogo-
nal de (A)(B)(C) sobre (o), pede-se determinar as proje¢des e a V.G. do tridngulo (A)(B)(C).

(A)(B)(C) se consegue pelo envio das frontais, por (A), por (B) e por (C), perpendi-
culares ao plano (a), de topo das retas dadas (r) e (s), e pela determinagdo dos tragos dessas
frontais em (o), que sao os vértices do triangulo (A)(B)(C) pedido.

Sua verdadeira grandeza (;‘X)I(E)l(é)1 ¢ obtida com o rebatimento de (o) sobre (7)
(Figura 668).

Figura 668
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184 - Projecao cilindrica de poliedro

Mesmos procedimentos utilizados para os poligonos. Seguem alguns exemplos:

1-Dadaapiramidequa-
drangular (]J)-(A)(B)(C)(D),
pede-se construir sua proje-
¢do cilindrica, sobre (m), se-

gundo a direc¢ao dada (d).

Sao os tragos horizon-
tais, em suas proje¢des ho-
rizontais J, A, B e C (Figura
669), que delimitam, por seu
contorno, a proje¢ao cilindri-
ca da piramide dada sobre (m),
restando a projecio D, no in-

terior do contorno.

2 — Determinar a ver-
dadeira grandeza do contorno
da projegao cilindrica da pira-
mide (J)-(A)(B)(C)(D), dada
por suas projecgdes, sobre (17),

segundo a diregdo dada (d).

Os tragos com (1”) das
projetantes pertencentes aos
vértices do sdlido e parale-
las a (d) formam a projegdo
pedida, que, com seu rebati-
mento, entrega a V.G. procu-
rada (T)l(ﬁ)l(x)l(ﬁ)l (Fi-
gura 670), com o vértice (C);

em seu interior.

Observe-se que, como de
habito, ndo vao representadas

as arestas que chegam a ((_3)1.
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3 - O prisma triangular (A)(B)(C)-(R)(S)(T), com as duas base de perfil, dadas por
suas projegoes, deve ser projetado, segundo a dire¢ao (d), também dada por suas projegoes,
sobre o plano de topo (8), dado por seus tragos.

Pede-se determinar essa projecao cilindrica, bem como a V.G. de seu contorno.

A obtencédo da projecao cilindrica do prisma é bem simples, por ser o plano (0), de
projecdo, projetante, o que proporciona imediata determina¢do de sua projecdo vertical
A’B' C - RS T (Figura 671), entregando a seguir sua projecdo horizontal. A verdadeira
grandeza do contorno da projecao cilindrica do sélido vem com o rebatimento de (8) sobre
(m), representada pelo pentagono (E)l(g)l(f{)l(f)l(é)l, ficando o rebatimento (K)1 do ul-
timo vértice no interior desse contorno.

A R

dl

—
~
-

Y 0™ 1) \

S
\\ o B (B)1

Figura 671
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185 - Projecao cilindrica de ponto sobre (3,,4)

Bastante simples a determinacio da projecio cilindrica (A) de um ponto dado (A),
segundo uma diregdo também dada (d), sobre (f3,,), pelo tracado, por (A), da paralela a (d)
e pela obtengao da intersegdo dessa reta com (3,4).

Nos exemplos abaixo, varia a natureza da dire¢do (d), destacadas as hipdteses de ser
(d) de perfil (Figura 678), solucionada com uma vista lateral, e as duas (Figuras 676 e 677)
em que (A) h4 de ser o ponto impréprio da reta (d), ou, o que é 0 mesmo, da paralela (dy)a
(d), tracada por (A).

" A d
AI
Al
A d
d pd A=A=A
Figura 672 Figura 673 Figura 674 Figura 675
Al A'oo ([324) A (A)1

P

Figura 676

A

Figura 677

Figura 678

/T\'oo d, |
! | ' A 1 A=A (F)
//Oh E d'%ﬂﬁ 1
d ' (B);
A : d
A —
/d1/ d

186 - Projecao cilindrica de reta sobre (B,,)

Para construir a projegao cilindrica de uma reta dada (r), segundo uma dire¢do tam-
bém dada (d), sobre (B,4), basta projetar dois de seus pontos (A) e (B) sobre (B,,), segundo
aquela direcio, como visto acima, pois suas projecoes (A) e (B) sobre (B,4) definirao a pro-

jecdo (r) procurada.

E claro que, sempre que possivel, convém utilizar o trago (P) de (r) com (B,4), coinci-

dente com sua projegdo sobre (,4).
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Nos exemplos abaixo vao apresentadas diferentes naturezas da reta (r) a ser projetada
sobre (B,4), incluidos casos em que seu trago com (j3,,) € inacessivel (Figuras 682 e 685) e
em que (r) assume a posi¢do de perfil (E)(F) (Figuras 684 e 686).

Cabe destacar outras trés situagdes particulares, a saber: a reta qualquer (r), projetada
segundo uma direcio (d) paralela a (,,), gera a proje¢ao (1) paralela aquela dire¢ao e con-
duzida pelo traco (P) de (r) em (B,,) (Figura 680); a reta (r), paralela a (,,), projetada por
uma dire¢do genérica (d), sobre (3,,), proporciona, como projegao (r), uma reta paralela a
(r) (Figura 687); uma vertical (r) (Figura 683), porque forma com as projetantes de todos os
seus pontos um plano vertical (y), paralelo a reta (d), tem por proje¢do em (f3,,), segundo essa
direcio, a reta (r) que, em épura, tem suas projecdes coincidentes com o traco horizontal yr.

r A s
P=p
A=A L —
rsr
A
! d
Figura 679 Figura 680 Figura 681

I\

=

Figura 682 Figura 683 Figura 684

>

_E'EEEE'EE/ N — p—
d

Figura 685 Figura 686 Figura 687
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187 - Projecao cilindrica de poligono sobre (,4)

A projecao de um poligono dado sobre (B,4), segundo uma diregao dada, se faz pelas
determinagdes das projecdes de seus vértices e/ou de seus lados, segundo aquela diregéo,
sobre (3,4), tal como detalhado anteriormente.

Os exemplos seguintes, além de incluir situagdes genéricas, ressaltam detalhes espe-
ciais, entdo comentados.

Observar (Figura 689) que (A)(B) é paralela a (3,,) e, por isso, paralela a sua projecao
(A)(B), e que, na Figura 690, (B)(C) ¢ fronto-horizontal, obrigando sua projegao (B)(C) a ser
também fronto-horizontal, e que a particularidade da posi¢ao da direcao (d), na Figura 691,
proporciona uma projegio retilinea (A)(B)(C) para o triangulo dado.

Al
// .
C
B Al d
d
A
Figura 688 Figura 689
A d
A=A
dl
C  Jher
B ya C'=C
B'=B _ =
B C
B
d
A Figura 690 Figura 691
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De ressaltar o paralelogramo (A)(B)(C)(D) que, projetado sobre (B,4), proporciona
outro paralelogramo (A)(B)(C)(D) (Figura 694), o que se repete na Figura 696; e o trapézio
(A)(B)(C)(D) (Figura 697), que, pelo fato de a dire¢do (d) das projetantes ser a mesma das
bases do trapézio, reduz sua projegdo sobre (3,4) a um segmento de reta, pelas projegdes
puntuais de cada uma dessas bases.

Av

AI
M
B A=A '

E

Figura 694 Figura 695
Al Dl Bl Cl dl
Bl
Al
= d ¢
C
— — 5 —
C'=C=D'=D
R=A=B'=B st
B g>c/
B
Figura 696 Figura 697
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188 - Projecao cilindrica de poliedro sobre (,,)

A construgao da projegdo cilindrica de um poliedro sobre (3,4), segundo uma dire¢ao
dada, se faz pela obtenc¢ao das proje¢oes de seus vértices, tal como visto até agora, lembrando
que, como habitual, apenas o contorno da projegao do poliedro sobre (j3,,) deve ser destacado.

Seguem alguns exemplos:

1 — Tetraedro (J)-(A)(B)(C), dado por suas proje¢des. Dada a dire¢do (d) da projecao

cilindrica pedida.

Jl

Figura 698

O quadrilatero (1)(A)(C)(B) (Figura 698) da o contorno da projecdo cilindrica do

tetraedro segundo a diregdo (d) sobre (B,4). Todos os vértices no contorno.
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2 - Prisma quadrangular irregular (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), com as duas bases em
planos frontais. Dire¢do (d), horizontal, da projecao cilindrica, paralela ao plano (y), dado
por seus tragos.

A direcgao (d) ha de ser a mesma do trago horizontal yrt, do plano (y), o que facilita a
determinacao das projeg¢oes dos oito vértices da projecao do prisma, aproveitados os planos
horizontais a eles pertencentes.

A proje¢ao pedida tem por contorno o hexagono (R)(U)(D)(C)(B)(S), restando inte-
riores as projecdes cilindricas dos vértices (A) e (T) (Figura 699).

/ N U'

U=uU \\
AN
AN
AN
N\ A
A

A= D'=D S . = Y
\
\ \
\ \ T
T=T N
\
§=5 s \\\ \C'=C c
ez ><
AN B
A B D C

d= YT R S U T
Figura 699
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3 - Piramide pentagonal irregular (J)-(A)(B)(C)(D)(E), assente pela base em (n”).
Dadas as projegdes do sélido e da diregdo (d) da projecdo cilindrica.

Os tragos, com (f3,,), das paralelas a (d), conduzidas pelos vértices do sdlido, resol-

vem a questao.

A épura fica simplificada porque, pelos dados, as arestas basicas (C)(D) e (D)(E) sdo,
respectivamente, de topo e vertical, diminuindo a quantidade de proje¢des das projetantes

cilindricas.

Figura 700

O contorno da proje¢ao cilindrica é o pentagono (])(B)(C)(D)(E), ficando em seu
interior a projecao (A) do vértice (A) (Figura 700).
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4 - Prisma triangular (A)(B)(C)-(R)(S)(T), que tem as duas bases com todas as suas
arestas paralelas a (3,,). Direcdo (d) das projetantes paralelas aos planos (y) e (0), dados por
seus tracos.

As projetantes tém, entdo, a dire¢do (d) da intersecao de (y) e (0).

Observe-se que as proje¢des das bases sao iguais a elas (Figura 701), ja que tais bases
sdo paralelas a (B,,), a projegao cilindrica em questdo resultando numa translagdo de cada
uma delas até (,,). Foram, por isso (para ressaltar tais igualdades), indicadas com linhas
finas na épura da Figura 701, as arestas (B)(C) de uma base e (R)(S) e (R)(T) da outra.

Figura 701

O contorno da projegao cilindrica é o pentagono (A)(B)(S)(T)(C), ficando a projegao
(R) do ultimo vértice no interior do contorno.
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5 — Piramide quadrangular irregular (]J)-(A)(B)(C)(D), dada por suas projegdes, ten-
do por base um paralelogramo. Direcao (d) da proje¢ao cilindrica também dada por suas
projegoes.

Observe-se que a aresta bdsica (A)(B) pertence a (3,4).

Por pertencer a (B,,4), a aresta (A)(B) coincide com sua projecao (A)(B) sobre (Bra)-
E como a base da piramide é um paralelogramo, bastam duas projetantes, por (J) e por (C),
para compor a projecio cilindrica do sélido, j4 que (C)(D) tem que ser paralela e igual a
(A)(B), como mostra a Figura 702, visto que os paralelismos se conservam nas projecoes
cilindricas.

O paralelogramo (A)(B)(C)(D), projecao cilindrica da base da piramide, vai indicado
por linhas finas, no trecho interior do contorno.

J
Figura 702

Afinal, a proje¢ao (D) do vértice (D) resta no interior do contorno (J)(A)(B)(C) da
piramide (Figura 702).
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Carituro XIlI

ProJECcOES CILINDRICAS ORTOGONAIS

189 - Projecao cilindrica ortogonal

Sabe-se (numero 174) que uma projegao cilindrica pode ser efetuada sobre um plano
(0), segundo uma diregao (d) obliqua a (0) (Figura 703), ou mediante uma dire¢ao (d) per-
pendicular a (0) (Figura 704), quando é, entao, denominada projecao cilindrica ortogonal,
ou, simplesmente, proje¢do ortogonal sobre (0).

Viu-se também (numero 176), e aplica-se ao caso, que a proje¢ao ortogonal de uma
reta (r) sobre um plano (0) é outra reta (1) (Figura 705), salvo para a posi¢do particular em
que (r) é perpendicular a (), quando sua projecio ortogonal (r) resta um ponto (Figura
706), o proprio traco de (r) em (0).

e ; )
@ oo (r

()
(0) (©) \A

Figura 703 Figura 704 Figura 705 Figura 706

190 - Teorema

As projegdes ortogonais de duas retas paralelas sobre um plano obliquo a elas sao duas
retas paralelas, ou coincidentes.

Demonstragao: Sejam (r) e (s) duas retas paralelas, ambas obliquas ao plano de proje-
o (0) e, para projetd-las ortogonalmente sobre (0), consideremos os planos projetantes ()
e (p), pertencentes a cada uma delas e suas interse¢oes com (0), que serdo, respectivamente,
as projecdes ortogonais (1) e (s) das paralelas consideradas (Figura 707).
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Os planos (y) e (¢p) tém que ser paralelos, por
possuirem, respectivamente, além das paralelas (r) e (s)
consideradas, as perpendiculares a (8), entdo também
paralelas.

E, assim, os planos (y) e (¢), sendo paralelos, sdo
cortados por (0), segundo duas retas (1) e (s) neces-
sariamente paralelas (Geometria Espacial, nimero 13).

Naturalmente, em situacao particular, as duas re-
tas paralelas (r) e (s) consideradas poderiam pertencer
a um mesmo plano projetante (p) (Figura 708), o que
levaria 4 coincidéncia suas projecdes ortogonais (r) e

(s) sobre (0).

Logo, as projegdes ortogonais de duas retas para-
lelas sobre um plano obliquo a elas sdo duas retas para-

lelas, ou coincidentes, como se queria demonstrar.

191 - Observacao

Cabe comentar que, naturalmente contrariando
a hipotese, duas retas perpendiculares ao plano (0) de
projecao — e, por isso, paralelas entre si — tém por pro-
jecoes ortogonais sobre (0) dois pontos r e s (Figura
709).

192 - Teorema

O trago de uma reta num plano exterior é o ponto
comum a ela e a sua proje¢do ortogonal sobre o plano.

Demonstragao: Sejam (r) e (0) uma reta genérica
e um plano exteriores e (1) a projecio ortogonal de (r)

sobre (0).

Sendo (r) obliqua a (0), também o serd a sua pro-
jecdo ortogonal (1) sobre (), encontrando essa proje-

¢do num ponto (T), que, sendo de (1), tem que ser de
(0) (Figura 710).

E fosse (r) perpendicular a (0), isso se repetiria
(Figura 709), restando, assim, demonstrado o teorema.
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Mesmo para o caso particular da reta (r) ser paralela ao plano de projecao (0), perma-
nece valida a tese do teorema, ja que, entao, o ponto comum a (r) e a sua proje¢do ortogonal
(1) sobre (0) ha de ser o ponto improprio comum a (r) e a (1).

193 - Teorema

O ponto comum as proje¢des ortogonais de duas retas concorrentes sobre um plano
a elas obliquo € a projecao ortogonal do ponto comum aquelas duas retas sobre tal plano.

Demonstrac¢ao: Consideremos duas retas
concorrentes (1) e (s) e suas proje¢des ortogonais
(r) e (s) sobre um plano (0), a elas obliquo, que
sdo, respectivamente, as intersecdes dos planos
(7) e (¢), projetantes de (r) e de (s), com (0) (Fi-
gura 711).

Assim, (]), o ponto comum as projegoes
(1) e (s), ha de pertencer a intersecao desses dois
planos projetantes (y) e (¢) e, por isso, (J), per-
tencendo a reta (y¢), perpendicular a (6), tem que

ser a projecdo do ponto (J), comum a (r) e a (s). Figura 711

194 - Teorema

Os suportes dos lados de um poligono e suas projecdes ortogonais sobre um plano obli-
quo ao do poligono cortam-se sobre a interse¢dao do plano do poligono com o de projegao.

Demonstragao: Consideremos um poligono qualquer (A)(B)(C)(D)..., pertencente a
um plano (a), e sua projegao ortogonal (A)(B)(C)(D)... sobre um plano (0), obliquo a (a), e
tomemos, do poligono, o tridngulo (A)(B)(C), bem como sua projegao ortogonal (A)(B)(C)
sobre (0).

Como anteriormente visto (numero 192),
os tracos (R), (S) e (T) das retas suportes dos la-
dos do triangulo com (0) sdo, respectivamente, os
pontos comuns a essas retas e as suas projegoes
ortogonais sobre (0), pertencendo, naturalmente,
a interse¢do (a0) do plano (o), do tridngulo, com
o plano (0), de projecao (Figura 712).

E, com tantos novos triéngulos consecuti-
vos, chegariamos a um poligono de qualquer gé-
nero, demonstrando o teorema. Figura 712
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195 - Observacao

Naturalmente, quando algum lado do
poligono, como (A)(B) na Figura 713, é para-
lelo ao plano (0), de projecao, ele é também

paralelo a sua projegdo (A)B) e a intersecao
(a8) do plano (a) do poligono com o plano
de projecao, sendo, no caso, o ponto comum
a reta suporte desse lado e a sua projecao so-

bre (0), o ponto improprio das retas (A)(B),
(K)(E) € (Ote) Figura 713

196 - Projecoes ortogonais sobre os planos referenciais

Sao bem simples as determinagdes das projegdes ortogonais de uma figura plana so-
bre cada um dos planos de projecao e sobre planos a eles paralelos, visto que as projetantes
do todos os pontos em estudo sdo verticais, de topo, ou fronto-horizontais, conforme sejam
eles respectivamente (1), (") ou (7”), ou planos horizontais, frontais ou de perfil.

Assim sdo os exemplos abaixo, em que sdo construidas as proje¢des ortogonais de
um triangulo (A)(B)(C), dado por suas proje¢des, sobre um plano (6), respectivamente,
horizontal (Figura 714), frontal (Figura 715) ou de perfil (Figura 716). Nos dois primeiros
casos, as verdadeiras grandezas repetem uma das dadas e, no terceiro, uma vista lateral a

proporciona.
A=A 617'5617_ B
A B C A =(A)
c' |C Ch
A B C \
0 C'sC §
BIEEI
B = — B B B
st B (B)
A A
C__A B
A=A |
C |C
L1 L 0
B=B C A B B B
Figura 714 Figura 715 Figura 716
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197 - Projecdes ortogonais sobre planos projetantes

Ainda simples sao as construgdes, visto que as projetantes, frontais para planos de
topo e horizontais para planos verticais, proporcionam imediatas interse¢des com os planos

dessas projecdes ortogonais, por serem eles projetantes.

Assim sao os dois exemplos abaixo, para quadrilateros (A)(B)(C)(D), projetados or-
togonalmente sobre um plano (), de topo (Figura 717), ou (o), vertical (Figura 718). As
verdadeiras grandezas vém com os rebatimentos desses planos.

- (B); -
_ C C ©)
A A / (A)
DD 0 (5)1
Figura 717
(A); e A A
(D) D'
/I
B) N _ B' B
1 © ¢ B~
- . B -
o )
C
- 5 D ‘ A
- D
A
Figura 718
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198 - Projecdes ortogonais sobre planos nao projetantes

O procedimento é o tradicional, enviando, pelos vértices do poligono dado, proje-
tantes perpendiculares ao plano (0), de projecao, e determinando suas interse¢cdes com (6),
vértices da projecao procurada. Como sempre, a V.G. vem com o rebatimento de (0).

Dois exemplos, de quadrilateros (A)(B)(C)(D), o primeiro para um plano paralelo a
(m'm) (Figura 719) e o segundo (Figura 720) para um plano qualquer, ambos dados por seus

tragos.
R B (),
o' \
_ k
A D - _| \x
: TN o
E- (B)w
\
_ NG
D'
C
S ©)
— i / —
B
\
D N
0 1 3 “
% C = |
A ] r— -
\ /4 © /
o
(B):
o B «
Figura 719

O rebatimento, que traz a V.G. (K)I(E)l((_?)l(f)) 1> foi efetuado com a afinidade ortogo-

nal existente entre ela e a proje¢ao horizontal ABCD do quadrilatero (A)(B)(C)(D), de ().
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Observe-se que o paralelogramo (A)(B)(C)(D), dado, tem dois lados horizontais e
dois frontais, todos paralelos ao plano de projecao (0), o que simplifica em muito a épura.
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199 - Projecdes ortogonais de poliedro

Com o mesmo procedimento utilizado para os poligonos, isto ¢, enviando projetantes
perpendiculares ao plano de projecdo dado, pelos vértices do poliedro, e marcando-se seus

tragos neste plano, obtém-se a projecao ortogonal pedida, da qual é usual apresentar, apenas,
o contorno sem indicac¢éo de visibilidade.

Seguem alguns exemplos:

1 - Dado o paralelepipedo (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), pelas proje¢des da sua base
(A)(B)(C)(D), um paralelogramo, e pelas projecoes do vértice (R), da segunda base, pede-se
construir a proje¢ao ortogonal do poliedro sobre o plano de topo (0), dado por seu trago
vertical O, assim como a V.G. dessa projecao.

Com arestas verticais completa-se o paralelepipedo e, com perpendiculares ao pla-

no (0), por seus vértices, obtém-se sua proje¢ao ortogonal (A)(B)(C)(D) —(R)(S)(T)(U).

Para a determinagdo da V.G. da projecao ortogonal do paralelepipedo, para aliviar a
épura, operou-se com uma translagio de (0) para uma posigdo (0;) e com o rebatimento
deste sobre (m), chegando-se a V.G. do contorno (E)1(6)1(5)1(6)1(§)1(§)1, da projecao
estudada, ficando (7&)1 e (T)l, em seu interior (Figura 721).
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B=S S B S) (B)
Figura 721
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2 — A piramide irregular (J)-(A)(B)(C)(D), assente pela face (J)(A)(B) em (), tem
por base um paralelogramo e se situa no primeiro diedro.

Dadas a projecao horizontal JAB da face de (), assim como as duas proje¢oes do vér-
tice (C), pede-se construir as projecdes do solido, assim como sua projecdo ortogonal sobre
o plano vertical (0), dado por seu trago horizontal 6.

Determinar, em seguida, a verdadeira grandeza dessa proje¢ao ortogonal.

A construgdo da piramide é bem simples, com paralelas, tanto quanto a de sua pro-
jecdo ortogonal sobre o plano dado (0), com projetantes horizontais, a ele perpendiculares.

A VG. (7)1(6)1(13)1(11)1 vem no rebatimento de (0) sobre (r) (Figura 722).

(Slry

o]
Q
Q
Q

Figura 722
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3 — O prisma triangular reto (A)(B)(C)-(R)(S)(T) tem suas bases nos planos de topo
(7) e (), dados por seus tragos yn’ e @, respectivamente. Conhecidas as projecdes horizon-
tais A, B e C da base pertencente ao plano (@), pede-se construir as proje¢des da projecao
ortogonal do prisma sobre o plano (0), dado por seus tragos, bem como sua V.G.

Completada a base (A)(B)(C) e, com perpendiculares aos planos (y) e (¢), a segunda
base (R)(S)(T), a projegdo ortogonal do sélido sobre o plano (0) se faz com o auxilio de uma
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Figura 723
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4 — Da piramide hexagonal regular (J)-(A)(B)(C)(D)(E)(F), assente pela base em (r),
tendo seu vértice (A) em (7’), com abscissa nula, sdo dadas as proje¢des do vértice (]) e in-
formado que (B) tem abscissa positiva. Dada, ainda, a origem (O) das abscissas.

Pede-se desenhar as projegoes da piramide e as projecdes de sua projecao ortogonal
sobre o plano (0), dado por seu trago vertical 67, observando que Or é perpendicular as
arestas basicas (A)(B) e (D)(E) do sélido.

A piramide ¢ de pronta construgdo, por ter a base em V.G., na projecao horizontal.

seus vértices, a (0) e pela marcagao de suas interse¢des com esse plano (Figura 724), com F
interior ao contorno.

J1
N

m
(@]

ol

ﬁ’n’/3 Figura 724
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5 — Construir a projecao ortogonal do tetraedro irregular (J)-(A)(B)(C), dado por
suas projecdes, sobre o plano (0), dado por seus tragos, assim como a verdadeira grandeza
dessa projecao.

A resolugdo segue o procedimento do exemplo anterior, conduzindo, pelos vértices
do solido, as perpendiculares ao plano (0), determinando, a seguir, suas interse¢des com
(0), que sdo os vértices (1), (A), B) e (C) da projecao pedida, que vai representada na épura
(Figura 725) por suas proje¢des mongeanas.

A verdadeira grandeza (T)I(E)I(K)I(E)l ¢ obtida com o rebatimento de (0) sobre (1),
com auxilio de sua afinidade ortogonal com a projecio horizontal JBAC.

Figura 725
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Carituro Xl

PROJECOES ORTOGONAIS SOBRE ([3,4)

200 - Projecao ortogonal sobre (3, ,4)

A projecao ortogonal de uma figura qualquer sobre (3,4) se faz pelo envio, por seus
pontos, de perpendiculares a esse bissetor e pela determinacao dos tracos de tais perpendi-
culares com ele, como se passa a detalhar.

201 - Projecao ortogonal de ponto sobre (B,4)

A
Sabe-se (nimero 34) que umareta (A)(B), perpendicu-

lara (B2 4), é necessariamente de perfil, tendo seus segmentos

(A)(B), em épura, proje¢des com comprimentos iguais e com B

sentidos contrarios e que seu trago (P) com (3,4) é o pon- = p=p o

to médio comum aos segmentos formados, em épura, pelas R

duas projegoes de cada um de seus pontos. Assim ¢ o ponto B

P’ = P, na Figura 726, médio de AA e de B’B, que ¢, entdo, a

projegdo ortogonal, tanto do ponto (A) quanto do ponto (B),

sobre (By)- Figu:: 726

Imediata ¢, portanto, a determinacio das projecdes A’ = A da projecio ortogonal de
um ponto qualquer (A), sobre (,,), independentemente de sua localizagdo, em cada die-
dro, ou em cada plano de projecao (Figura 727).

A A A
L&'EA A
1 A=A
A A
—_— A —_—
o A
A=A T L R=R
Aok
J A
As A Figura 727 A
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202 - Projecao ortogonal de reta sobre (8,4)

Em termos gerais, a projecdao ortogonal (r) de uma reta (r) sobre (B,4) se constroi

pela unido das projegdes ortogonais (A) e (B), sobre esse bissetor, de dois pontos (A) e (B) de

(r), que podem ser quaisquer (Figura 735), embora seja aconselhavel, sempre que possivel,

que um deles seja o proprio trago de (r) com (B,,), visto que ele coincide com sua proje¢io

ortogonal sobre (3,,) (Figura 734).

As épuras abaixo exemplificam, para cada natureza da reta dada (r), sua projecao

ortogonal (t) sobre (B,4), destacadas as retas (r), das Figuras 731 e 736, que, por serem pa-

ralelas a (B,,), produzem projegdes a elas paralelas, e as retas vertical e de topo, das Figuras

732 e 733, que proporcionam, como proje¢des ortogonais sobre (B, ), retas de perfil, (A)(B),

naturalmente pertencentes a (f3,,), arbitrado um ponto (B), na mesma abscissa de (A).

Q B'=B=B'=B A

I"\

=
1
3
/ >-
|
o

Figura 728

/A
Figura 729

wl
11
w

r=AZASA

Figura 730

n
>
111
o

r=A=A'=A=A'=B
Figura 732

Wl
m
wl

r
Figura 733

Figura 734
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203 - Projecao ortogonal de poligono sobre (8,4)

A construgdo da proje¢do ortogonal de um poligono, dado por suas projecdes, sobre

(B,4); se faz, simplesmente, projetando seus vértices e/ou seus lados ortogonalmente sobre

esse bissetor, tal como anteriormente detalhado.

Seguem alguns exemplos, em que sempre sdo dadas as projegcdes do poligono a

projetar.
e‘ﬂ" AI Bl EI Cl DI
E'sE
F=R
E D'=D
BEB> S=c
A \C =C
D
Figura 737
O A
C! EE,K
e ;
'EC A
B'=B
C
B
01 \
Figura 739
A B'
D' c
= ED B=5
D'=D C'=C
01
D C
A B
01
Figura 741

0T B'
AI
Cl
A=A -
) B'=B
o D
A -
A\ -
D\
B
Figura 738 C\B'IT
Al
B' C'
01'= 01
B'=B C?éé
B R=Re
Figura 740 A
Bl 611- Al
A=A
; B'=B A
J— C' J—
B

c=C

C
Figura 742
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Nos exemplos antes apresentados cabe comentar que, na Figura 737, a projecio (B)(C)
do lado fronto-horozintal (B)(C) do pentdgono horizontal dado é também, naturalmente,
fronto-horizontal, o que se repete na Figura 740 e, com as bases (A)(B) e (C)(D) do tra-
pézio (A)(B)(C)(D) da Figura 741, que da, para seu lado de perfil (B)(C), a projecao (B)(C),
também de perfil. E o paralelogramo (A)(B)(C)(D), do plano qualquer (0), da Figura 742,
proporciona, por projecao ortogonal sobre (f3,,), outro paralelogramo (A)(B)(C)(D), visto
que os paralelismos se conservam nas projecdes cilindricas ortogonais.

Para os dois exemplos abaixo, os poligonos dados pertencem a planos perpendicu-
lares a (,4), 0 que obriga que suas proje¢des ortogonais sobre esse bissetor reduzam-se a
segmentos de reta (Figuras 743, 744, 745 e 746), no segundo caso um segmento da prépria
linha de terra, ja que o tridngulo (A)(B)(C), dado, pertence a (B,3) (Figuras 745 e 746).

Al

0= 01

A
Figura 743 Figura 744

Figura 745 Figura 746
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204 - Projecao ortogonal de poliedro sobre (,4)

Tal como com os poligonos, as projegdes de poliedros sobre (3,,) se fazem pelas pro-
jecdes de seus vértices e/ou de suas arestas sobre esse bissetor.

Como nas projegdes anteriormente vistas de poliedros, habitualmente sao apresenta-
dos apenas os contornos de suas proje¢oes, com indicagdo, quando for o caso, das proje¢des
dos vértices interiores a esses contornos.

Seguem alguns exemplos:

1 - Piramide pentagonal irregular (J)-(A)(B)(C)(D)(E), assente pela base num plano
frontal, dada pelas proje¢des verticais de seus cinco vértices, sabendo que a aresta (J)(A)
pertence a (B3), que o vértice (J) tem abscissa nula e que o plano (J)(B)(E) é de topo.

Obtida a projecao J, vém ] e JA, determinando o afastamento do plano frontal da base
do sélido (Figura 747). Pelas posi¢des dadas, todos os vértices da projecdao do sdlido, sobre
(B,4), pertencem a seu contorno, a aresta (J)(A) na linha de terra.

Al

B'zB
J —
NN E'SE ] /|
N =D C'=C
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E D A C B
Figura 747
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2 — Prisma triangular reto (A)(B)(C)-(R)(S)(T), com as bases em planos de topo, da-
das as duas projecoes da aresta basica (A)(B) e a projecao horizontal do vértice (C), sabendo
que o vértice (R) tem cota nula.

As arestas laterais, por serem perpendiculares aos planos da base, tém que ser frontais,
0 que proporciona o vértice (R) e, entdo, com paralelas, as proje¢des do prisma (Figura 748).
A projegao ortogonal sobre (3,,) também se beneficia desses paralelismos, contando, para os
dados, com o vértice B =B’ no interior do contorno do sélido.
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3 — Tetraedro regular (J)-(A)(B)(C) apoiado pela face (A)(B)(C) num plano vertical e
situado inteiramente no primeiro diedro, sendo (C) o vértice de maior cota. Dadas as duas

projecoes da aresta (A)(B).
Rebatido o plano (y) da face (A)(B)(C) sobre (1), constroi-se sua V.G., obtendo-se a

V.G. daaltura h do sélido, o que permite determinar o vértice (J), na horizontal (p) conduzida
pelo centro (O) daquela face, perpendicularmente a seu plano (y) (Figura 749).

A projegao (1)-(A)(B)(C) pedida, de simples construgao, tem seu vértice (A) interior ao
contorno da projegdo do tetraedro sobre (3,4).
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Figura 749
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4 - Piramide quadrangular (J)-(A)(B)(C)(D), assente pela base no plano (a), dado
pelos tragos, sabendo que o vértice (J) coincide com a origem (O) das abscissas. Dadas as
projecoes horizontais dos quatro vértices da base, um paralelogramo.

Marcados os pontos (A), (B), (C) e (D) em (o), é pronta a construgao das proje¢des da
piramide, ja que seu vértice (J) é conhecido (Figura 750).

Da proje¢do ortogonal sobre (f3,,4), o vértice (D) resta interior ao contorno.

aT' A

wl
11
w

T

Figura 750
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CapiTuLo XIV

A SuPRESSAO DA LINHA DE TERRA

205 - Os principais planos

Os principais planos da Geometria Descritiva sdo, naturalmente, os dois planos de
projecao, o horizontal (m) e o vertical (7’), e o plano de perfil (n”), origem das abscissas.
Seguem, também com destacadas importéncias, os planos bissetores dos diedros formados
pelos dois primeiros, o Bissetor Impar (B;3) e o Bissetor Par (B,,).

A linha de terra, presenca tao habitual nas épuras, permitindo as marcagoes e as uti-
lizagdes das cotas e dos afastamentos dos pontos envolvidos, reafirma as importancias dos
dois planos de projecao, (m) e (7°), indispensaveis nas determinag¢des dos tragos horizontais
e verticais das retas e dos planos a utilizar. Também o Bissetor Impar depende, em épura, da
existéncia da linha de terra, que demarca as simetrias das proje¢des dos pontos e das retas a
ele pertencentes. Apenas o Bissetor Par prescinde da existéncia da linha de terra, ja que os
pontos e as retas a ele pertencentes, por terem, em épura, projecdes coincidentes, ndo neces-
sitam de tal referéncia, como indicado nas Figuras 751, 752 e 753, que apresentam épuras
com e sem (T'T).

Al

f P'=P - -

(f) & frontal A=BzP'zP

Figura 751 Figura 752 Figura 753
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206 - Supressao da linha de terra

No presente capitulo, sera compro-
vada e fartamente exemplificada a possi-
bilidade de resolver enorme quantidade
de problemas com épuras em que (w'n) é
suprimida, respeitada sempre, é claro, a di-
recao das linhas de chamada.

Em verdade, visto que as direcoes
de todos os demais planos referenciais sao
obedecidas, tudo se passa como se, manti-

do fixo o Bissetor Par, os planos de proje-

¢do estivessem livres, atendendo apenas as
suas naturais dire¢oes (Figura 754). Figura 754

207 - Aplicacoes a pontos e retas

Os exemplos a seguir apresentados e comentados comprovam o acima adiantado,
quanto a supressao da linha de terra:

1 — Para os trés casos abaixo, pede-se tracar, pelo ponto (A), dado por suas projegoes, a
reta (t), paralela a reta (r), dada por suas proje¢oes, ou pelas projegoes de seus pontos (R) e (S).

rl Rl
A=t \\
A|
rl
tl
B
A S t
B|
S
A
r
r
t (t)=(A)XB)
Figura 755 Figura 756 R Figura 757

O primeiro exemplo ¢ imediato, por ser de topo a reta dada (r), o que obriga que (t)
também o seja (Figura 755); o segundo por ter (t) proje¢des paralelas as de mesmo nome
de (r) (Figura 756) e, no terceiro, dada a reta de perfil (R)(S), por comodidade, com duas
translacdes, foi construida a reta (A)(B), os segmentos (A)(B) e (R)(S), além de paralelos,
iguais (Figura 757).
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2 - Dadas, nos trés casos abaixo, por suas projegdes, as retas concorrentes (r) e (s) e,
pela projecdo vertical A, o ponto (A), pertencente ao plano formado por (r) e (s), pede-se
determinar sua projecao horizontal A.

R A
s
Figura 758 Figura 759 S Figura 760

No primeiro exemplo foi utilizada uma reta (t) concorrente com (s) e paralela a (r)
(Figura 758), no segundo (Figura 759), a obtengao da proje¢ao horizontal A ¢é imediata, por
ser vertical o plano das retas (r) e (s) dadas e, no terceiro, utilizou-se a reta (A)(S), concor-
rente com a dada (s) (Figura 760).

3 - Para os dois casos abaixo sao dados, por suas projegoes, os pontos (A), (E) e (F). Pe-
de-se construir as proje¢des do triangulo (A)(B)(C), sabendo que (A)(B) concorre com (E)(F)
em seu ponto médio, que (A)(C) contém o ponto (F) e que o lado (B)(C) pertence a (B,4).

A A
El Ml FI
B'=B C'zC
E M F
A A
Figura 761 Figura 762

Determinado, rigorosamente, o ponto (M), médio de (E)(F), obtém-se a reta (A)(M), que
proporciona (B), sendo o vértice (C) imediato, trago da reta (A)(F) com (j3,,) (Figuras 761 e 762).

Observe-se que, no segundo exemplo, o lado (B)(C) tem que ser fronto-horizontal
(Figura 762), ja que o plano dos pontos dados (A), (E) e (F), contendo a fronto-horizontal
(E)(F), tem que ser paralelo a linha de terra.
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4 - Em todos os casos abaixo sao dados, por suas projeg¢des, os pontos (A), (B) e (C).
Pede-se, para cada um deles, determinar as proje¢des da reta (p), trago do plano que eles
definem com (B3,,).

Al
C B'
p'=pP p'=p
C B
Figura 763 Figura 764 A AY  Figura 765

No primeiro exemplo, os tragos (P) e (Q) das retas (A)(B) e (A)(C) com (B3,,) propor-
cionam a reta (p) pedida (Figura 763), no segundo, por ser a reta (B)(C) fronto-horizontal,
(p) também tera que ser (Figura 764) e, no terceiro, por ser a reta (B)(C) paralela a (3,,)
(Figura 765), é com sua dire¢do que vem o trago (p) procurado, conduzido pelo trago (P) da
reta (A)(C) com (B,,).

5 - Construir as projegdes da reta (t), pertencente ao ponto (A), dado por suas proje-
¢oes, e paralelaa (3,,) e ao plano das retas paralelas (r) e (s), também dadas por suas projegdes.

I" r S' AI
A !
t—"]
Sl
A
S
L—"]
P=Ep
t
A
r S
t r
Figura 766 Figura 767 Figura 768

Em todos os casos, a reta (t), procurada, tem que ser paralela a intersecao (p) do plano
dado com (B,,4). Por isso, no primeiro e no terceiro caso, determinou-se essa reta (p), para
conduzir, por (A), a paralela (t) a (p) (Figuras 766 e 768). No segundo, nem foi necessario
obter a interse¢do do plano das retas dadas (r) e (s), com (B,,), por ter que ser ele paralelo a
(7'm) e, entao, (t) ter que ser fronto-horizontal (Figura 767).
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6 — Construir, por duas retas suas, o plano (a), pertencente ao ponto (A), dado por
suas projegdes, e paralelo a (,,) e, pelo ponto (B), dado por suas projegdes, o plano (y),
paralelo a (B;3).

Al r| B B/sl
A' r A r
Bl
A r A r
r
—+ 0 A
=+ ::k
B B B
Figura 769 Figura 770 Figura 771 Figura 7'>S

Cada plano pedido, paralelo a um dos bissetores, sendo paralelo a linha de terra, ha de
possuir retas fronto-horizontais, presentes nas Figuras 770, 771 e 772. As solugdes para (o),
paralelo a (8,,), sdo apresentadas, assim, por uma fronto-horizontal e por uma reta (A)(B)
perpendicular a (B;3) (Figura 770), ou simplesmente, por duas retas quaisquer (r) e (s),
ambas paralelas a (B,4) (Figura 769). Para (y) paralelo a (B;3), foi utilizada, além da fronto-
-horizontal (r), uma reta (B)(C), perpendicular a (,,) (Figura 771), ou uma reta qualquer
(s), paralela a (B;3) (Figura 772).

208 - Aplicacoes aos planos

1 - Construir, por duas retas suas, o plano (o), paralelo a linha de terra, inclinado de um
angulo dado @ em relacio ao plano horizontal de proje¢io e pertencente ao ponto dado (A).

A apreciagao de uma vista de perfil (Figura 773) mostra que ha duas posi¢des para o
plano pedido, os catetos z e y dos triangulos retingulos ressaltados apresentando o angulo ¢
do plano (o) com os planos horizontais, o que proporciona responder ao pedido: o plano (o)
formado pela fronto-horizontal (r) e pelas retas de perfil (A)(B) das Figuras 774 e 775, para
um valor AB arbitrado.

. -
z z
Al ¢ r ¢ A ;"
y y B
y A [ y
r
y A
N
B
Figura 773 Figura 774 Figura 775

CELio PiNTO DE ALMEIDA

209



210

2 - Dadas, por suas projecdes, a reta de perfil (A)(B), nos diversos casos abaixo, bem
como a proje¢do vertical da reta (r), concorrente com (A)(B), pede-se, utilizando uma pro-

jegdo cilindrica sobre (f3,4), construir a proje¢do horizontal de (r), obedecendo a condigdo
imposta, caso a caso.

2.1 - (r) é paralelaa (B,,) 2.2 — (r) é frontal
A
J

Figura 777

2.3 - (r) concorre com a reta (s), dada por 2.4 - (r) é paralela ao plano das retas (a) e (b),

suas projegoes dadas por suas projecoes

Figura 778 Figura 779

2.5 - (r) concorre, também, com a reta de perfil (E)(F), dada por suas projecoes

F Figura 780
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Em todos os casos abordados foi utilizada uma projecao cilindrica da reta dada
(A)(B) sobre (B,4), segundo uma diregdo arbitrada, para marcar o ponto (J) de concorréncia
de (r) com (A)(B), sendo a segunda projecdo de (r), simples de se obter em todos os casos.
No ultimo, foram utilizadas duas projec¢des cilindricas sobre (,4), para marcar os pontos

(J), em (A)(B), e (L), em (E)(F), os quais definem a reta (r).

3 — Para todos os casos seguintes, determinar as proje¢oes da reta (i), interse¢ao dos
planos dados, um pelas retas (r) e (s), o outro pelas retas (a) e (b), todas por suas projegoes.

Figura 781
J) S i
AI
. 1 M 0,m'=a
r
Bl "
N' gl 0,7'=
AN
r
N B
2
a
M .
Figura 782 I

Nos dois exemplos acima foram utilizados dois planos horizontais (0); e (0),, que
produziram interse¢des com cada plano dado, proporcionando os pontos (M) e (N), que
definem a intersecdo (i) pedida (Figuras 781 e 782). Observe-se que, no segundo, aprovei-
tou-se a direcao horizontal da reta dada (s).
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As construgdes ficam bem simplificadas quando a0 menos um dos planos dados é

projetante, por ser imediata, pelo menos uma das proje¢des da intersecao (i) pedida.

i=r=s

Figura 783

Figura 786

1|

,

2I bl

Figura 784 s

Figura 787

i'=za'sh'

Figura 785

Figura 788

4 - Determinar as proje¢des do ponto (P), intersecao da reta (r) com o plano formado

pelas retas (a) e (b), todas dadas por suas proje¢des, nos diversos casos seguintes.

Imediato quando o plano dado é projetante (Figura 789) e ainda simples quando ndo,

pela utilizagdo de um plano projetante que contenha a reta (r), determinando sua intersecao

(s) com o plano dado e precisando, entao, o ponto (P) pedido, comum a (r) e a (s) (Figuras
790 e 791).

790) quanto em relagdo a (w) (Figura 791).
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A escolha do plano projetante contendo (r) pode ser tanto em relagao a (n’) (Figura



P ashb
Figura 789

5 - Determinar a projegdo vertical da reta (r), dada por sua proje¢ao horizontal, sa-
bendo que ela pertence ao ponto (A), dado por sua sua projegdo vertical A, e é paralela ao

Figura 790

plano (o), dado pelas projecoes de suas retas (a) e (b).

Quando o plano (a) é projetante (Figuras 792 e 793), a resolugdo é imediata, por se
conhecer a priori a dire¢ao de r’; quando ndo, deve-se construir uma reta (s), de (o), com a
projecao horizontal paralela (Figuras 794 e 795), ou mesmo coincidente, com a de (r) (Figu-

ras 796 e 797), pois (r) ha de ser paralela a (s).

Figura 795

Figura 793

Figura 796

7
< 2/ \
\Ss
b ?
b, P
2
1 J
Figura 791

Figura 797
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6 — Dados duas retas reversas (r) e (s) e um ponto (A), a elas exterior, todos por suas
projecoes, pede-se construir as projecdes de reta (t), pertencente a (A) e concorrente com
(r) ecom (s).

Para conter (A) e concorrer com (r), a reta pedida (t) tem que pertencer ao plano ()
que (A) forma com (r) (Figura 798). E para concorrer com (s), estando nesse plano, tem que
fazé-lo no ponto (P), trago de (s) em (a). Assim, os pontos (P) e (A) definem a reta (t) pedida
(Figuras 798 e 799).

Figura 798 Figura 799

7 — Dadas trés retas (r), (s) e (t), reversas duas a duas, todas por suas projegdes, pede-
-se construir as projecdes da reta (a), paralela a (t) e concorrente com (r) e (s). Dadas, ainda,
as projecdes de um ponto (J), de (r).

Trata-se de uma variante do problema anterior. De fato, para concorrer com (r) e ser
paralela a (t), a reta pedida (a) deve pertencer ao plano (a), formado por (r) e por uma reta
(t), paralela a (t). E para concorrer com (s), tem que passar pelo ponto (P), intersecio de (s)
com (o) (Figuras 800 e 801).

Figura 800 Figura 801

Observagao: O ponto dado (]) teve o propdsito de dar a dire¢do das linhas de chamada.
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8 - Em todos os casos abaixo sdo dados, por suas proje¢des, o ponto (A) e as retas

coplanares (r) e (s). Pede-se construir as projecoes da reta (a), pertencente ao ponto (A) e

perpendicular ao plano formado por (r) e (s).

No primeiro exemplo (Figura 802), ¢ imediata a reta (a), por ser vertical o plano de (r)

e (s), no segundo, ¢ preciso construir duas principais (h) e (f) do plano de (r) e (s) (Figura

803) e, no terceiro, utilizar um plano horizontal (0), que sirva de referencial e uma vista la-

teral, numa abscissa arbitrada (Figura 804).

Figura 802

9 - Dado, por suas proje-
¢oes, o triangulo (A)(B)(C), pe-
de-se construir as proje¢oes mon-
geanas do tridngulo (A)(B)(C),
projecao ortogonal do dado sobre
o plano (o) formado pelas retas
concorrentes (r) e (s), também
dadas por suas proje¢oes.

Simples a resolugdo, ja
que (r) e (s) sdo principais de
(a), pelo tragado das perpendi-
culares por (A), (B) e (C) a ()
e pelas determinagdes de suas
interse¢des com (o), que serao,
respectivamente, os vértices (A),
(B) e (C) do tridngulo pedido
(Figura 805).

A
Figura 805
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10 - Dados, por suas projecdes, o ponto (A), as retas concorrentes (r) e (s) e a reta (t),
a elas reversas, pede-se construir as projecoes da reta (a), pertencente ao ponto (A), ortogo-
nal a reta (t) e paralela ao plano formado pelas retas (r) e (s).

Para ser ortogonal a reta (t), a reta (a), pedida, deve ser paralela a um plano, perpen-
dicular a (t), formado por suas principais (h) e (f), pertecentes a um ponto arbitrado (P). E,
para ser paralela ao plano das retas dadas, (a) deve ser paralela a interse¢ao (M)(N) dos dois
planos, o dado e aquele, das retas (h) e () (Figura 806), obtida com o auxilio dos planos
horizontais (0;) e (0,).

AI
t 3 N' \ J 0,
h P M 1 2 0,
N
3 ' A
B a' r
h S'
_ /
f P 3
2
S
N 1
r
t a
M
I Figura 806

11 - Dadas, por suas principais (h) e (f), o plano (o) e, por suas projecdes, o ponto (A)
e a reta (r), além das projegdes verticais dos pontos (B) e (C), pede-se construir as projecdes
do tridngulo (A)(B)(C) pertencente ao plano (y), perpendicular a (o) e paralelo a (r).

O plano (y) ha de possuir uma perpendicular (p) ao plano dado (o) e uma reta (s)
paralela a reta dada (r). Assim, construido tal plano, basta marcar nele os pontos (B) e (C)
para se obter as proje¢des do tridngulo (A)(B)(C) pedido (Figura 807).

Foram utilizadas, para isso, as horizontais paralelas (1)(2), por B, e (C)(3).

O BisseTor PAr



fl

Jl

12 - Nos dois casos seguin-

tes, sdo dados, por suas projecoes,
um ponto (A) e duas retas concor-
rentes (r) e (s). Pede-se apresentar,
por duas retas, o plano (o), per-
tencente a (A), perpendicular ao
plano formado por (r) e (s) e, na
primeira hipdtese, paralelo a linha
de terra e, na segunda, contendo o
ponto (B), também dado por suas
projecoes.

Em ambos os casos, a re-
solu¢do passa pelo envio, pelo
ponto (A), da perpendicular (p)
ao plano das retas dadas (r) e (s),
com o auxilio de duas principais
(h) e (f) desse plano (Figuras 808
e 809).

No primeiro caso, o plano
pedido (o) vem constituido por
essa reta (p) e por uma segunda
reta (t), uma fronto-horizon-
tal (Figura 808), e, no segundo,
por (p) e pela propria reta dada
(A)(B) (Figura 809).

Figura 807 2\P

Figura 808
rl
Sl
J, f
3I
pl
h' 1 2'
2
d
f
1 3
p
J
) r

Figura 809
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209 - Aplicacoes aos métodos descritivos

1 - Dados, por suas proje¢oes, o ponto (A) e a reta vertical (v), pede-se girar (A)
em torno de (v), até que (A) venha a pertencer ao plano das retas (r) e (s), dadas por suas
projegoes.

Imediatos os trés primeiros casos (Figuras 810, 811 e 812), por ser projetante o
plano dado. No quarto, foi utilizada uma reta auxiliar (P)(Q), formada por dois pontos
arbitrados em (r) e em (s), proporcionando a fronto-horizontal (t), que resolve a questao
(Figura 813) e, no ultimo (Figura 814), a horizontal (h), com a mesma cota de (A).

Duas solugdes, em todos os casos, para as posi¢oes dadas.

rl vl T'ES' VI rl
s |V
\é\ o ALl
) A A g
A A
\\ A,
r
Vv A1 v
A
A, S
Figura 810 Figura 811 Figura 812
V' '
r 1
P' rl VI S
A) A Al t'
JI
A \ Sv
Ql
r
v P
t
A; JNA;
S
Q
Figura 813 Figura 814
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2 - Nos dois casos abaixo sdo dadas, por suas projecdes, as retas (a) e (t) e as retas
concorrentes (r) e (s), que definem o plano (o).

Pede-se girar (a) em torno de (t), até que ela venha a ficar paralela ao plano (o).

Como, em ambos o0s casos, (a) concorre com (t), no ponto (J), que permanece fixo
durante a rotagdo em estudo, deve-se girar um outro ponto (A), arbitrado, de (a). O primeiro
caso é simples, por ser projetante o plano (o) (Figura 815) e, no segundo, construido o plano
(01), formado pelas retas (r;) e (s;), paralelas as dadas e conduzidas por (J), a rotagdo deve
fazer o ponto (A) vir a pertencer a (o) (Figura 816).

Duas solugdes em ambos os casos. Completadas (a;) e (a,), no primeiro e, no segun-
do, apenas uma, (a;), construida e a segunda indicada, pela projegdo A, (Figura 816).

=S

Figura 815

tv

Jl

Figura 816
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3 — Nos diversos casos abaixo sdo dadas, por suas projegdes, as retas coplanares (r) e
(s) e areta (e), secante ao plano (a) das retas (r) e (s). Pede-se girar (o) em torno de (e), de
modo a atender as condigdes dadas, caso a caso, em sua nova posigao (o).

3.1 - (aup) seja projetante 3.2 - (aup) seja paralelo a (')
ev Pl “ el
\ JI 3I El 3' JI —
o h=zhi=zh,
r\=s, h,
T4
N
hy
J
Ty
hy
“2
Figura 817 Figura 818 N
3.3 - (o) seja vertical 3.4 - (0) seja paralelo a reta (w), dada

s
>

f

/l e
f, 2 J

y e S 3
Figura 819 Figura 820

—_
—n|

No primeiro exemplo (Figura 817), girou-se uma horizontal arbitrada (h) do plano
dado até ficar de topo e, no segundo (Figura 818), até vir a ser fronto-horizontal. Nos ter-
ceiro e quarto casos, uma frontal (f) do plano dado foi girada até, respectivamente, vir a
ser vertical (Figura 819) ou paralela a frontal dada (w) (Figura 820). A nova posigdo (o)
do plano dado sempre contém o ponto fixo (J). O plano (o) é sempre o formado pelo
traco (J) de (e) em (a) e pela reta girada, em sua nova posi¢ao. Em todos os casos, para os
dados, ha uma segunda solugdo, indicada pelo ponto (T,).
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4 - Nos dois casos abaixo, pede-se girar o plano (a), formado pelas retas (a) e (b),
dadas por suas projecdes, em torno do eixo vertical (e), até que (o) venha a seccionar o
plano (B), das retas (r) e (s), segundo uma reta horizontal. Sdo dadas, também, as proje-
coes de (e), (r) e (s).

Para seccionar o plano () segundo uma horizontal, em sua nova posigdo (a;), o
plano dado deve possuir horizontais paralelas a horizontais de ().

No primeiro caso (Figura 821), a resolu¢ao é simples, por serem (r) e (s) horizontais
e, no segundo (Figura 822), é preciso marcar uma horizontal (t) em (f3) e girar uma hori-
zontal de (o) de mesma cota que (h), até que ela fique paralela a (t).

Nos dois casos, (o) fica definido pelo ponto (]), trago de (e) em (), e pela horizon-
tal (h), paralela as horizontais de (), com duas solugdes.

S .
1
' e'
2 b ¢
hl g 4| HI
r S
N B R
P h
T
3 1 ezJ
a 2
T
T b
4\ Figura 821

Figura 822 74
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5 — Para os dois casos abaixo, pede-se construir a V.G. do paralelogramo (A)(B)(C)(D),
dado pelas projecoes dos vértices (A), (B) e (C).

Em ambos os casos, o re-
batimento do plano do parale-
logramo sobre um plano auxi- A

liar resolve o problema.

om'=h' 1 c

Um plano horizontal
(0) (Figura 823) ou um plano
frontal (y) (Figura 824), com a

utilizac¢ao dos triangulos de re-
batimento BBJ (Figura 823) e
B'BJ’ (Figura 824) para o vér-

tice (B), proporcionam a V.G.
(A)1(B);(C);(D); pedida, obti-
da, mesmo sem ter sido neces-
sario completar as projecdes do
paralelogramo (A)(B)(C)(D).

No primeiro exemplo, o
plano horizontal auxiliar (0) foi
conduzido pelo vértice (C), de
menor cota, aproveitando-se o
ponto (1), trago da reta (A)(B)
com (0) (Figura 823), e, no se-
gundo, para deixar a V.G. com
maior destaque, o plano auxi-
liar (y) foi escolhido mais dis-
tante dos trés vértices dados
(Figura 824).

Rebatidos os trés vértices
dados (A), (B) e (C), o quarto,
(D), foi obtido com paralelas, ym=f

em ambos os casos, entregando
da (Figuras 823 e 824). C

b
L
T

B
Figura 824
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6 — Do triangulo equilatero (A)(B)(C) sao dadas as proje¢des do vértice (A), a pro-
jecdo horizontal ] do traco (J) da reta suporte do lado (B)(C) com o plano horizontal que
passa por (A) e a projegdo horizontal B do vértice (B).

Pede-se construir a V.G. e as proje¢des do triangulo.

Utilizando-se o plano horizontal de (A) e, entdo, a charneira h, formada pelos pontos
(A) e (J), o arco capaz de 60° para AJ e a perpendicular por B a h proporcionam, por corte, o
rebatimento (B) do vértice (B) e, entdo, a V.G. (A){(B);(C); do tridngulo, que é algado com
o auxilio do triangulo de rebatimento de (B), que dd a cota z de (B) em relagao ao plano
horizontal de (A) (Figura 825).

Ha uma segunda solugdo, ndo incluida, correspondente a marcagdo da cota z no
sentido oposto do utilizado.

7 — Determinar a V.G. do triangulo 6rtico do triangulo (A)(B)(C), dado por suas
projecoes.

O rebatimento do plano do triangulo (A)(B)(C), sobre o plano horizontal (6), que
passa por seu vértice (B), com o auxilio do triangulo de rebatimento do vértice (A), propor-
ciona a V.G. do triangulo dado e, com os tragados de suas alturas, a V.G. de seu triangulo
6rtico (A)(B)(C), formado pelos pés de suas trés alturas (Figura 826).

Bl Al

Cl

Figura 825 Figura 826
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8 — Construir as proje¢des do pentagono (A)(B)(C)(D)(E), sabendo que seus vértices
(A), (C), (D) e (E) formam um quadrado. Sdo dadas as proje¢des do vértice (A) e do lado
fronto-horizontal (B)(C).

Com auxilio do tridngulo de rebatimento AAJ, consegue-se o rebatimento (A); do
vértice (A) sobre o plano horizontal (0) do lado (B)(C) e, com isso, construir, em V.G., o
quadrado (A){(C);(D);(E); e, entdo, o pentdgono pedido, que é algado com a reta (A)(E) e
com sua paralela (C)(D) (Figura 827).

El
Dl
Al
E
z /
0mr'=h'
B' / c
D
A z A
| J h
‘\ (B)=B C=(Ch
\
~__ 0 7//,
(A);
(D)
(E)
Figura 827
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9 — Dados, por suas projegdes, o ponto (A) e a reta (r), pede-se construir as projecoes
do tridngulo equilatero (A)(B)(C), cujo lado (B)(C) pertenca a (r), (B) a esquerda de (C).

Rebatido o plano do triangulo sobre um plano horizontal (0), arbitrado, com o auxi-
lio da paralela (s) a (r) e do triangulo de rebatimento AAJ, consegue-se construir, em V.G.,
o triangulo equildtero (A);(B);(C);, facilmente algado com a utilizagdo daquelas paralelas
(Figura 828).

A
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Figura 828
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10 - Construir as proje¢des do hexdgono regular (A)(B)(C)(D)(E)(F), de centro (O),
sabendo que o lado (A)(B) pertence a reta (r), (A) a esquerda de (B).

Sao dadas as projecoes da reta (r) e do ponto (O).

O procedimento mais simples para resolver a questdo consiste em rebater o plano
formado por (r) e (O), para operar a construgdo em V.G. do hexagono. No caso presente, tal
rebatimento é efetuado sobre um plano horizontal (0) arbitrado e o algamento com o auxilio
das paralelas (r), (s) e (t) (Figura 829).

1
=

/ O1r'=s

hsss

/ \
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]
o/ |

(B
D)
\/ 0

(t), ©)

(5)1 Figura 829
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210 - Aplicagdes aos problemas métricos

1 - Para os diversos casos abaixo, em que sdo dadas as proje¢des de dois pontos (A) e

(B), pede-se obter a V.G. d da distancia entre eles.

Em ambos os casos, uma sim-
ples rotagdo em torno da vertical que
contém (B) torna o segmento (A)(B)
frontal, trazendo a V.G. pedida d em
sua nova projecdo vertical (Figuras
830 e 831).

2 - Para os diversos casos
abaixo sdo dados, por suas proje-
¢Oes, o ponto (A) e a reta (r).

Pede-se, em todos, determinar
a V.G. d da distancia de (A) a (r).

Vl
BI
A
u A
v=B
Figura 830

|

"

A

Quando a reta dada (r) é vertical (Figura 832) ou de topo, a solugao é imediata, por ser

a perpendicular (A)(B) de (A) a (r) horizontal ou frontal. Em todos os casos em que (r) ndo

seja uma reta qualquer, a perpendicular (A)(B) a (r) é de pronta construgao, recaindo-se nas

situagdes anteriores (Figuras 833 e 834).

rl
BI1 B'
A — B
A L [
B1 A
d B r
Figura 832 r=B Figura 833

Figura 834

Quando, enfim, a reta dada (r) é qualquer, para obter o ponto (B), pé da perpendicular

de (A) a (r), ou se constrdi o plano (y), por (A) e perpendicular a (r), para determinar o traco

(B) de (y) com (r) (Figura 835) e, entdo, a V.G. d pedida, ou, simplesmente, rebate-se o pla-

no formado por (A) e (r) sobre um plano horizontal (0), arbitrado (Figura 836), obtendo-se,

assim a V.G. da distancia d.
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| ”
B B
d 1 h
AI
B1 A 2 / f
B
1
y N.]
Figura 835

Figura 836

Observe-se que a determinagdo da V.G. da distancia entre duas retas paralelas, dadas

por suas proje¢des, recai sempre nos casos aqui estudados, bastando, para resolvé-los, esco-

lher um ponto qualquer de uma das retas e buscar sua distancia a segunda reta.

3 - Para os casos seguintes, pede-se determinar a V.G. da distdncia d do ponto (A) ao

plano das retas (r) e (s), todos dados por suas projegoes.

Quando o plano das retas dadas é projetante (Figura 837), a solugao ¢ imediata, ja que

a perpendicular (A)(B) a ele tem que ser paralela ao plano de proje¢do ao qual o plano dado é

perpendicular; em caso contrario, deve-se tracar a perpendicular por (A) ao plano das retas (r)

e (s), obter seu trago (B) com esse plano e buscar a V.G. d do segmento (A)(B) (Figura 838).

-

Figura 837
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4 — Em todos os casos abaixo, sdo dados dois planos paralelos (a) e (B), o primeiro
pelas proje¢des de suas retas (r) e (s) e o segundo pertencente a um ponto (A), também dado

por suas projecoes.
Pede-se determinar a V.G. d da distincia entre (o) e (B).

O problema é uma variante do anterior, visto que a distdncia de (A) a (o) é a propria
distancia d procurada, recaindo-se, assim, nas constru¢des antes apresentadas, nem sendo
necessario construir o plano (f3). As Figuras 839, 840 e 841 sdo exemplos disso.

rss' A "™\2/?
J d B!
A s' 1 J
B A
r r 2
A r . A J
T d B
\ - :
I s ) A 1
r=s 11 \ . 1 p
Figura 839 Figura 840 Figura 841

5 - Determinar a verdadeira grandeza da distancia d entre duas retas reversas (r) e

(s), dadas por suas projegoes.

Sabe-se que a distancia d entre duas retas reversas (r) e (s) é a propria distancia exis-
tente entre o par de planos paralelos (o) e (B) que contém cada uma delas (Figura 842), ou,
0 que é 0 mesmo, a distdncia de um ponto (A) qualquer de uma delas ao plano () formado
pela segunda e por uma paralela a primeira, mediante uma rotagdo (Figuras 842 e 843).

Y
1 o r
A A
d '
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2| ‘ F Jl
S
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(J) (l’) B r
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Figura 842 Figura 843
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6 — Em todos os casos abaixo, pede-se determinar as verdadeiras grandezas dos an-
gulos a e f3, que a reta (A)(B), dada por suas projegdes, forma, respectivamente, com () e
com (7).

Rotagdes que tornem (A)(B) frontal ou horizontal (Figuras 844 e 846) trazem os an-
gulos pedidos, enquanto que, no exemplo da reta de perfil (Figura 845), uma rotagao basta,
por terem que ser complementares os dois angulos procurados.

B B, A
/ B
B, o x A B
- A N
Bl « B'1 Bl @ * 2
AN/B B>
. A
\ [ ] B1
B 1B B -
_ B A } B
- B Y
! Figura 844 Figura 845 Figura 846

7 — Nos dois casos abaixo, um plano (0) é dado pelas projecoes de duas retas con-
correntes (r) e (s). Pede-se determinar as verdadeiras grandezas dos angulos a e 3, que (0)
forma, respectivamente, com (1) e com (7).

Uma rotagao que leve uma horizontal (h), arbitrada, de (0), a ser de topo (Figura 847),
faz (0) ser de topo e entrega a V.G. do angulo a. E outra, que faca uma frontal (f) de (0) vir
a ser vertical, proporciona a V.G. do angulo f3, que (8) forma com (n) (Figura 848).

fl1 r| Sl
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4 Figura 847 Figura 848
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8 — Nos diversos casos abaixo, sdo dadas, por suas proje¢des, duas retas concorrentes

(r) e (s) oureversas (r) e (A)(B). Pede-se determinar a V.G. do dngulo ¢, por elas formado.

E com o rebatimento do plano formado por (r) e por (s), sobre um plano (0) auxiliar

(Figuras 849 e 850), ou pelo plano formado por (A)(B) e por uma paralela (t) a (r), conduzi-

da por (A) (Figura 851), que se obtém a V.G. do angulo ¢.

Jl

Figura 850

Figura 851

9 - Determinagdo da V.G. do 4ngulo ¢ que uma reta (r) forma com o plano (0),

definido por duas retas concorrentes (a) e (b), todas as trés retas dadas por suas projegoes.

Tragada a perpendicular (p) ao plano (0), por um ponto (J) qualquer de (r), o rebatimento

do plano formado por (r) e (p) sobre um plano auxiliar (o) traz a V.G. do angulo y dessas retas

e seu complemento ¢ responde a questao (Figura 852) (Geometria Descritiva, nimero 138).
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10 - Determinagao da V.G. do angulo ¢, formado pelos planos () e (), dados, res-

pectivamente, pelas retas concorrentes (r) e (s) e pelas paralelas (a) e (b).

Basta tragar, por um ponto (]) arbitrado, as perpendiculares (p) e (q) a cada um dos
planos (Figura 853) e, rebatendo o plano formado por (p) e (q), obter a V.G. procurada, ja que
o angulo dessas retas repete o dos dois planos dados (Geometria Descritiva, nimero 140).

J' .
da
6'
Pl /
3, .
z q b
1 2' 7 8' 4 5 fm'=h'
L— I\ = ~
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Quando, em situagdes particulares, os planos (a) e (B) sdo dados por suas principais
(Figura 854), a épura fica muito simplificada, por serem imediatos os tragados das perpen-

diculares (p) e (q) aos dois planos.
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211 - Aplicagoes aos poliedros

Aqui serdo abordadas as construgdes de poliedros, bem como as determinagdes de
secOes planas a eles, com as obtengdes de suas verdadeiras grandezas, sempre em épuras sem
a presenca da linha de terra.

1 - Construir as proje¢des do cubo (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), que tem a face
(A)(B)(C)(D) no plano das retas horizontais (r) e (s), com a aresta (A)(B) em (r) e (C)(D)
em (s), escolhendo a solugdo que, em épura, ndo apresente sobreposi¢ao das duas projecdes
do sélido.

Sao dadas as duas proje¢des da horizontal (r) e as do vértice (D).

Resolugdo: A perpendicular de (D) a (r) traz (A) e, com uma rotagdo que leva (A)(D)
a posi¢do (A);(D) horizontal, obtém-se o valor a da aresta do cubo e, completada a face
(A)(B)(C)(D), uma frontal (f) dessa face proporciona o tragado das perpendiculares ao seu
plano, para dar corpo ao sdlido. Nova rota¢ao do suporte (A)(J) de uma aresta lateral, com a
marca¢do da V.G. da aresta, entrega o vértice (R) para, com paralelas, completar as projecdes
do sdlido (Figura 855).
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2 - O pentagono irregular (A)(B)(C)(D)(E) é simétrico em relagdo a reta que, contendo
seu vértice (A), é perpendicular ao lado oposto (C)(D) e a diagonal (B)(E), ambos frontais.

Dados, por suas projecdes, os vértices (A), (B) e (C), além da direcdo d’ das
projec¢des verticais dessas frontais, pede-se construir as proje¢des da piramide irregular
(J)-(A)(B)(C)(D)(E), sabendo que sua aresta lateral (]J)(B) é perpendicular ao plano de
sua base, medindo 44 mm.

Escolha a solu¢do que deixe as duas proje¢oes de (J), em épura, o mais afastadas possivel.

Resolucao: A perpendicularidade do eixo de simetria (A)(M) da base repete-se em
projecao vertical, por serem frontais (C)(D) e (B)(E), o que permite completar as projecdes
dessa base e, com o auxilio da horizontal (h) de seu plano, vem a perpendicular (B)(P) a
ele, sobre a qual, com uma rotagdo que a torne horizontal, pode-se marcar a V.G. da altura,
determinando-se o vértice (]) (Figura 856).
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3 — Construir as proje¢des da se¢ao que o plano das retas (r) e (s) produz no prisma
(A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), bem como a V.G. dessa se¢ao.

Sao dadas as duas projecdes do sélido e das retas (r) e (s).

Resolu¢ao: O plano vertical, no caso, das horizontais dadas (r) e (s), produz, por
se¢do no prisma, o quadrilatero (A)(B)(C)(D) de imediata obtenc¢ao, por sua proje¢ao ho-
rizontal, e seu rebatimento sobre o plano horizontal da reta (s) traz a V.G. K’lﬁ’l(_l’ll_)’l
pedida (Figura 857).

Tl

Figura 857
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4 - O hexaedro (V)-(A)(B)(C)-(J) é formado por dois tetraedros regulares de vértices
(V) e (J), com uma face (A)(B)(C) comum, que tem seu lado (B)(C) sobre a horizontal (h),
(B) a esquerda de (C).

Sendo dadas as projecdes de (A) e de (h), pede-se construir as proje¢des do hexaedro,
deixando o vértice (J), em épura, com suas projecdes mais proximas que as de (V).

Resolugdo: A construgio da face (A)(B)(C) se faz pelo rebatimento de seu plano sobre
o plano horizontal da reta (h), utilizando o triangulo de rebatimento AAM e, obtido (A
pelo envio de uma reta inclinada de 30° em relagdo a altura do triangulo (Figura 860).

Conhecida a V.G. da face, vale ver que a se¢ao (V)(M)(A) que o plano mediador de
(B)(C) produz no sélido é um triangulo isdsceles, cujos lados iguais (M)(V) e (M)(A) sdo
duas alturas de faces e cuja base (V)(A) iguala a aresta lateral do soélido (Figura 858).

Entio, a partir do rebatimento (A);BC da face (A)(B)(C), em V.G., constrdi-se o tri-
angulo isosceles (A)lM(C_))l, com os lados (M)(A); e M(6)1 iguais e a base (A)1(6)1 igual a
aresta do solido, obtendo-se a V.G. H de sua altura (Figuras 859 e 860).

Assim, com auxilio da frontal (f) do plano da face (A)(B)(C), conduzida por (A),
pode-se tracar a perpendicular (O)(P) a essa face que, levada, por uma rotagao, a posi¢ao
horizontal (O)(P;), aceita a marcagao, em V.G., da altura H, o que proporciona o vértice (V)
(Figura 860).

Enfim, o ultimo vértice (J) do sélido se obtém por simetria de (V) em relagao a (O).

H
©)
(B) (M) ©
©
Figura 858 Figura 859
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5 - O quadrilatero (A)(B)(C)(D), de perfil, dado por suas proje¢des, é uma se¢ao reta
numa superficie prismatica fechada, que, seccionada pelos planos (a) e (), proporciona um
tronco de prisma, com bases nesses planos, cujas proje¢oes sao pedidas.

() e (B) sdo dados, respectivamente, pelas projecoes das retas (r) e (s) e das retas (p)

e (q)-

Resolugdo: Por ser de perfil a secao reta da superficie prismatica, suas arestas (a), (b),
(c) e (d) devem ser fronto-horizontais.

Assim, para determinar as bases do tronco de prisma pedido, basta obter as interse-
¢oes de (a), (b), (c) e (d) com cada um dos dois planos dados, o que se faz, para o plano das
concorrentes (r) e (s), com o auxilio das horizontais de cotas iguais as das arestas da superfi-
cie prismatica e, ainda com maior facilidade, para o plano das paralelas (p) e (q), ja que esse
plano é de topo (Figura 861).
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6 - A piramide irregular (V)-(A)(B)(C)(D) esta assente por sua base quadrada
(A)(B)(C)(D) num plano horizontal, de modo tal que, em épura, ndo se penetrem suas duas
projecdes. Sabendo que a aresta lateral (V)(A) € paralela a (B3) e, dadas as duas projegdes
do vértice (V) e a projecdo horizontal da aresta basica (A)(B), pede-se construir as projegdes
do solido e a se¢do nele produzida pelo plano (a), transparente, formado pelas frontais pa-
ralelas (r) e (s), dadas por suas projecdes.

Resolugdo: A construgdo do quadrado base se faz em V.G., por pertencer ele a um
plano horizontal e evitando que suas projecdes se cortem (Figura 862). Sendo a aresta (V)
(A) paralela a (By3), sdo iguais as diferengas entre cotas e afastamentos de seus extremos, o
que proporciona a projecdo vertical A’ e, entdo, B, C’ e D’

A construcao da se¢do plana (A)(B)(C)(D) pedida se faz pelas interse¢des das arestas
laterais da piramide com o plano das frontais (r) e (s) (Figura 862).

V'

Figura 862

CELio PiNTO DE ALMEIDA

239



240

7 — Construir as proje¢des da piramide reta (V)-(A)(B)(C)(D), sabendo que suas
arestas basicas (A)(B) e (C)(D) pertencem respectivamente as retas horizontais e paralelas
(r) e (s) e que suas arestas laterais formam 60° com o plano da base, de modo tal que o vértice
(A) fique a esquerda de (B).

Sao dadas as projecoes do vértice (V) e das retas (r) e (s).

Resoluc¢ao: Sendo reta a piramide (V)-(A)(B)(C)(D), sua base tem que ser inscritivel
num circulo, cujo centro ha de ser o ponto (O), pé da altura (V)(O) da altura do sélido (Ge-
ometria Espacial, nimero 148) (Figura 863).

Assim, a construgao se faz pelo tra-
¢ado da perpendicular (p) de (V) ao plano

das duas retas dadas (r) e (s) e pela obten-
¢do de sua intersec¢ao (O) com esse plano.

Aproveitando que as retas (r) e (s)
sao horizontais, fica simples rebater seu
plano sobre o plano horizontal (0) de (s),
de menor cota que (r), com auxilio do tri-
angulo de rebatimento 331 (Figura 864) e

levar a esse rebatimento o ponto (O), paraa

determinacgdo da V.G. da base da piramide.

Em seguida, obtido o valor OV,
ap6s uma rotagdo que leve o segmento
(V)(O) a posicao horizontal, que mede a

distancia de (V) ao plano da base da pira-
mide, ou seja, da propria altura do sélido,
consegue-se, com o tridngulo retangulo

OV, ], com angulos agudos 60° e 30°, o va-

Figura 863

lor R do raio do circulo que ha de circuns-
crever a base da pirdmide.

Entdo, no rebatimento, constréi-se o circulo de centro (O); e raio R, que corta os
rebatimentos (r); e (s); das horizontais dadas, proporcionando os vértices da base da pira-
mide, nominados de modo a que o ponto (A), em épura, fique a esquerda da (B), tal como
imposto.

Os al¢ados sdo imediatos (Figura 864).

Observe-se que, pelos dados, a base (A)(B)(C)(D) da piramide é um trapézio isdsceles.
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8 — Construir as proje¢des do ortoedro (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U), assente pela
face (A)(B)(C)(D) no plano formado pelas retas (r) e (s), dadas por suas projegdes, a aresta
(B)(C) em (s) e o vértice (D) em (r), dada, também, a projecao vertical do vértice (A) e sa-
bendo que a cota do vértice (R), em relagao a do vértice (A), mede o dobro da cota do ponto
(J), comum a (r) e (s), em relacdo a do vértice (A).

Resolucao: Para a cons- T
tru¢do, em V.G., da face /
(A)(B)(C)(D), efetua-se o reba- U | g
timento de seu plano, sobre o R!

plano horizontal (0) pertencen-
te ao ponto (A), com auxilio do /
triangulo de rebatimento JTM, /
levando a esse rebatimento as

duas retas dadas, para a cons- P //
trugdo, em V.G., do retangulo /—
(A),(B)(C),(D), (Figura 865). \e
~T AN
Alcada essa face e com o oks " z N

tracado da frontal (f) do plano
dessa face, fica simples a cons-

trucdo das perpendiculares ao

plano de (r) e (s), em busca de
face (R)(S)(T)(U), o que se con-
segue pela duplicagdo da cota do

ponto (J) em relag¢do a do plano
(0), de (A), com o tracado do

plano horizontal (0), que pro-

porciona o vértice (R), na aresta
conduzida por (A).

E, entio, imediato com-
pletar as proje¢oes do ortoedro
com o uso de paralelas (Figura
865).

Para as visibilidades, sdo
de valia os vértices (A), de menor

cota, e (C), de menor afastamento.

Figura 865

O BisseTor PAr



9 — Dados as horizontais (r) e (s) e o ponto (J), por suas proje¢des, pede-se construir
as projecdes da piramide regular (V)-(A)(B)(C)(D), que tem as arestas (A)(B) e (C)(D),
respectivamente, em (r) e (s), sabendo que (J)(A) é uma reta de perfil, que a altura do sélido
mede 45 mm e que, em épura, as duas proje¢des da piramide sao exteriores uma a outra.

Resolucao: Por serem horizontais duas arestas basicas, é imediata a construgio da
proje¢ao horizontal ABCD, retangular.

O rebatimento do plano dessa base sobre o plano horizontal (6), da horizontal (s),
traz a V.G. de (A)(B)(C)(D) e, marcado seu centro (O), com o auxilio de sua frontal (f), fica
simples tragar a perpendicular (O)(P) que, feita horizontal, mediante uma rotagao, aceita a
V.G. de sua altura (Figura 866).
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10 - Construir as proje¢des de um octaedro regular (V)-(A)(B)(C)(D)-(S), conhe-
cendo as proje¢des de sua diagonal (V)(S), sabendo que o vértice (A) pertence ao plano (a),
transparente, definido pelas retas paralelas (p) e (q), também dadas por suas projegoes.

Resolugdo: A sec¢ao diagonal quadrada (A)(B)(C)(D) do octaedro ha de pertencer ao
plano mediador da diagonal dada (V)(S) (Geometria Espacial, nimero 114.5), plano esse
que se constrdi com as principais (h) e (f), perpendiculares a diagonal dada (Figuras 867 e
868), por seu ponto médio (O).

Com uma rotagdo, que torna (O)(S) horizontal, obtém-se a V.G. OS; da semidiago-
nal (D/2) do octaedro e, para construir o quadrado (A)(B)(C)(D), convém aproveitar que
o plano (a), dado pelas paralelas (p) e (q), é horizontal, rebatendo, sobre ele, o plano me-
diador antes construido, pela utilizacio do triangulo de rebatimento OOJ, para a charneira
h; = (h;){, que entrega o rebatimento (O); do centro desse quadrado.

Com a circunferéncia de centro (O); e raio (D/2), vem o vértice (A); = A sobre a char-
neira hy = (h;); (duas solu¢des, a segunda indicada pelo ntimero 2, na Figura 868).

Mesmo nao cabendo no espago disponivel a V.G. (A);(B);(C);(D); do quadrado
(A)(B)(C)(D), consegue-se a posi¢do do vértice (B);, pela construgio do quadrante
(0);(A);(B); (Figura 868).

Seu algamento se faz por
afinidade da reta (B);(0);,
dando o ponto (L); sobre a
charneira e, entdo, a proje¢ao
horizontal B, na perpendicu-
lar de (B); ah; = (hy);.

E ndo ¢é necessario
construir a V.G. da se¢do
(A)(B)(C)(D) do octaedro,
porque os vértices finais (C) e

(D) podem ser determinados

por simetrias, em relagdo ao

centro (O) do solido, dos vér-
tices (A) e (B) ja conhecidos

e/ou pela utilizagdo de para-
lelas, para os pares de arestas Figura 867
opostas.
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