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SEGUNDA EDICAO

Tal como realizado com o livro Geometria Plana, inclui, nesta segunda edi¢ao, uma centena
de problemas propostos e resolvidos, tratando de questdes de posi¢do entre os diversos entes
geométricos, de conceituagdes, com novas leituras e de proposigdes métricas.

Tudo segue a mesma ordenagdo tedrica, classica, logica e dedutiva desenvolvida na edigdo
inicial e, sempre que necessario, com referéncias a seus itens, inclusive quanto as suas numeragoes
sequenciais.

Creio que, com esse adendo, vou ao encontro do desejo do leitor de ver mais detalhados
aspectos conceituais de relevancia.
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INTRODUCAO

1 - Posic¢oes relativas entre uma reta e um plano

Uma reta pode, ou ndo, pertencer a um plano. Quando ndo pertence, pode ter um ou
nenhum ponto em comum com o plano.

Assim, sao trés as posi¢gdes que uma reta pode ocupar em relagdo a um plano:

a. pertencente ao plano - todos os pontos da reta pertencem ao plano;
b. secante ao plano - apenas um ponto da reta pertence ao plano;
c. paralela ao plano - nenhum ponto da reta pertence ao plano.

2 - Axioma

Por trés pontos nao colineares passa, sempre, um plano.

3 - Determinacao do plano

Um plano fica determinado:

a. por trés pontos nao colineares;

b. por uma reta e um ponto exteriores;
c. por duas retas concorrentes;

d. por duas retas paralelas.

Em verdade, as trés ultimas condi¢cdes reduzem-se facilmente a primeira. Dai suas
validades.

Alias, todas as quatro sao mutuamente transformaveis por meio de operagdes simples.

Assim, por exemplo, dar um plano por trés pontos (A), (B) e (C) ndo colineares

¢ o mesmo que defini-lo, por exemplo, por duas retas concorrentes (A)(B) e (A)(C), e
vice-versa.
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4 - Posicoes relativas entre dois planos

Dois planos distintos podem ou néo se cortar, sendo, entdo, respectivamente denomi-

nados secantes ou paralelos.

Quando dois planos sao secantes, sua intersecao é uma reta. De fato, todos os pontos
comuns aos dois planos devem ser colineares, pois, se trés quaisquer deles ndo o fossem, os
dois planos seriam obrigados a coincidir (numero 3.a).

5 - Posicoes relativas entre duas retas

Duas retas podem, ou ndo, pertencer a um mesmo plano, sendo, entdo, respectiva-
mente denominadas coplanares e reversas (ou revessas ou ndo coplanares).

E como as coplanares podem ser concorrentes ou paralelas, conclui-se que duas retas
podem ser:

a. concorrentes;
b. paralelas;
C. reversas.

16 GEOMETRIA EspaciaL



Carituro |

Retas E PLANOS PARALELOS

6 — Teorema

Quando uma reta é paralela a uma reta de um plano, ela é paralela ou pertencente ao plano.

Demonstragao: Consideremos a reta (r), por hipdtese, paralela a uma reta (s) do plano

(o) (Figura 1).

As retas (1) e (s) definem, entdo, um plano (B) (ntiimero 3.d) que corta (a), segundo (s). E
como (r) ndo tem ponto em comum com (s), também nao tem com (), isto é, é paralela a (av).

Em caso particular, () poderia coincidir com (o). Por-
que (r), sendo paralela a uma reta (s) de (o), poderia perten-
cer a (a) (Figura 2).

Entdo, quando uma reta é paralela a uma reta de um
plano, ela é paralela ou pertencente ao plano, como se queria
demonstrar.

7 - Corolario

Se uma reta (r) é paralela a um plano (a), todo plano
pertencente a (r) e secante a (o) corta (o) segundo uma reta
paralela a (r).

De fato, consideremos uma reta (r) e um plano (o), pa-
ralelos, e um plano () que pertenca a (r) e que corte (o),
segundo uma reta (s) (Figura 1).

Porque, por hipdtese, se (r) ndo tem ponto comum
com (o), também néo tera ponto comum com (s). Assim, as
retas (r) e (s), sendo coplanares, sem ponto comum, serdo
paralelas.

R

Figura 1

Figura 2
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8 —Teorema

Dados uma reta (r) e um plano (o) paralelos, toda reta paralela a (r), tracada por um

ponto de (a), pertence a (o).

Demonstracao: Consideremos, além da reta (r) e do
plano (o), paralelos, um ponto (A) pertencente a (a.) e tra-
cemos, por (A), areta (s) paralela a (r) (Figura 3). Queremos
provar que (s) pertence a (a.).

A reta (r) e o ponto (A) definem um plano () (nime-
ro 3.b), o qual deve (nimero 7) cortar (o) segundo uma reta
paralela a (r). E como, por (A), s se pode tragar uma reta
paralela a (r) (Postulado de Euclides — Geometria Plana, na-
mero 51), a interse¢do dos dois planos deve ser aquela reta
(s), inicialmente tracada.

RN

Figura 3

Assim, dados uma reta (r) e um plano (o) paralelos, toda reta paralela aquela e tracada por

um ponto desse plano pertence a ele.

9 —Teorema

Quando dois planos secantes sdo paralelos a uma reta, sua intersecao é paralela aquela

reta.

Demonstragao: Sejam (a) e () dois planos secantes, paralelos a reta (r), e (A) um

ponto pertencente aos dois.
Tracemos, por (A), a reta (s) paralela a (r) (Figura 4).

Esta reta (s), devendo (numero 8) pertencer tanto a
(o) quanto a (), sera a prépria interse¢ao dos dois planos.

Entao, quando dois planos secantes sdo paralelos a
uma reta, sua interse¢do é paralela aquela reta, como se que-
ria provar.

10 - Corolarios

1. Se, por duas retas paralelas (a) e (b), tracarmos dois
planos secantes (a) e () (Figura 5), sua intersecao (s)
sera paralela aquelas retas. Porque os dois planos serao
paralelos a uma reta (r) paralela as retas (a) e (b).

2. Toda reta (r) paralela a dois planos secantes (o) e (3)
(Figura 5) ¢ paralela a intersegao (s) desses dois planos.

GEOMETRIA EsPAciAL
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11 - Planos paralelos

Sabe-se que, por defini¢do, dois planos sdo paralelos quando nao possuem ponto co-

mum. Dai concluirmos que:
1. se dois planos sdo paralelos, cada um deles é paralelo a todas as retas do outro;

2. reciprocamente, se um plano é paralelo a todas as retas de outro plano, ele é paralelo

ao outro plano;

3. se um plano (o) é paralelo a duas retas concorrentes
(r) e (s) de um outro plano (B), (o) é paralelo a (B)
(Figura 6);

4. enfim, a condi¢do necessaria e suficiente para que dois

planos sejam paralelos é que um deles possua duas re-

Figura 6
tas concorrentes, ambas paralelas ao outro plano.

12 - Teorema

O lugar geométrico das retas paralelas a um plano, tragadas por um ponto exterior, é o

plano paralelo aquele e pertencente ao ponto considerado.

Demonstragao: Consideremos o plano (o) e o plano (o), paralelo a (o) e pertencente

ao ponto (A), exterior a (a) (Figura 7).

Todas as retas (r) que passam por (A) e pertencem a (o) sdo paralelas a (o) (nimero
11.1).

Ao contrario, toda reta (s) pertencente a (A), mas nao
a (o7), ndo pode ser paralela a (o). De fato, se uma reta (s),
assim tracada, fosse paralela a (a), ela e (r) definiriam um
plano (B) distinto de (o) (Figura 7) pertencente a (A) e pa-
ralelo a (o), o que seria absurdo. (

Assim, todas as paralelas a (o), tragadas por (A), per-

tencem a (o).

(

Entdo, o lugar geométrico das retas paralelas a um pla-
no, tracadas por um ponto exterior, é o plano paralelo aque- Figura 7
le e pertencente ao ponto considerado.

CELio PiNTO DE ALMEIDA

19



13 —-Teorema

Quando um plano corta um feixe de planos paralelos, ele o faz segundo retas paralelas.

Demonstragao: Seja (o) o plano secante ao feixe de m
<\

planos paralelos (), (B,), (B3), etc. W
As interse¢oes de (o) com os diversos planos do feixe sdo I
‘“

retas coplanares que ndo admitem ponto comum (Figura 8). W

Logo, sdo paralelas, como se queria provar. -

Figura 8
14 - Teorema

Por duas retas reversas sempre se pode tragar um par — e apenas um — de planos paralelos.

Demonstracao: Consideremos duas retas reversas (r) e (s) e tracemos, por um ponto
(A) qualquer de (1), (s;) paralela a (s) e, por um ponto (B) qualquer de (s), (r;) paralela a (r)
(Figura 9).

Os dois planos (o) e (B), assim formados, sao paralelos
(numero 11.3). E sdo unicos porque a varia¢do da posi¢ao de
(A) sobre (r) - ou de (B) sobre (s) - faz apenas mudar a posi-

¢ao de (s;) — ou de (rq) —, mas ndo a retira do plano (a) - ou

de (B) -, ndo modificando, pois, as posi¢coes dos dois planos
obtidos (Figura 9).

Figura 9
Assim, por duas reversas...
"
15 - Escoélios
1. Dadas duas retas reversas (r) e (s), para construir, por w

(r), o plano - tnico - paralelo a (s), basta tragar, por
um ponto (A) qualquer de (r), a reta (s;) paralela a (s). Figura 10
As retas (1) e (s;) definem o plano (Figura 10).

(r)

[ —

2. Dadas duas retas reversas (r) e (s) e um ponto genérico
(A), exterior a elas, para construir, por (A), o plano, (

unico, paralelo a (r) e a (s), basta tragar, por (A), as
retas (rq) e (sp), respectivamente paralelas a (r) e a (s)
(Figura 11).
(s)

As retas (r;) e (s;) definem o plano. Figura 11
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16 - Angulo de duas retas reversas

Por definigdo, angulo de duas retas reversas (r) e (s) é
o angulo formado por duas paralelas (ry) e (s;) a elas, traga-
das por um ponto (A) qualquer (Figura 12).

E claro que o valor o do angulo de duas reversas (r)
e (s) independe do ponto (A) escolhido. De fato, a varia-
¢do da posi¢ao desse ponto faz apenas transladar as retas
auxiliares (r;) e (s;), mas ndo muda o valor de a, pois,
assim, formarfamos outro angulo com lados paralelos aos
do primeiro.

Entdo, para obter o angulo o de duas reversas (r) e
(s), basta tragar, por um ponto (A), de uma delas, a paralela
a outra (Figura 13). O serd, entdo, o angulo formado pelas
duas concorrentes assim obtidas.

17 - Teorema

Figura 13

Segmentos de reta paralelos compreendidos entre dois planos paralelos sao iguais.

Demonstracao: Basta ver que as retas paralelas, tomadas duas a duas, formam planos

que cortam os planos paralelos segundo retas respectivamente paralelas (niimero 13).

Assim, como paralelas entre paralelas (Geometria Pla-
na, numero 58), os segmentos (A)(B), (C)(D), (E)(F), etc.,
considerados, sdo iguais (Figura 14).

Entdo, segmentos de reta paralelos compreendi-
dos entre dois planos paralelos sdo iguais, como se queria
demonstrar.

18 - Corolario

Segmentos de reta paralelos, compreendidos entre
uma reta (r) e um plano (o) paralelos, sdo iguais (Figura 15).

Porque todos, pertencendo a um plano (3) secante a
(o), serdo, enfim, segmentos paralelos entre retas paralelas
(Figura 15).
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19 —Teorema

Um feixe de planos paralelos determina, sobre duas transversais quaisquer, segmentos
respectivamente proporcionais.

Demonstragao: Consideremos um feixe de planos paralelos e duas retas reversas (r) e
(s) secantes aos planos do feixe.

Sejam (A)(B), (B)(C), etc. e (R)(S), (S)(T), etc. os segmentos determinados sobre as
retas pelos planos (Figura 16).

Tracemos, por (A), a reta (sg), paralela a (s), a qual for-
ma, com (r), um plano (o) que corta os planos do feixe, segun-
do retas paralelas (nimero 13).

As secantes (r) e (s1) ao feixe de retas paralelas assim forma-
do (Figura 16) permitem (Geometria Plana, nimero 157) escrever:

AB) _ B)©) _
AM™) MN)

Mas como (A)(M), (M)(N), etc. sdo respectivamente

iguaisa (R)(S), (S)(T), etc. (nimero 17), a relagao (1) fornece:
A)B) _ B)C)

(R)(S) ($)(T)

Entao, um feixe de planos paralelos...

Figura 16

20 - Corolarios

1. Quando dois pontos (A) e (B) descrevem dois planos pa-
ralelos (o) e (B), o lugar geométrico dos pontos (J) per- w

tencentes a reta (A)(B) e que dividem o segmento (A)(B)

numa razao constante (])(A) é:
(])(B) Figura 17

a. um plano (y) paralelo a (o) e a () e situado entre eles,
se tal razdo é negativa (Figura 17);
b. um plano (8) paralelo a (o) e a (), mas ndo situado

entre eles, se tal razdo é positiva (Figura 18).

2. Quando dois pontos (A) e (B) descrevem, respectivamen-
te,umareta (r) eum plano (o), paralelos, o lugar geométri-
co dos pontos (J) pertencentes areta(A)(B) e que dividem

o segmento (A)(B) numa razao HOIGVE constante é:
(])(B) Figura 18
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a. um plano (y) paralelo a (a), situado entre (r) e (a), se tal razdo é negativa
(Figura 19);

b. um plano () paralelo a (o), mas ndo situado entre (r) e (o), se tal razdo é positiva

(Figura 20).

. Dados um ponto (A) e um pla-
no (a), exteriores, se um ponto

)~
(B) descreve (o), o lugar geo- 4@7
métrico dos pontos (J) perten- w

centes a reta (A)(B) e que divi-

dem o segmento (A)(B) numa

razao (D(A) constante é: Figura 19 Figura 20

a. um plano (y) paralelo a

(o), situado entre (A) e (A) A)
(o), se tal razdo é negativa
(Figura 21); W
b. um plano (3) paralelo a (o), w w
mas nao situado entre (A)

e (a), se tal razdo é positiva Figura 21 Figura 22
(Figura 22).

. Quando dois pontos (A) e (B)
descrevem duas retas reversas
(r) e (s), o lugar geométrico
dos pontos (J) pertencentes a
reta (A)(B) e que dividem o
segmento (A)(B) numa razio

constante é:

Figura 23 Figura 24

a. um plano (y) paralelo as reversas (r) e (s) e situado entre elas, se tal razao é negativa
(Figura 23);

b. um plano (8) paralelo as reversas (r) e (s), mas ndo situado entre elas, se tal razdo é
positiva (Figura 24).
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5. O lugar geométrico dos pontos médios (M) dos segmentos (A)(B) que se apoiam pelos
extremos em duas retas reversas (r) e (s) é um plano (y) paralelo a estas retas, situado
entre elas, a distdncias iguais das duas (Figura 25). Tal plano é denominado plano equi-
distante das reversas (r) e (s).

De fato, ja se sabe (nimero 20.4) que o lu-
gar geométrico procurado é um plano (y) parale-
lo as duas retas reversas e, naturalmente, situado
entre elas.

E, como, para qualquer ponto (M), médio

de um segmento (A)(B) apoiado pelos extremos

nas duas reversas (Figura 25), os triangulos retan-
gulos (M)(A)(A) e (M)(B)(B’) formados com as
perpendiculares (A)(A) e (B)(B’) ao plano (y) sdo
iguais (Geometria Plana, numero 37), este plano é

Figura 25

equidistante de (r) e de (s).

Alias, a determinagao do plano (y), equidistante de duas retas reversas (r) e (s), dadas,
¢ imediata: arbitra-se um ponto (A) sobre (r) e um ponto (B) sobre (s), encontra-se o ponto

médio (M) do segmento (A)(B) e traga-se, por (M), as retas (r;) e (s;), respectivamente pa-
ralelas a (r) e a (s).

As retas (r7) e (s;), assim obtidas, definem o plano (y) procurado, tal como indicado na
Figura 26.

6. Por simples associacdo do corolario ante-

rior com cada um dos trés primeiros elen-
cados neste item 20, ¢ claro que o lugar
geométrico dos pontos (M) — médios dos

segmentos (A)(B), cujos extremos descre-

vem dois planos paralelos (o) e (B) (Figura (v)
26), ou uma reta (r), paralela e exterior a

um plano () e o proprio (B) (Figura 26),

ou até, quando fixado o extremo (A), se faz
(B) descrever o plano (B) (Figura 26) - ¢ %

o plano (y), paralelo a () e equidistante

deste plano e de (a), ou de (r), ou de (A), Figura 26
respectivamente.
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Carituro Il

ReTAs E PLANOS PERPENDICULARES

21 - Definicoes
Por defini¢do, duas retas sio ortogonais quando sao reversas e o angulo por elas for-

mado é reto.

Assim, se duas retas (r) e (s) sdo ortogonais, as paralelas (ry) e (s;), a elas tragadas por

um ponto qualquer (J), sdo perpendiculares entre si (Figura 27).

Por defini¢do, uma reta é perpendicular a um plano quando é perpendicular a todas
as retas do plano que passam por seu pé. Diz-se, entdo, que o plano é perpendicular a reta e

que a reta e o plano sao perpendiculares entre si (Figura 28).

Da proépria definicao conclui-se que, quando uma reta é perpendicular a um plano, ela
¢ ortogonal as retas do plano que ndo passam pelo seu pé (Figura 29).

Quando uma reta corta um plano, mas nao lhe é perpendicular, diz-se que a reta é

obliqua ao plano, ou que o plano é obliquo a reta, ou que o plano e a reta sdo obliquos.

Assim, uma reta pode pertencer a um plano, ser paralela, perpendicular ou obliqua a

ele.

r

—

e ==

Figura 27 Figura 28 Figura 29
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22 - Teorema

Para que uma reta seja perpendicular a um plano ¢ suficiente que ela seja perpendicu-
lar a duas retas do plano.

Demonstragao: Consideremos a reta (p) perpendicular as retas (r) e (s) do plano (o) e
provemos que (p) é perpendicular a (o).

Para tanto, é preciso provar que (p) é perpendicular a todas as demais retas de (o) que

passam pelo trago (O) de (p) em (o). "

Consideremos, entdo, uma reta genérica
(t) de (o) contendo (O) (Figura 30) e demons-
tremos que (p) é perpendicular a (t).

Sejam (A) e (B) dois pontos de (p), si-
métricos em relacao a (O), e uma reta qual-
quer de (a) que corte (r), (s) e (t), respectiva-
mente nos pontos (X), (Y) e (Z).

Porque (r) e (s) sdo mediatrizes do seg-
mento (A)(B) (Figura 30), podemos escrever:

(X)(A)=(X)(B) e (Y)(A)=(Y)(B) Figura 30

Assim, os triangulos (A)(X)(Y) e (B)(X)(Y) sao iguais, por terem seus lados respecti-

vamente iguais. E, em consequéncia, suas cevianas (A)(Z) e (B)(Z) sao iguais. Logo, o trian-
gulo (Z)(A)(B) é isosceles e, portanto, sua mediana (O)(Z), relativa a base, é também altura,
ou seja, (p) e (t) sdo perpendiculares.

E, com raciocinio analogo, provariamos que (p) ¢ perpendicular as demais retas de (o)
que passam por (O) e, portanto, perpendicular a (o).

Entdo, para que uma reta seja perpendicular a um plano ¢é suficiente que ela seja per-
pendicular a duas retas do plano.

23 - Corolarios

1. Para que uma reta seja perpendicular a um plano ¢é suficiente que ela seja ortogonal a
duas retas do plano ndo paralelas entre si (Figura 31).

Porque, assim sendo, ela é, necessariamente, perpendicular as paralelas aquelas duas
retas tragadas pelo seu pé no plano.
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2.

<=

De um modo geral, a condigdo suficiente para que uma reta (p) seja perpendicular a
um plano (o) é que (p) seja perpendicular ou ortogonal a uma reta (r) e a uma reta (s),
ndo paralelas entre si, pertencentes ou paralelas a (o).

. Dados uma reta (p) e um ponto (A), pertencente a (p), o lugar geométrico das retas

pertencentes a (A) e perpendiculares a (p) é o plano (a), pertencente a (A) e perpen-
dicular a (p) (Figura 32).

Dados uma reta (p) e um ponto (A), exteriores, o lugar geométrico das retas perten-
centes a (A) e ortogonais a (p) é o plano (a), pertencente a (A) e perpendicular a (p),
exceto a reta (A)(J) formada pelo ponto (A) e pelo trago (J) de (p) em (), pois esta é
perpendicular a (p) (Figura 33).

Figura 31 Figura 32 Figura 33

24 - Teorema

Quando se traga, por um ponto exterior a um plano, a perpendicular e varias obliquas ao

plano, limitando-as a seus tracos com o plano:

1.
2.
3.

a perpendicular é menor que qualquer obliqua;
obliquas que se afastam igualmente do pé da perpendicular sao iguais;

obliquas que se afastam desigualmente do pé da perpendicular sdo desiguais e a que mais
se afasta é a maior.

Demonstragao: Consideremos (Figura 34) o plano (o) e

o ponto (A), exteriores, e tracemos a perpendicular (A)(M) e

(A (B) (A)

uma obliqua genérica (A)(B) ao plano. Unamos (M) a (B) e ob-

servemos que (A)(M), sendo perpendicular a (o), sera também

perpendicular a (M)(B). E como (A)(B) é obliqua a esta reta,

temos (Geometria Plana, nimero 40.1):

(A)M) < (A)(B)

, AT o . Figura 34
E como a obliqua (A)(B) é genérica, conclui-se que a o

perpendicular (A)(M) é menor que qualquer obliqua a (o),

ticando, pois, demonstrada a primeira parte do teorema.
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28

Voltemos a considerar (A) e (o) e, tracemos, por
(A), as obliquas (A)(B), (A)(C), (A)(D), etc., igualmente

afastadas do pé da perpendicular (A)(M), isto é, tais que
M)(B) = (M)(C) = (M)(D) = - (Figura 35).

Assim, os triangulos retangulos (A)(M)(B), (A)(M)(C),
(A)(M)(D), etc. serdo todos iguais.

Logo, (A)(B)= (A)(C) = (A)(D) =
relagdo que demonstra a segunda parte do teorema.

Consideremos, finalmente, pelo ponto (A) - exterior
a (a) —, as obliquas (A)(B) e (A)(D) a (o), desigualmente
afastadas do pé da perpendicular (A)(M) a (o), e tais que

(M)(D) > (M)(B) e marquemos, sobre (M)(D) , o ponto (J),
tal que (M)(J) = (M)(B) (Figura 36).

Do que se provou na segunda parte deste teorema,

concluimos que:

(A)(J) = (A)(B) (1)

Mas como (M)(D) > (M)(]J) (Geometria Plana, nimero 40.3), temos:

A)D) > A0 (@)

Figura 36

Asrelagoes (1) e (2) fornecem: (A) (D) > (A) (B), o que demonstraa terceira parte do teorema.

Entdo, quando se traga...

25 - Observacao

As reciprocas sao verdadeiras, tendo demonstragdes semelhantes a do teorema direto.

26 - Definicoes

Distancia de um ponto a um plano é o valor do segmento de perpendicular do ponto

ao plano, limitado entre o ponto e o plano.

Distancia entre dois planos paralelos é o valor do segmento de perpendicular a eles,

compreendido entre eles.

Distancia entre uma reta e um plano, paralelos, é o valor do segmento de perpendicu-

lar ao plano, limitado entre a reta e o plano.

E claro que a distincia de um plano (ou de uma reta) a um plano paralelo pode ser
medida pela distancia de um ponto qualquer do plano (ou da reta) ao plano paralelo.
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27 - Teorema

Dados um plano e um ponto a ele exterior, o lugar geométrico dos pontos pertencentes
ao plano e que distam um valor constante do ponto exterior é um circulo.

Demonstragao: Sejam um plano (o) e um ponto (A), distante d de (o), e determine-
mos o lugar geométrico dos pontos pertencentes a () e distantes de (A) de um valor cons-
tante k, naturalmente maior que d.

Para tanto, consideremos as obliquas (A)(B) = k ao pla- (A)
no (Figura 37). Tais obliquas, sendo iguais, devem se afastar
igualmente do pé (M) da perpendicular de (A) ao plano (nu- K/ |
mero 25). Assim, o lugar geométrico dos pontos (B), pés da-
quelas obliquas iguais, é um circulo pertencente a (o), tendo ’ m
por centro a proje¢do ortogonal (M) de (A) sobre (at) e raio
igual ao segundo cateto de um tridngulo retangulo, cujo pri- igura 37
meiro cateto vale d e cuja hipotenusa vale k (Figura 37).
Entao, dados um plano e um ponto a ele exterior, o lugar geométrico dos pontos per-

tencentes ao plano e que distam um valor constante do ponto exterior ¢ um circulo.

28 - Observacao

Para que exista o lugar geométrico dos pontos (B) pertencentes a (o) e distantes k de
(A) (Figura 37) é necessario e suficiente que k > d.

De fato, se k = d, apenas o ponto (M), projecao de (A) sobre (o), atende a propriedade
imposta e se k < d, ndo ha qualquer ponto de (o) que obedeca a condigao.

29 - Teorema das trés perpendiculares

Se do pé de uma reta perpendicular a um plano se traga a perpendicular a uma
reta dada do plano (e ndo concorrente com a primeira), toda reta formada pelo ponto
comum as duas ultimas e por um ponto qualquer da primeira é perpendicular a reta
dada do plano.

Demonstragao: Admitamos dados um plano (o),
uma reta (r) perpendicular a (o) e uma reta (s), de (o), nao
pertencente ao ponto (O), traco de (r) em (o), e tracemos
(O)(M) perpendicular a (s) (Figura 38).

Queremos provar que a reta formada pelo ponto (M) e
por um ponto (A) qualquer de (r) é perpendicular a reta (s).

Para tanto, tomemos, sobre (s), os pontos (B) e (C), simétri-
cos em relacao a (M), e unamo-los a (A) e a (O) (Figura 38). Figura 38
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Porque (O)(M) é a mediatriz de (B)(C), os segmentos (O)(B) e (O)(C) sdo iguais e,
consequentemente, serdo iguais as obliquas (A)(B) e (A)(C) ao plano (niimero 24.2).

Assim, o tridngulo (A)(B)(C) sera isdsceles e, entdo, sua mediana (A)(M), relativa a
base (B)(C), sera também altura. Isto é, (A)(M) sera perpendicular a reta (s) (Figura 38).

Entdo, se do pé de uma reta perpendicular...
30 - Reciprocas

1. Se, de um ponto qualquer de uma reta perpendicular a um plano se traca a perpendi-
cular a uma reta do plano (nio concorrente com a primeira), a reta formada pelos pés
das duas perpendiculares é perpendicular a reta do plano.

2. Se, de um ponto exterior a um plano se traga uma perpendicular a uma reta qualquer
do plano e pelo pé dessa perpendicular se traca — no plano - a perpendicular aquela
reta do plano, a perpendicular tragada do ponto exterior a esta ultima reta é também
perpendicular ao plano.

As demonstragdes dessas reciprocas sao semelhantes a do teorema direto.
31 - Perpendicular comum a duas retas reversas

Dadas duas retas reversas, existe sempre
uma, e somente uma, perpendicular a elas, deno-

minada perpendicular comum as reversas dadas.

Consideremos duas retas reversas (r) e (s)
e tracemos, por um ponto (E) qualquer de (s), a
reta (r;) paralelaa (r), obtendo-se o plano (o) das
retas (s) e (ry) (Figura 39).

Por um ponto (F) qualquer de (r), construa-
mos a perpendicular a (o) e determinemos sua in-
tersecdo (G) com (a). Por (G), tracemos nova pa-

ralela a (r), a qual corta (s) segundo o ponto (B) e,

Figura 39

finalmente, por (B), construamos a reta (p), paralela
a (F)(G), que encontra (r) em (A). A reta (A)(B) (Fi-
gura 39) ¢ a perpendicular comum procurada.

De fato, porque a reta (F)(G) foi tragada perpendicularmente a (o), (F)(G) é ortogonal
a (s). E é perpendicular a (r), porque (r) e (o) sdo, por construgdo, paralelos (Figura 39).
E como (p) é paralela a (F)(G) e concorrente com (r) e com (s), (p) ¢ mesmo perpendicular
as reversas (r) e (s). E mais: a perpendicular comum (p) é tinica, uma vez que é inico o pon-
to (B), obtido pela constru¢ao acima descrita (Figura 39).
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32 - Distancia entre duas retas reversas

Dentre todos os segmentos que se
apoiam pelos extremos em duas retas rever-
sas (r) e (s), o menor é o perpendicular co-

mum (A)(B) aquelas reversas (Figura 40).

De fato,consideremosospontos(C) e (F),
arbitrariamente escolhidos sobre (s) e (r),
bem como a paralela (r;) a (r), tragada por (B)
(Figura 40) e observemos que os tridngulos
retangulos (A)(B)(C) e (F)(G)(C) permitem

escrever:

(A)B) < (ANC)

E)G) < (O)F)

Mas, como paralelas entre paralelas, (F)(G) = (A)(B)

As relacoes (2) e (3) fornecem: (A)(B) < (C)(F)

G
/]
G) (ry)
L—"
(B)
()
Figura 40
(1)
(2)
(3)
(4)

As relagoes (1) e (4) provam que (A)(B) ¢ mesmo o menor segmento que se pode

apoiar em (r) e (s).

O valor do segmento (A)(B) é, entdo, denominado distincia entre as reversas (r) e (s).

Assim, distancia entre duas retas reversas ¢ o valor do segmento da perpendicular comum

as duas reversas, limitado entre elas.

33 - Plano mediador

Plano mediador de um segmento de
reta é o plano que contém o ponto médio do
segmento e que lhe é perpendicular.

Porque o plano mediador (o) de um

segmento (A)(B) ¢é o lugar geométrico das
mediatrizes de (A)(B) (numero 23.3), con-
clui-se que (a) é também o lugar geométri-
co dos pontos equidistantes de (A) e de (B)

(Figura 41).

()

(A)

T

Figura 41
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34 - Aplicagoes

1. O lugar geométrico dos pontos equidistantes dos vértices de um triangulo (A)(B)(C)
¢ a reta (r) perpendicular ao plano do tridngulo e pertencente ao seu circuncentro
(Figura 42). De fato, (r) é a reta comum aos planos mediadores dos lados do tridngulo
(A)(B)(C).

2. Assim, o lugar geométrico dos centros de todas as superficies esféricas que passam por
trés pontos nao colineares (A), (B) e (C) é a reta (r) perpendicular ao plano (A)(B)(C)
e pertencente ao circuncentro do triangulo (A)(B)(C) (Figura 42).

3. Dados quatro pontos (A), (B), (C) e (D), ndo coplanares, existe um ponto, e um s0,
equidistante dos dados. De fato, o ponto procurado (O) deve pertencer a (r), perpen-
dicular ao plano do triangulo (A)(B)(C), tragada pelo seu circuncentro, para equidis-
tar de (A), de (B) e de (C), e ao plano (o), mediador de (A)(D), para equidistar de (A)
e de (D), sendo, pois, a interse¢ao de (r) com (a) (Figura 43).

O ponto (O) é unico por pertencer, necessariamente, aos planos mediado-
res de todos os segmentos que podem ser formados com os quatro pontos da-
dos, tomados dois a dois, visto que, das equidistancias assumidas, pode-se anotar:

(O)(A) = (0)(B) = (0)(C) = (O)D).

Ele é, como adiante se vera (numero 183.4), o centro da superficie esférica per-
tencente aos quatro pontos dados.

Figura 42 Figura 43
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Carituro 1l

ANGuLos DIEDROS

35 - Definicoes

Angulo diedro, ou simplesmente diedro, é a figura formada por dois semiplanos limi-

tados pela mesma reta, isto é, possuindo a mesma reta origem.
Os semiplanos sao denominados faces e a reta, comum a eles, aresta do diedro (Figura 44).

Angulo plano ou angulo retilineo de um diedro é o angulo formado por duas semirre-
tas, tracadas por um ponto qualquer da aresta, perpendiculares a aresta e pertencentes, cada
uma, a cada uma das faces do diedro (Figura 45).

36 - Observacoes

1. Todo diedro possui uma infinidade de angulos planos, todos iguais entre si, como
angulos de lados respectivamente paralelos (Figura 46). Dai podermos concluir que o
valor do angulo plano depende apenas do diedro a que pertence ou, o que é o mesmo,
que um diedro pode ser medido pelo valor de seu angulo plano. Assim, quando se diz
que um diedro tem tantos graus, tal afirmagao significa que esses tantos graus corres-
pondem ao valor de seu angulo plano.

L

Figura 44 Figura 45 Figura 46
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2. Para obter um angulo plano de um diedro, basta seccionar o diedro por um plano per-
pendicular a sua aresta, pois as interse¢des deste plano com as faces do diedro serdo os
lados do angulo plano (Figura 47).

3. Se de um ponto (J) interior a um diedro (Figura 48), baixarmos as perpendiculares as
faces do diedro, o angulo formado por essas semirretas sera o suplemento do angulo
plano do diedro (Geometria Plana, nimero 63.2).

Assim, para medir o dngulo plano de um diedro, ou seja, para medir o diedro, basta
baixar, de um ponto (J) qualquer interior a ele, as perpendiculares as suas faces, pois o angu-
lo procurado sera o suplemento do angulo formado por essas perpendiculares (Figura 48).

37 - Definigoes
Dois diedros sdo adjacentes quando possuem a aresta e uma face comum, estando esta

face situada entre as nao comuns (Figura 49).

Dois diedros sdo opostos pela aresta quando as faces de um sdo os prolongamentos das
faces do outro (Figura 50).

Por definigdo, dois planos sdo perpendiculares quando formam dois diedros adjacen-
tes iguais. Os diedros assim formados sao denominados diedros retos (Figura 51).

Um diedro é agudo ou obtuso conforme, respectivamente, seja menor ou maior que o
diedro reto.

Dois diedros sdo ditos complementares, suplementares ou replementares conforme, res-
pectivamente, sua soma seja igual a um, dois ou quatro diedros retos. Cada um dos diedros é,
entdo, respectivamente denominado complemento, suplemento e replemento do outro.

/

Figura 49 Figura 50 Figura 51
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38 - Propriedades
1. Diedros agudos tém angulos planos agudos.
2. Diedros obtusos tém angulos planos obtusos.

3. Dois diedros complementares, suplementares ou replementares tém angulos planos,

respectivamente, complementares, suplementares ou replementares.

4. Quando as faces nao comuns de dois diedros adjacentes formam um plano, os diedros
sao suplementares (Figura 52).

5. A soma de todos os diedros consecutivos, de mesma aresta, situados num dos semiespagos
formados por um plano que contém a aresta comum ¢ igual a dois diedros retos (Figura 53).

6. A soma de todos os diedros consecutivos formados por semiplanos distintos que pos-
suem a mesma reta origem ¢ igual a quatro diedros retos (Figura 54).

Figura 52 Figura 53 Figura 54

39 - Teorema

Quando dois planos sdo perpendiculares, toda reta pertencente a um deles e per-
pendicular a interse¢do dos dois planos é perpendicular ao outro plano.

Demonstragao: Consideremos os planos perpendiculares () e () e a reta (r) per-
tencente a (a) e perpendicular a interse¢do (o ) dos dois planos (Figura 55).

Queremos provar que (r) é perpendiculara (f).

Para isso, tracemos, pelo ponto em que (r) corta (p), a reta (s) pertencente a (p) e
perpendicular a interse¢do (a ) dos dois planos (Figura 55).

Assim, (r) e (s) constituirdo um angulo plano de um dos diedros retos formados
por (a) e (B) e, por isso (numero 37), serdo perpendiculares. Mas, entdo, (r) serd per-
pendicular a duas retas de () - (s) e (o ) -, logo (nimero 22) sera perpendicular a ().

Entdo, quando dois planos...

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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40 - Teorema

Para que um plano seja perpendicular a um outro ¢ suficiente que ele pertenca a
uma reta perpendicular a este outro plano.

Demonstragao: Consideremos uma reta (r) e um plano (), perpendiculares, bem
como um plano (a) pertencente a (r) (Figura 55) e tracemos, pelo traco de (r) em (), a
reta (s) perpendicular a intersecao (o ) dos dois planos.

Como, por hipotese, (r) é perpendicular a (B), (r) serd perpendicular a (o B) e a
(s). E, assim, o angulo plano de um dos diedros formados por (a) e (B), cujos lados sdo
(r) e (s), sera reto. E, por isso, (o) serd perpendicular a ().

Entdo, para que um plano...

Figura 55 Figura 56 Figura 57

41 - Corolarios

1. Por um ponto dado (A) pode-se construir uma infinidade de planos perpendiculares a
um plano dado (). Todos os que contém a reta (r) pertencente a (A) e perpendicular
a (B) (Figura 56).

2. Por uma reta dada (r), perpendicular a um plano dado (B), pode-se construir uma
infinidade de planos perpendiculares a (). Todos os que pertencem a (r) (Figura 56).

3. Por uma reta dada (t), ndo perpendicular a um plano dado (), é sempre possivel
tragar um - e apenas um - plano (o) perpendicular a (3): o formado por (t) e pela
perpendicular (r) a (B) tragada por um ponto (A) qualquer de (t) (Figura 57).

A reta (t), ndo perpendicular a (f), pode ser obliqua a (), como apresentado na
Figura 57, ou paralela a (B), o que nao altera a conclusao acima encontrada.
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CariTuLo IV

RetAa bE MAXIMO DECLIVE

42 -Teorema do angulo reto

Quando um angulo reto tem um lado paralelo (ou pertencente) e o outro ndo perpen-
dicular a um plano, sua proje¢ao ortogonal sobre este plano é outro dngulo reto.

Demonstragao: Consideremos o angulo reto (A)(6)(B) a ser projetado ortogonalmen-
te sobre o plano (o) e admitamos que o lado (O)(A) seja paralelo e o lado (O)(B) obliquo a
(o) (Figura 58).

Da prépria hipotese decorre que a proje-
¢do OA do lado (O)(A) sobre (a) é paralela a
este lado (O)(A).

Assim, o plano (B), pertencente a (O) e
perpendicular a (O)(A) - ao qual pertence o
lado (O)(B) (numero 23.3) —, é também perpen-
dicular a OA e, consequentemente, perpendicu-

lar a (o) (nimero 40), sendo, entdo, o proprio
plano projetante de (O)(B) (Figura 58).

Por isso, a proje¢ao OB do lado (O)(B) sobre

Figura 58

(o) pertencera a intersec¢ao dos planos (a) e (j3).

E como OA ¢é perpendicular a (B), concluimos que OA ¢é perpendicular a OB (numero
21), ou seja, que o angulo ACA)B, projecao ortogonal do angulo reto (A)(G)(B) considerado,
sobre (), é reto também.

Como, finalmente, nada se alteraria, na demonstracéo, se (O)(A) pertencesse (ao invés
de ser paralelo) a (a), fica provado que, quando um éngulo reto tem um lado paralelo (ou
pertencente) e o outro lado nao perpendicular a um plano, sua proje¢ao ortogonal sobre este
plano ¢ outro angulo reto.
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43 - Observacoes

1. Quando um dos lados - como (O)(B), na Figu-
ra 59 - ¢ perpendicular ao plano (a), o outro,
(O)(A), é necessariamente paralelo (ou perten-
cente) a (o), mas a proje¢ao do angulo sobre (at)
reduz-se a uma semirreta (Figura 59), uma vez
que a projecdo do lado (O)(B) sobre (a) é ape-
nas um ponto.

2. Reunindo o teorema do angulo reto e a observa-
¢do anterior, concluimos que a condi¢ao necessa-
ria e suficiente para que um angulo reto se projete
ortogonalmente sobre um plano segundo outro
angulo reto é que um de seus lados seja paralelo
(Figura 58) - ou pertencente (Figura 60) - ao pla-
no e que o outro lado ndo seja perpendicular ao
plano.

44 - Angulo de reta com plano

Por defini¢do, dados um plano (o) e uma reta (r)
obliqua a (o), o 4ngulo que (r) forma com (a) ¢ o angulo
que (r) forma com sua proje¢do ortogonal sobre (o) — X
na Figura 61.

Da propria defini¢io decorre que o dngulo § que
(r) forma com uma reta perpendicular a () é o comple-
mento do angulo X que (r) forma com (o) (Figura 61).

Assim, para obter o angulo que uma reta (r) forma
com um plano obliquo a ela, basta tragar por um ponto
(J) qualquer de (r) a reta (p), perpendicular a (o) (Figura
62), e medir o angulo ¥ entre (r) e (p). O angulo X,
procurado, serd o complemento de ¥.

Quando a reta é perpendicular ao plano, o angulo
que ela forma com o plano é reto.

Quando, enfim, a reta é paralela ao plano, ela for-

ma um angulo nulo com ele.

GEOMETRIA EsPAciAL
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45 - Teorema

Quando uma reta é obliqua a um plano, o angulo que ela forma com o plano é menor
que o angulo que ela forma com uma reta genérica do plano.

Demonstragao: Consideremos um plano (o), uma reta (r) obliqua a ele, a projecao r
de (r) sobre (o) e uma reta genérica (s) pertencente a (o) e estudemos os dngulos X e ¥ que
(r) forma com (o) e com (s), respectivamente.

Para tanto, tracemos, pelo ponto (O) em que (r) corta (o), a reta (s;) paralela a (s) - e,
entdo, pertencente a (o) — e arbitremos um ponto (A) sobre (r), marcando, sobre (s;), um seg-
mento (O)(C) igual a projecao (O)(B) de (O)(A) sobre o plano (o) (Figura 63).

Os triangulos (O)(A)(B) e (O)(A)(C) tém dois
lados respectivamente iguais — (O)(A) comum e
(0)(B) = (O)(C) - e os terceiros (A)(B) e (A)(C) dife-
rentes. Assim, ao menor destes lados - (A)(B) (niime-
ro 24.1) - se opde o menor dos terceiros dngulos dos
dois triangulos (Geometria Plana, nimero 44).

Logo, X < §

Como a reta (s) é genérica, tal relagdo demons- 63
igura

tra o teorema.

46 - Teorema

Dados dois planos nao paralelos (o) e (B), a reta pertencente a (a) e perpendicular a
intersecao dos dois planos forma com () um angulo maior que o angulo que uma reta ge-
nérica de (o) forma com ().

Demonstra¢ao: Consideremos dois planos obli-
quos (a) e (B) e duas retas (A)(E) e (A)(F) de (), a
primeira perpendicular e a segunda obliqua a interse-
¢ao (o B) dos dois planos (Figura 64).

Projetemos as retas (A)(E) e (A)(F) sobre (j3), obten-
do, respectivamente, as retas (B)(E) e (B)(F) (Figura 64).

Sejam X e ¥ os angulos que estas retas formam,

respectivamente, com (f3), ou seja, com suas respec-

tivas projecdes sobre (B). Queremos provar que X é

Figura 64

. PN
maior que y.

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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Para tanto, consideremos os tridangulos retangulos (A)(B)(E) e (A)(B)(F) que tém o
cateto (A)(B) comum (Figura 64).

Pelo teorema do angulo reto (numero 42), sabemos que, se (A)(E) é perpendicular a
intersecao (o ) dos dois planos considerados, sua projecao (B)(E) sobre () também é per-
pendicular a essa intersegao.

Por isso, concluimos (Geometria Plana, nimero 40.1) (A)
que (B)(E) < (B)(F) (Figura 64).

Assim, se efetuarmos a rotagao do triangulo (A)(B)(E)

em torno do cateto (A)(B), até que ele venha a pertencer

ao plano do tridngulo (A)(B)(F), o ponto (E;), resultante

da rotagdo de (E), ficara situado entre os pontos (B) e (F).
Entdo o triangulo (A)(F)(E;), agora formado (Figura 65),
fornece:

mn n ~ . A mn
X:y+Z ° o X>Y

Se, finalmente, (o) e (B) fossem perpendiculares, seria

imediato concluir que X > ¥, pois X seria um angulo reto

e ¥ agudo (Figura 66).

Entdo, dados dois planos nao paralelos... Figura 66

47 - Reta de maximo declive

Por defini¢ao, reta de maximo declive de um plano (o) em relagdo a outro plano (j3) é
areta de (o) que forma, com (B), o maior angulo possivel. E também, comumente, chamada
reta de maior declive de (o) em relagdo a (B).

Do que se provou acima (nimero 46), pode-se, entao, concluir que:

1. areta (A)(E) de maximo declive de um plano (a) em relagao a outro plano (B) é per-
pendicular a intersegao (o f3) dos dois planos (Figuras 64 e 66);

2. quando os planos (a) e (B) sao obliquos (Figura 64), a proje¢ao da reta de maximo de-
clive de (o) em relacdo a (), sobre (B3), é também perpendicular a interse¢do (o ) dos
dois planos, sendo, assim, reciprocamente, de maximo declive de () em rela¢do a (a);

3. quando os dois planos (o) e () sdo perpendiculares (Figura 66), a reta (A)(E) de
maximo declive de (o) em relagdo a () é perpendicular a (), sendo, entdo, ainda,
perpendicular a intersenc¢ao dos dois planos.
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48 - Observacoes

1. Quando dois planos (a) e () sdo paralelos, ndo exis-
te, evidentemente, reta de maximo declive de um em
relacdo ao outro. £ ﬂy

[7
2. Em verdade, dados dois planos ndo paralelos (a) e %
(B), existe uma infinidade de retas de maximo declive
de (o) em relagdo a (P), naturalmente todas paralelas Figura 67
entre si (Figura 67).

Unica é, portanto, a dire¢dao de maior declive de (o) em relagio a (B).

49 - Teorema

Um plano (o) fica precisamente determinado quando sdo dados um plano () e uma
reta (r) obliqua a () e se sabe que (r) é uma reta de maximo declive de (o) em relagdo a (J3).

Demonstracao: Admitamos dados um plano () e uma reta (r) - obliqua a () —, por
hipdtese de maximo declive de um certo plano (o), em rela¢ao ao plano dado (), e procu-
remos precisar a posicao de (o).

Ja sabemos (nimero 47.1) que a interse¢ao do plano procurado (o) com o dado ()
deve ser perpendicular a (r). E como aquela intersecao deve pertencer ao trago (O) de (r) em
(B), ela deve pertencer ao plano (y), perpendicular a (r) e pertencente a (O) (nimero 23.3).

Como esse plano (y) é unico e necessariamente obli-
quo a (f3), sua interse¢do (s) com (f3) é unica (Figura 68).

A reta (s), assim obtida, por pertencer a () e por ser per-

. . . ) >
pendicular a (r), é a intersegdo do plano (o) procurado com (3). % ﬁ
0>

Assim, (o) sera o plano - unico - formado por (r) e %
(s) (Figura 68).

Figura 68
Entdo, um plano (a) fica... e

50 - Observacoes

1. Quando sdo dados um plano () e uma reta (r), per-
pendicular a (), (r) é de maximo declive, em relagao
a (B), de todos os planos que a contém.

De fato, basta considerar um plano (o) qualquer den-
tre todos que pertencem a reta (r) e observar que, sendo

(r) perpendicular a (B), serd forcosamente perpendicular a

Figura 69

intersecdo (o ) de (o) com (B) (Figura 69).
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2. Quando sao dados um plano () e uma reta (r), paralela a (3), sabe-se (numero 7) que
todos os planos pertencentes a (r) e secantes a (3) cortam () segundo retas paralelas
a (r) (Figura 70).

Assim, a reta dada (r) ndo pode ser de maximo decli-
ve, em relacdo a (), de nenhum dos planos que a contém.

3. Entdo, para se definir um - e um sé - plano (a), por '
uma reta (r) de maximo declive de (o) em relacido a kv

um plano dado (), é necessario e suficiente que (r) ZAN

seja obliqua a (f3). %W

51 - Angulo de dois planos obliquos Figura 70

Por definic¢ao, angulo de dois planos obliquos é o an-
gulo retilineo de um dos diedros agudos formados pelos
dois planos (Figura 71).

E claro, entdo, que o angulo X formado por dois planos obliquos (a) e (B) é o menor
angulo formado entre duas retas (r) e (s), respectivamente, de maximo declive de (o) em
relagdo a (B) e de () em relagdo a (a) (Figura 71).

Para obter o 4ngulo X formado por dois planos obliquos (a) e (), basta tragar, por
um ponto qualquer (J), as perpendiculares (a) e (b) a cada um dos dois planos, pois X serd
o menor angulo formado por essas duas retas (Figura 72).

De fato, porque (a) e (b) definem um plano (y) perpendicular aos dois dados, (y) corta
aqueles planos segundo as retas (r) e (s), respectivamente, de maximo declive de (o) em
relacdo a (B) e de () em relagdo a (a). E os angulos formados pelas retas (a) e (b) e pelas
retas (r) e (s) sdo iguais, como agudos de lados respectivamente perpendiculares (Geometria
Plana, namero 63.1) (Figura 73).

(B)
(cd)
~ ] | e
M *
\ -
Figura 71 Figura 72 Figura 73
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52 - Observacgoes

Quando dois planos sao perpendiculares, o angulo por eles formado é reto.

Quando, enfim, eles sdo paralelos, o dngulo por eles formado ¢ nulo.

53 -Teorema

A area da projecao ortogonal de uma figura pertencente a um plano (y), sobre um

plano (n), é igual ao produto da area daquela figura pelo cosseno do 4ngulo o que (y) forma

com (7).

Demonstragao: Consideremos, inicialmente, um tridngulo (A)(B)(C), de area (S), per-

tencente a um plano (y) e tendo seu lado (B)(C) paralelo ao plano (m) e calculemos, em

funcio de (S) e do 4ngulo d que (y) forma com (), a 4rea S da proje¢io ortogonal ABC do

triangulo (A)(B)(C) sobre ().

Para tanto, observemos que o lado (B)(C), por ser,
por hipotese, paralelo a (m), se projeta em verdadeira
grandeza sobre (m) e consideremos a altura (A)(H) do
triangulo (A)(B)(C), que é de maximo declive de (y) em
relagdo a (w) (Figura 74) e que, por isso, se projeta sobre
(m), segundo a altura AH do triangulo ABC.

Para as dreas (S) e S em questdo, pode-se, entio,
escrever:

S = @ e (9) = BO.ATH)

Logo, S _  BC _ AH _ AH 1
> 5 T B wE | wE

E, ao considerarmos, por (H), a paralela (H)(]) a
HA, o triangulo (A)(H)(J) (Figura 75) fornece:

As relagoes (1) e (2) dao:

i = COS O . SZ(S) cos A

(S)

Figura 74
(A
(H), A m)
| | ||
H A
Figura 75
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Consideremos, agora, um triangulo qualquer
(A)(B)(C) pertencente ao plano (y), obliquo a (m), tendo
todos os lados obliquos a () e relacionemos sua area (S),
a area S de sua projecao ortogonal ABC sobre (1) e 0 4n-
gulo & formado pelos dois planos. Para tanto, tracemos
por (B) a paralela a (w), que encontra o prolongamento
de (A)(C) no ponto (J) (Figura 76), e projetemos (J) em
(m), obtendo J. Figura 76

Designando por (S;) a drea do tridngulo (B)(C)(J) e por S; a drea da projegdo ortogo-
nal BCJ desse tridngulo sobre (), do que acima ja foi demonstrado, podemos escrever:

S+8;= [(S) + (Sl)] cosa -+ S+S;=(S)cosa +(S;)cosa (1)
e, para os tridangulos BJC e (B)(J)(C): S; = (S;) cos (2)

Subtraindo, membro a membro, a relacéo (2) de (1), vem:

S=(S)cosa

Generalizando, consideremos um poligono qualquer
de area (S), pertencente a um plano (y) que forme um angu-

lo @ com (m), e calculemos a drea S da projecio ortogonal
do poligono sobre (nt) (Figura 77).

Decompondo, por meio de diagonais, o poligono perten-
cente a (y) em tridngulos de dreas (S;), (S,), etc. e projetando-os
sobre (1), obtendo outros tantos triangulos de dreas Sy, S,, etc.,
respectivamente, podemos, pelo que ja foi provado, escrever:

S; = (§;) cos a

S, = (S,) cos a

S3 = (S3) cos a

Somando, membro a membro, as relacdes acima, temos: Figura 78

S=(S)cosa

Finalmente, a relagdo permanece vélida para figuras planas quaisquer, porque elas po-
dem ser, sempre, consideradas como posigdes limites ocupadas por poligonos nelas inscri-
tos, quando crescem indefinidamente seus géneros (Figura 78).

Entdo, a drea da proje¢ao ortogonal...
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CariTuLo V

BISSETORES

54 - Bissetor de um diedro

Por defini¢ao, bissetor de um diedro é o semi-
plano interior ao diedro que, tendo para reta origem
a aresta do diedro, forma 4ngulos iguais com as duas
faces, isto ¢, que divide o diedro em outros dois, iguais
entre si (Figura 79).

Dados dois planos secantes (o) e (y), os bisseto-
res dos diedros opostos pela aresta, assim formados,
sdo, dois a dois, coplanares. E os bissetores de dois
diedros adjacentes, dos quatro formados, sdo perpen-
diculares (Figura 80).

De fato, se seccionarmos todos os planos por
um outro (0), perpendicular a intersecao de (o) e
(v), obteremos os retilineos dos diversos diedros
formados por (a) e (y) e suas bissetrizes (a;), (a,),
(b;) e (b,y) (Figura 80), as quais, sabemos, sdo, duas
a duas, colineares (Geometria Plana, nimero 17) e,
duas a duas, perpendiculares (Geometria Plana, nu-
mero 12.3).

Assim, dados dois planos nao paralelos (o) e (y),
existem dois planos (;) e (B,) que contém a interse-
¢do de (a) e (y) e que formam angulos iguais com (o)
e (y) (Figura 81).

Estes planos (B;) e (B,), necessariamente per-
pendiculares entre si, sio denominados bissetores de

(o) e (y).

Figura 79

P
| (B9

Figura 81

45



46

55 - Propriedades

1. O bissetor de um diedro ¢é o lugar geométrico das bis-
setrizes dos dngulos planos do diedro.

De fato, basta ver que todo plano (0), perpendicular a
aresta do diedro, corta o bissetor segundo a bissetriz
do angulo plano assim determinado (Figura 82).

2. O bissetor de um diedro fica determinado pela aresta

(r) do diedro e pela bissetriz (b) de um de seus angu-
los planos (Figura 82).

3. O bissetor de um diedro é o lugar geométrico dos pon-
tos interiores ao diedro e equidistantes de suas faces.

Porque o bissetor ¢ o lugar geométrico das bissetrizes

dos angulos planos dos diedros (numero 55.1).

4. Assim, o lugar geométrico dos pontos equidistantes
de dois planos nao paralelos (a) e (y) é o par de planos Figura 83
bissetores () e (B,) de seus diedros (Figura 81).

5. Se, em caso particular, os planos (o) e (y) sdo paralelos, o lugar geométrico dos pontos deles
equidistantes ¢ um terceiro plano (3) paralelo a eles e deles equidistante (Figura 83).

56 — Teorema

Toda reta pertencente ou paralela a um dos bissetores dos diedros determinados por
dois planos nao paralelos forma angulos iguais com os dois planos.

Demonstragao: Consideremos o bissetor (3) de um dos diedros formados pelos planos
ndo paralelos (o) e (y) e duas retas genéricas (r) e (s), paralelas entre si, a primeira perten-
cendo a (P) (Figura 84) e a segunda a ele paralela.

Para estudar os angulos X e ¥ que (r) - ou (s) — forma
com (a) e (y), projetemos ortogonalmente (r) sobre (o) e so-
bre (y) e observemos que os triangulos retangulos (A)(M)(B) e
(A)(N)(B) sdo iguais porque tém os catetos (A)(M) e (A)(N)
iguais (nimero 55.4) e a hipotenusa (A)(B) comum (Figura 84).

(s)

Assim, os angulos X e ¥ que uma reta (r) qualquer
pertencente ao bissetor (3) forma com os planos () e (y) sdo

iguais. O que também ocorrera com as retas (s) paralelas a (f3).

Entdo, toda reta pertencente ou paralela... Figura 84
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57 - Reciproca

Toda reta que forma 4dngulos iguais com dois planos nao paralelos pertence ou ¢ para-
lela a um dos bissetores dos diedros formados pelos dois planos.

Demonstragao: Consideremos dois planos nao paralelos (o) e (y) e duas retas genéri-
cas (1) e (s), paralelas entre si, a primeira concorrente e a segunda reversa a intersecdo dos
dois planos, que formem angulos iguais X e ¥ com (o) e (y) (Figura 85).

Sendo (A) um ponto qualquer de (r) e (M) e
(N) suas projegdes ortogonais sobre (a) e (y), os tri-
angulos retangulos (A)(M)(B) e (A)(N)(B), tendo a
hipotenusa (A)(B) comum e um par (X e y) de 4n-

gulos iguais (Figura 85), sdo iguais. E, assim, seus ca-
tetos (A)(M) e (A)(N) sdo iguais, isto ¢, (A) equidista
de (o) e de (y), devendo, pois (nimero 55.4), perten-

—

AN

cer ao bissetor () de um dos diedros formados por (M)
() e (y), o que garante a pertinéncia de (r) a (B).

E a reta (s), sendo, por hipdtese, paralela a (r)

e reversa a intersecao de (a) e (y), tem de ser para-
lela ao bissetor (P) (Figura 85).

Figura 85

Entao, toda reta que forma...
58 - Escolio

A condigdo necessdria e suficiente para que uma reta forme angulos iguais com dois
planos ndo paralelos é que ela pertencga, ou seja paralela, a um dos bissetores dos diedros
determinados pelos dois planos.

59 - Teorema

Uma reta e um plano perpendiculares formam com um plano genérico angulos
complementares.

Demonstra¢ao: Consideremos uma reta (r) e um plano (a), perpendiculares entre si,
além de um plano (y), obliquo a (a), e estudemos os angulos X e ¥ que (r) e (o) formam,
respectivamente, com (7).

Para tanto, observemos que, porque (r) é or-
togonal a reta (o y) (nimero 21), (r) pertence a um
plano (0) perpendicular a reta (o y) (nimero 23.4)
(Figura 86). E que este plano () corta o diedro agu-

do formado por (a) e (y) segundo os lados (s) e (t)
de um retilineo y desse diedro. Figura 86
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Como, finalmente, (s) é a projecdo ortogonal de (r) sobre (y), o triangulo retangulo
formado pelas retas (1), (s) e (t) (Figura 86) permite escrever: X+ y = 90°.

Entdo, uma reta e um plano perpendiculares...

60 - Teorema

A condigdo necessaria e suficiente para que um plano forme dngulos iguais com dois
planos nao paralelos dados é que ele seja perpendicular a pelo menos um dos bissetores dos
diedros determinados pelos dois planos dados.

Demonstragao: Admitamos dados dois planos nao paralelos (a) e (y) e estudemos um
plano (0), igualmente inclinado em relagao aqueles dois.

Para tanto, consideremos uma reta (r)
perpendicular a (0) e observemos que os
angulos que (r) forma com (a) e (y) sdo os
complementos dos que (0) forma respectiva-
mente com (o) e (y) (nimero 59).

Assim, para que (0) forme angulos
iguais com (o) e (y), é necessario e suficiente
que (r) forme angulos iguais com (a) e (y),
isto ¢ (numero 58), que (r) pertenga, ou seja
paralela, ao bissetor () de um dos diedros

formados por (a) e (y). E como (0) é perpen-
dicular a (r), (8) deve ser, ele préprio, per- Figura 87
pendicular a esse bissetor (3) (Figura 87).

Entdo, a condi¢do necessaria e

suficiente...

61 - Planos bissetores

Dadas duas retas concorrentes (r) e

(s), os dois planos (B;) e (B,) pertencentes

a cada uma das bissetrizes dos angulos for-

mados por aquelas retas e perpendiculares

ao plano por elas definido sao denomina-
dos bissetores dos angulos formados por Figura 88
(r) e (s) (Figura 88).
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62 - Propriedades

1. Os bissetores dos angulos de duas retas concorren-
tes (r) e (s) ficam definidos pelas bissetrizes (b;)
e (by) dos angulos dessas retas e pela perpendicu-
lar (p) ao plano formado por (r) e (s), tracada pelo
ponto comum a essas duas retas (Figura 89).

2. Os dois bissetores sao perpendiculares entre si. Por-

que as bissetrizes (b;) e (b,) sdo perpendiculares (Ge-

ometria Plana, nimero 12.3) e, entdo, os diversos die-

dros formados pelos bissetores sdo retos (Figura 89). Figura 89

63 - Teorema

O lugar geométrico dos pontos equidistantes de duas retas concorrentes é constituido
pelo par de planos bissetores dos angulos formados pelas retas.

Demonstra¢ao: Consideremos o bissetor () de um dos angulos formados por duas
retas concorrentes (r) e (s) e um ponto genérico (A) pertencente a (f3) (Figura 90).

Porque (B) é perpendicular ao plano (n) formado
por (r) e (s), o ponto (]), projecao ortogonal de (A) sobre
(m), é necessariamente pertencente ao trago de () em
(m), isto é (nimero 62.1), a bissetriz (b) de um dos angu-
los formados por (1) e (s) (Figura 90).

Consideremos ainda as perpendiculares (J)(M) e
(J)(N) a (r) e a (s) e observemos que (A)(M) serd per-
pendicular a (r) e que (A)(N) sera perpendicular a (s)

(numero 29). E que os tridngulos retangulos (A)(J)(M) e
(A)(J)(N) (Figura 90), tendo um cateto (A)(J) comum e
dois outros (J)(M) e (J)(N) iguais, sdo iguais (Geome-

Figura 90

tria Plana, nimero 37).

Assim, o ponto (A), tomado arbitrariamente sobre o bissetor (3), equidista das retas

(r) e (s).

E se, ao contrario, o ponto (A), em estudo, ndo pertencesse a um dos bissetores, sua
projecao ortogonal (J) sobre o plano das retas (r) e (s) ndo pertenceria a quaisquer das bisse-
trizes dos angulos formados por essas retas. E assim (J) — e consequentemente (A) — ficariam
a distancias diferentes de (r) e de (s).

Entdo, o lugar geométrico dos pontos...

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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64 — Teorema

Toda reta pertencente ou paralela a um dos bissetores dos angulos formados por duas
retas concorrentes forma angulos iguais com as duas concorrentes.

Demonstra¢ao: Consideremos o bissetor () de um dos angulos formados por duas
retas concorrentes (r) e (s) e uma reta (t) pertencente a () e ao ponto (O) comum a (r) ea
(s) e tracemos, por um ponto (A) qualquer de (t), as perpendiculares (A)(M) e (A)(N) a (r)
e a (s), respectivamente (Figura 91).

Porque (A)(M) = (A)(N) (nimero 63), os triangu-
los retangulos (A)(O)(M) e (A)(O)(N) sao iguais (Figura
91). E, em consequéncia, os dngulos X e ¥ que a reta con-
siderada (t) forma com (r) e com (s) sdo iguais.

Se, enfim, considerarmos uma reta nao pertencen-
te, mas paralela a (3), também ela formara angulos iguais

com (r) e com (s), porque existira, forcosamente, em (3),

uma reta (t) paralela a ela, igualmente inclinada em rela-

~ . Figura 91
¢do as duas correntes consideradas.

Entdo, toda reta pertencente ou paralela...

65 - Reciproca

Toda reta que forma angulos iguais com duas retas concorrentes pertence ou é paralela
a um dos bissetores dos angulos formados pelas concorrentes.

Demonstragao: Consideremos duas retas concorrentes (r) e (s) e duas retas genéricas
(t) e (w), paralelas entre si, igualmente inclinadas em relagdo a (r) e a (s), a primeira perten-
cendo ao ponto (O) comum a (r) e a (s), a segunda reversa a (r) e a (s) (Figura 92).

Tracemos, por um ponto (A) qualquer de (t), as
perpendiculares (A)(M) a (r) e (A)(N) a (s) (Figura 92)
e observemos que os tridngulos retangulos (A)(O)(M) e
(A)(O)(N), assim formados, sdo iguais, por terem a hi-
potenusa (O)(A) comum e um par de angulos iguais. E

que, entdo, (A) equidistara de (r) e de (s), devendo (nu-

mero 63), pois, pertencer ao bissetor (3) de um dos an-
gulos formados por (r) e (s). Figura 92

Assim, (t) pertencera a (B). E (w), sendo paralela a (t), mas reversa em relagdo a (r) e
(s), sera paralela ou, eventualmente, pertencente a (3).

Entdo, toda reta que forma angulos iguais...
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66 — Escolios

1. A condigdo necessaria e suficiente
para que uma reta forme angulos
iguais com duas retas concorrentes
¢ que ela pertencga, ou seja paralela,
a um dos bissetores dos dngulos for-
mados pelas concorrentes.

2. A condigdo necessaria e suficien-
te para que uma reta forme angulos
iguais com duas retas reversas ¢ que
ela pertenga, ou seja paralela, a um

dos bissetores dos dngulos formados

Figura 93

por duas retas concorrentes, respec-

tivamente, paralelas aquelas reversas.

3. Dadas duas retas reversas (r) e (s) e um ponto (A) a elas exterior, o lugar geométrico
das retas pertencentes a (A) e igualmente inclinadas em relacao a (r) e a (s) ¢ constitu-
ido pelo par de planos bissetores — (31) e (B,) — dos dngulos formados pelas retas (r;)
e (s;) pertencentes a (A) e, respectivamente, paralelas a (r) e a (s) (Figura 93).

67 — Teorema

Todo plano paralelo ou pertencente a bissetriz de um dos 4ngulos formados por duas
retas concorrentes inclina-se igualmente em relagao as duas retas.

Demonstragao: Consideremos duas retas concorrentes (r) e (s) e um plano (o) parale-
lo a bissetriz (b;) de um dos angulos formados por (1) e (s).

Estudemos os angulos X e ¥ que es-
tas retas formam com (o). Para tanto, ob-
servemos que o tridangulo (J)(A)(B) é is6s-
celes e que o angulo reto (Geometria Plana,
nimero 12.3) formado pelas bissetrizes
(by) e (by) projeta-se reto sobre (a), por
ter um lado paralelo e o outro obliquo a
esse plano (nimero 42). E que, entdo, o tri-
angulo (L)(A)(B) (Figura 94), projecao or-
togonal, sobre (o), do triangulo (J)(A)(B)

¢é também isOsceles. Figura 94
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Assim, sdo iguais os triangulos retangulos (J)(L)(A) e (J)(L)(B) e, em consequéncia,
sdo iguais os angulos X e § que (1) e (s) formam com (o) (Figura 94).

E tal igualdade persistiria, evidentemente, se (a), por translacao, viesse a pertencer a
bissetriz (b;) considerada.

Entao, todo plano paralelo ou pertencente a bissetriz de um dos angulos formados por duas

retas concorrentes inclina-se igualmente em relagao as duas retas, como se queria demonstrar.

68 - Reciproca

Todo plano que se inclina igualmente em relagdo a duas retas concorrentes é paralelo
ou pertencente a uma das bissetrizes dos angulos formados pelas duas retas.

Demonstragao: Consideremos duas retas concorrentes (r) e (s) e um plano (o) que
forme com elas angulos iguais X e y (Figura 94).

Os triangulos retangulos (J)(L)(A) e (J)(L)(B), tendo um cateto comum (J)(L) e um
par de angulos iguais - X e ¥ -, serdo iguais, acarretando que o tridngulo (J)(A)(B) seja
isosceles (Figura 94).

Assim, a bissetriz interna (b,), relativa ao vértice (J), serd perpendicular a base (A)(B) e,
consequentemente, a bissetriz externa (b;) serd paralela a base (A)(B) e, entdo, paralela a (o).

E, naturalmente em posi¢ao particular, se (o) pertencesse ao ponto (J), comum as retas
(r) e (s), e formasse angulos iguais com estas retas, seria, ao invés de paralelo, pertencente a
uma das bissetrizes dos angulos formados por (r) e (s).

Entdo, todo plano que se inclina igualmente em relagao a duas retas concorrentes é
paralelo ou pertencente a uma das bissetrizes dos 4ngulos formados pelas duas retas.

69 - Escolios

1. A condigao necessaria e suficiente para que um plano forme dngulos iguais com duas
retas concorrentes é que ele pertenca ou seja paralelo a uma das bissetrizes dos angulos
formados pelas duas retas.

2. A condigao necessaria e suficiente para que um plano forme angulos iguais com duas
retas reversas é que ele pertenca ou seja paralelo a uma das bissetrizes do 4ngulo for-
mado por duas retas concorrentes, respectivamente, paralelas aquelas duas reversas,
tracadas por um ponto qualquer.

Porque os angulos iguais formados com essas concorrentes sdo iguais aqueles forma-
dos com suas paralelas as retas reversas dadas.
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CarituLo VI

TRIEDROS

70 - Definicoes

Angulo poliédrico ou angulo sélido é a figura formada por trés ou mais planos que,

limitados as suas interse¢des consecutivas, possuem um inico ponto comum.

O ponto comum, os planos componentes e suas intersecdes consecutivas denominam-se,
respectivamente, vértice, faces e arestas do angulo sélido.

Num é4ngulo poliédrico de n arestas ha a
considerar os n angulos formados pelos pares de
arestas consecutivas, denominados angulos faces, e
os n angulos diedros formados pelos pares de fa-
ces consecutivas, denominados diedros do angulo
solido.

Um angulo poliédrico ¢ dito convexo ou con-
cavo (ou ndo convexo), conforme respectivamente
a se¢do nele produzida por um plano que corte to- Figura 95
das as suas arestas seja um poligono convexo (Figu-

ra 95) ou concavo (Figura 96).

Assim, se um angulo poliédrico é convexo,
toda reta que o corta o faz segundo dois pontos; se
o angulo poliédrico é concavo, existem retas que o
cortam em mais de dois pontos.
Além disso, quando um angulo poliédrico ‘ N A

¢ convexo, os planos de todas as suas faces ndo o
atravessam; se ele é ndo convexo, ha pelo menos
duas faces cujos planos o atravessam: aquelas que

formam uma reentrancia do 4ngulo poliédrico. Figura 96
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71 -Triedros

Triedro é o 4ngulo solido de trés arestas.

Porque todos os planos secantes que
atingem as trés arestas produzem segdes
triangulares, todo triedro é necessaria-

mente convexo.

Um triedro de vértice (J) e arestas
(N(A), (J)(B) e (J)(C) (Figura 97) é comu-
mente simbolizado por (J)-(A)(B)(C) ou,
simplesmente, por triedro (J). Seus trés an-
gulos faces sdao simbolizados por letras mi-
nusculas iguais as das arestas opostas e os
retilineos de seus trés diedros por letras mai-
usculas iguais as das arestas correspondentes.

Assim sdo os angulos faces a, b e ¢
e os angulos retilineos A, B e C do triedro
(J)-(A)(B)(C) da Figura 97.

72 —-Triedros simétricos

Dois triedros sdo simétricos quando as
arestas de um sao os prolongamentos, além
do vértice, das arestas do outro (Figura 98).

Dois triedros simétricos possuem
angulos faces respectivamente iguais por
serem opostos pelo vértice e diedros res-
pectivamente iguais por serem oOpostos
pela aresta, tal como indicado na Figura 98.

73 - Triedros suplementares

Figura 97

Figura 98

Por defini¢ao, dois triedros sao suplementares quando os dngulos faces de cada um

deles sao iguais aos suplementos dos diedros do outro. Assim, dois triedros (J)-(A)(B)(C) e

()-(A)(B)(C’) sao suplementares quando existem as relagoes:

a+A=2r 2+A=2r
b+B =2r b+B=2r
c+C =2r c+C=2r
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74 - Triedros isOsceles

Por defini¢do, um triedro é isds-
celes quando possui dois angulos faces
iguais.

Decorre da propria definicao
que todo triedro isodsceles possui,
também, dois diedros iguais. De fato,
basta ver que os planos das duas faces
iguais sdo simétricos em relacao ao
plano bissetor do terceiro angulo face
(Figura 99).

O triedro simétrico de um triedro
isdsceles é também isosceles e igual ao
primeiro (Figura 100).

O triedro suplementar de um trie-
dro isOsceles é também isdsceles, mas
ndo necessariamente igual ao primeiro.

75 —Triedros trirretangulos

Triedro trirretangulo é o que pos-
sui os trés angulos faces retos, isto é, o
que tem arestas perpendiculares duas a
duas (Figura 101).

E, porque cada par de arestas de-
fine, neste caso, o retilineo de um dos
diedros do triedro, conclui-se que os
trés diedros do triedro sdo retos, isto é,
que os planos de suas faces sdo perpen-
diculares dois a dois.

E claro, ainda, que tanto o triedro
simétrico quanto os suplementares de
um triedro trirretangulo sdo também
trirretangulos. E que todos os triedros
trirretdngulos sao iguais.

Figura 99

Figura 100

Figura 101
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76 — Teorema

A projecao ortogonal do vértice de um triedro trirretangulo sobre um plano genérico
que corte suas trés arestas coincide com o ortocentro do triangulo, se¢do produzida pelo

plano no triedro.

Demonstragao: Consideremos o triedro trirretangulo (J) e o plano (o), genérico, que
corta suas trés arestas segundo os pontos (A), (B) e (C), e projetemos ortogonalmente (J)
sobre (a), obtendo o ponto (H) (Figura 102).

As retas (J)(A) e (J)(H), respectivamente perpendiculares aos planos (J)(B)(C) e (o),
sao ortogonais a intersecdo (B)(C) destes planos (nimero 21). Assim, o plano (J)(A)(H)
formado por essas duas retas é perpendicular a (B)(C) (numero 23.2). Por isso, (A)(H) é
perpendicular a (B)(C) (numero 21).

Fica, entao, provado que a ares-
ta (J)(A) do triedro se projeta sobre
(o) segundo uma das alturas do tri-
angulo (A)(B)(C) - a relativa ao vér-
tice (A). E como tal propriedade é,
evidentemente, valida para as demais
arestas, conclui-se que o ponto (H),
projecao ortogonal do vértice (J), so-
bre (o), € o ponto comum as trés al-
turas do triangulo (A)(B)(C).

Entdo, a proje¢ao ortogonal... Figura 102
77 - Teorema

O inverso do quadrado da distancia do vértice de um triedro trirretingulo a um plano
secante qualquer ¢é igual a soma dos inversos dos quadrados dos segmentos limitados sobre
as arestas do triedro, entre o vértice e esse plano.

Demonstra¢ao: Consideremos um triedro trirretangulo (J) e um plano (0), genérico,
que corte suas trés arestas.

Sejam, respectivamente, os pontos (A), (B) e (C) aqueles em que o plano (0) corta essas

trés arestas.

Tracemos a perpendicular (J)(H) a (0) (Figura 103).
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Designemos os seg-
mentos (J)(A), (J)(B) e
()(C) que (0) limita nas
arestas do triedro, respecti-
vamente, por X, y € Z e por
d a distancia (J)(H) do vér-
tice do triedro ao plano se-
cante (Figura 103) e obser-
vemos que a altura (A)(R)
do triangulo (A)(B)(C)
se projeta sobre o plano
(J)(B)(C) segundo a altura
(J)(R) dotridangulo (J)(B)(C)

(ntimero 42).

Queremos operar com
os inversos dos quadrados
das distancias d, x, y e z.

Figura 103

O triangulo (J)(A)(R), retangulo em (J) (Figura 103), fornece (Geometria Plana, nt-

meros 198.5 e 199.5):

1 1

1 . 1 1 1

= + o e = + (1)
OH 0B’ R S ()1 :3n
Da mesma forma, o tridngulo (J)(B)(C), também retangulo em (J), da:
1 1 1 . 1 1 1
= + .. = + (2)
O®> O OE) Ry 2
Substituindo (2) em (1), vem: 12 = 12 + 12 + 12
d X y z

Entéo, o inverso do quadrado da distdncia do vértice de um triedro trirretangulo a um

plano secante ¢ igual a soma dos inversos dos quadrados dos segmentos limitados sobre as

arestas do triedro, entre o vértice e o plano, como se queria demonstrar.

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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78 — Teorema

O quadrado da area de uma figura pertencente a um plano secante a um triedro trir-
retangulo é igual & soma dos quadrados das areas das proje¢des ortogonais daquela figura

sobre as faces do triedro.

Demonstragao: Consideremos um plano (0) secante a um triedro trirretangulo (]) e

uma figura genérica de area (S) pertencente a (0).

Designemos por Sy, S, € S5 as
areas das projegdes ortogonais des-
sa figura, respectivamente, sobre os
planos das faces (J)(B)(C), (J)(A)(C)
e (J)(A)(B) e por a, B e y os angu-
los que o plano (0) forma respec-
tivamente com as faces (J)(B)(C),

(NAXNC) e J)(A)B).

Observe-se (Figura 104) que
os triangulos retangulos (J)(A)(A) e
(J)(H)(A) sao retangulos, em (J) e em

(H), respectivamente, o que implica na

igualdade dos angulos (A)(A,)(J) = Figura 104

e (A)(/]\)(H) = oy, como agudo com

lados perpendiculares aos daquele.
O triangulo retangulo (J)(H)(A) (Figura 104) fornece: cos o,y = cos o = —8;%123
Analogamente, chegarfamos a: cos § = ((I]))((II;I)) e cosy = 83223

Sobre as areas das projecdes da figura considerada, podemos (nimero 53) escrever:

. 2 2 2
§5;=)cos a - S/ =(S) cos a

S,=(S)cos B+ S2=(S) cos B

. 2 2 2
S3=(8)cosy .- §5=(S) cosy

2 2 2 2 2 2 2
Somando, membro a membro, S; + S, + S; = (§) (cos a +cos P+ cos

@45t o (s <I><H)§+ (I)(H)z+ (I)(H)i
MDA’ HE)° N
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2 2 2 2 =2 1 1 1
ST+ S, +S,=() - (H(H) + +
Lo n&a”  O®°  0©)’

Mas, como (numero 77), 1 5 + 1 5 + 1 5 = 1 5
(N(A) ((B) 4)1(®) (H(H)
2 2 L2 2 2 1 . 2 2 2 2
temos: S;+S,+S, =(S) - HDH) - —— . [(S)=S;+S,+S
1792793 (—])(H)2 1792793

Entdo, o quadrado da drea de uma figura...
79 — Teorema

As perpendiculares baixadas de um ponto interior a um triedro as suas faces definem
um outro triedro, suplementar do primeiro.

Demonstragao: Consideremos um triedro qualquer (J)-(A)(B)(C), um ponto (S) a ele
interior e o triedro (S)-(A)(B’)(C’) formado pelas perpendiculares tracadas de (S) as faces
do primeiro triedro (Figura 105).

Porque (S)(B’) e (S)(C’) sdo perpendiculares as faces (J)(A)(C) e (J)(A)(B), o angulo
face @’ do triedro (S) ¢ igual ao suplemento do diedro A do triedro (]), isto é:

a+A=2r (1)
E, analogamente: b+B=2r (2

c+C=2r (3)

E, porque cada aresta do triedro (]) é orto-
gonal a duas arestas do triedro (S) (Figura 105),
conclui-se que as arestas do triedro (J) sdo res-
pectivamente perpendiculares as faces do trie-
dro (S). Assim, admitindo dado o triedro (S) e
construido o triedro (J), com o mesmo racioci-

nio acima utilizado, chegariamos a:

a+A=2r 4

Figura 105

b+B =2r (5
c+C =2r (6)

As relacoes (1), (2), (3), (4), (5) e (6) demonstram (nimero 73) o teorema.
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80 - Teorema

Em todo triedro, cada angulo face esta compreendido entre a soma e a diferenca dos
outros dois.

Demonstragao: Consideremos um triedro qualquer (J) - (A)(B)(C) e admitamos que

a seja o maior e ¢ o menor de seus angulos faces.

Tracemos, no interior do éangulo face
(B)(J)(C), a semirreta (J)(X), tal que (C)(/]\)(X) =b
e marquemos, sobre (J)(A) e (J)(X), os pontos
(M) e (N), tais que (J)(M) = (J)(N) (Figura 106).

Tomemos, ainda, um ponto (E) qualquer de
()(C) e unamo-lo a (M) e a (N), obtendo (F) em
(J)(B) (Figura 106).

Os triangulos (J)(E)(M) e (J)(E)(N), tendo
um par de lados iguais - (J)(M) e (J)(N) -, um
lado comum (J)(E) e o angulo compreendido - b -

Figura 106

igual, sao iguais, permitindo escrever:

(E)M) = (E)N) (1)

O triangulo (E)(M)(F) fornece (Geometria Plana, nimero 36):

EM™M) > (E)F) - E)XM) ()

Substituindo (2) em (1), vem: (F)(M) > (E)(F) - (E)(N)

Ou seja, F)M) > (N)(F) 3)

Consideremos, agora, os triangulos (J)(N)(F) e (J)(F)(M) (Figura 106) e observemos
que, porque eles possuem um lado comum (J)(F), um par de lados iguais - (J)(N) e (J) (M) -
e os terceiros lados diferentes, os 4ngulos opostos aos lados diferentes sdo desiguais, sendo
maior o que se opde ao maior destes lados (Geometria Plana, numero 44).

Assim, a relagdo (3) garante que c>a-b <. a<b+c

Ora, se o menor dos angulos faces — ¢ - ¢ maior que a diferenga entre os outros dois e
se o maior dos angulos faces — a — ¢ menor que a soma dos outros dois, estas propriedades
sao validas, por mais forte razdo, para os demais angulos faces do triedro.

Entdo, em todo triedro, cada angulo face ¢ menor que a soma e maior que a diferenca
dos outros dois, conforme se queria provar.
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81 - Corolario

Em todo angulo poliédrico convexo, cada angulo face é menor que a soma dos demais.

Demonstragao: Consideremos um angulo sélido convexo genérico (J) - (A)(B)(C) ...
(M)(N), com um numero n qualquer de arestas e designemos por a, b, ¢, ..., m, n seus an-
gulos faces, admitindo que a seja o maior deles.

Consideremos, ainda, os planos que a aresta (J)(A) forma com as arestas (J)(C), (J)(D), ... e
(J)(M), os quais dividem o dngulo sélido em triedros consecutivos (J) - (A)(B)(C), (J)-(A)(C)(D),
(N-(A)(D)(E), ... e ())-(A)(M)(N) (Figura 107).

Designemos por o, f3, y, ... ¢ 0 os dngulos (A)(/]\)(C), (A)(/]\)(D), (A)(/]\)(E), . €
(A)(/]\)(M), respectivamente (Figura 107).

Para os diversos triedros con-
secutivos formados podemos (nu-
mero 80) escrever:

a<b+a
a<c+fP

B<d+y

Figura 107

Somando, membro a membro,
as relagdes acima e simplificando,
vem:

a<b+c+..+m+n

E se a, embora sendo o maior dngulo dos faces, ¢ menor que a soma dos demais, por
mais forte razdo, a propriedade valera para os demais angulos faces.

Entdo, em todo angulo poliédrico convexo, independentemente de quantas faces te-
nha, cada dngulo face é menor que a soma dos demais, como se queria demonstrar.
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82 -Teorema
Em todo angulo poliédrico convexo a soma dos angulos faces é menor que quatro retos.

Demonstragao: Consideremos um angulo s6lido convexo genérico (J), com um niime-
ro n qualquer de arestas, e um plano (1) qualquer que corte todas as suas arestas.

Designemos por a, b, ¢, d, etc. os angulos faces do angulo sélido; por x, y, z, etc. os an-
gulos internos do poligono convexo segundo o qual () corta (]) e por o, 3, v, @, A, p, etc., 0s
angulos que as diversas arestas do angulo s6lido formam com os pares de lados do poligono
secdo concorrentes com elas (Figura 108). Para os diversos triangulos formados pelo vértice
(]) e pelos lados do poligono se¢ao, temos (Geometria Plana, nimero 64):

a+B+y=2r
b+¢e+A =2r
c+p+0 =2r

S¢g+S=n2r (1)

Onde S; representa a soma dos an-
gulos faces do dngulo solido e S a soma dos
angulos que as arestas do angulo sélido for-

mam com os lados do poligono se¢do que

concorrem com elas (Figura 108). Figura 108

Designando por S; a soma dos angulos internos X, , z, etc. do poligono se¢io e obser-
vando os triedros formados em cada um dos vértices do poligono se¢do, podemos (niimero
81) escrever:

x<a+p
y<v+o
Z<A+p
Somando, membro a membro, vem:  §; < § (2)
A relagdo (1) se escreve: S =n2r - §
E, assim, a relacao (2) fica: §; < nm2r - S¢ S¢ < n2r - §; (3)

Mas como (Geometria Plana, nimero 66) S; = (n -2) 2r, arelagdo (3) da:

Sg<m2r - (n-2)2r .. Sp<n2r - n2r +4r . |Sp<d4r

Conforme se queria demonstrar.
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83 - Corolario

A soma dos angulos faces de um triedro é menor que quatro retos.
Porque todo triedro ¢ um angulo poliédrico convexo (ntiimero 71).

84 - Observacao

E possivel - e fécil - provar diretamente que a soma dos angulos faces de um triedro é

menor que quatro retos.

De fato, sejam a, b e c os angulos fa-
ces de um triedro qualquer (J)-(A)(B)(C)
e prolonguemos sua aresta (J)(A), além do
vértice, formando o triedro (J)-(A)(B)(C),
adjacente ao primeiro (Figura 109).

Os angulos faces deste novo triedro

Figura 109

serdo, entdo, a, (2r - b) e (2r - ¢), para os
quais vale (nimero 80) escrever:

a<(@r-b)+@r-c¢) .. a<d4r-b-c .. |at+b+c<4r

85 - Relac¢oes entre os angulos faces de um triedro

Dos teoremas ja demonstrados concluimos que, dados trés angulosa, b e ¢ (a>b > ¢),
para que eles possam ser os dngulos faces de um triedro é necessario e suficiente que atendam
as condigodes:

a+b+c<4r

a<b+c

c>a->b

86 —Teorema
Em todo triedro:
1. a soma dos diedros estd compreendida entre dois e seis retos;

2. cada diedro, aumentado de dois retos, ¢ maior que a soma dos outros dois.
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Demonstragao: Consideremos um triedro qualquer (J), de diedros A, B, C, e admita-

mos ser A o menor dos trés.

Consideremos ainda o triedro (J’), suplementar de (J), com angulos faces a, b’ e ¢’
Sabemos (nimero 73), entdo, que: A +a =2r
B+b =2r
C+c=2r
Somando, membro a membro, vem: A+B+C+a +b +c =6r
A+B+C=6r-(@+b +¢) (1)

Como (numero 83) a soma (a’ + b’ + ¢’) dos angulos faces do triedro (J°) ¢ menor que
quatro retos e, naturalmente, maior que zero, a rela¢do (1) fornece:

6r-4r<A+B+C<6r-Or S |2r<A+B+C<6r|

relagdo que prova a primeira parte do teorema.
Voltemos a considerar o triedro (J’), para o qual podemos (nimero 80) escrever:

a<b+c¢ o 2r-A<(Q2r-B)+(2r-0C)

~A<2r-B-C .. -A-2r<-B-C .. A+2r>B+C

E como, por hipotese, A é o menor dos trés diedros, a propriedade acima provada vale,
por mais forte razao, para os demais diedros do triedro.

Fica, assim, demonstrada a segunda parte do teorema.

87 - Igualdade de triedros

Sao iguais dois triedros que possuam:

1. um angulo face igual compreendido entre dois diedros respectivamente iguais e igual-
mente dispostos;

2. um diedro igual compreendido entre dois 4ngulos faces respectivamente iguais e igual-

mente dispostos;
3. os trés angulos faces respectivamente iguais e igualmente dispostos;

4. os trés diedros respectivamente iguais e igualmente dispostos.
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Carituro VII

PoLiEDROS CONVEXOS

88 - Definicoes

Poliedro ¢ a figura formada por quatro ou
mais poligonos planos, ndo situados num mesmo
plano, e tais que um lado de um seja também lado
de outro (Figura 110). Estes poligonos sao denomi-
nados faces do poliedro e seus lados e vértices sao
respectivamente as arestas e os vértices do poliedro.

Diagonal de um poliedro ¢ todo segmento
formado por dois vértices ndo pertencentes a uma
unica face — como (A)(T), na Figura 110. Planos
diagonais de um poliedro sdo todos os planos for-

mados por trés vértices ndo situados numa so face
- como (a) e (B), na Figura 110. Assim, todo plano
diagonal de um poliedro ¢ secante a ele, pertencen- Figura 110

do a pelo menos trés de seus vértices.

Sempre que um plano corta um poliedro, produz-se um poligono cujos lados sdo as
interse¢des do plano considerado com as faces do poliedro que ele corta e cujos vértices
sao as interse¢cdes daquele plano com as arestas atingidas. O poligono obtido denomina-se,
entdo, se¢do plana no poliedro.

89 - Poliedros convexos

Um poliedro é convexo quando os planos de todas as suas faces ndo o atravessam,
isto ¢, quando ele se situa inteiramente num dos semiespagos formados pelo plano de uma
qualquer de suas faces.

Quando ocorre o contrario, isto é, quando o plano de alguma das faces do poliedro
atravessa o sdlido, ele ¢ denominado nao convexo ou cdncavo. Assim, para que um poliedro
seja ndo convexo é necessario e suficiente que pelo menos um de seus diedros seja reentran-
te, ou seja, maior que dois retos.
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Da propria defini¢ao de poliedro convexo decorre que:

1. Todas as faces de um poliedro convexo sio po-
ligonos convexos.

Porque se houvesse poligono face ndo convexo,

/

haveria obrigatoriamente diedro reentrante e, entdo,
algum plano face cortaria o poliedro.

2. Quando um poliedro é convexo, todas as se¢des
planas nele produzidas sdo poligonos convexos;
quando o poliedro é ndo convexo, ele admite se- Figura 111
¢oes planas concavas.

De fato, a inexisténcia de diedro reentrante nos
poliedros convexos garante que todas as se¢des planas
nele produzidas sejam poligonos convexos (Figura 111).
E, ao contrario, todos os planos que cortam a aresta de
um diedro reentrante de um poliedro ndo convexo pro-
duzem segdes planas ndo convexas (Figura 112).

3. Toda reta secante a um poliedro convexo pos-
sui dois pontos em comum com a superficie do

poliedro (Figura 111); quando o poliedro é nao
convexo, uma reta pode ter mais de dois pontos Figura 112
comuns com sua superficie (Figura 112).

Basta ver que os tracos da reta considerada na superficie do poliedro siao os pontos
que ela tem em comum com os lados do poligono se¢do produzido no poliedro por um dos
planos que a contém.

90 - Classificacao
Quanto ao numero de faces que possui, um poliedro pode ser um tetraedro, um pen-

taedro, um hexaedro, um heptaedro, um octaedro, etc., conforme tenha respectivamente
quatro, cinco, seis, sete, oito, etc., faces.

91 —Teorema de Euler

Em todo poliedro convexo, o nimero de arestas aumentado de duas unidades ¢ igual
a soma dos numeros de faces e de vértices.

Demonstragio: Em toda linha poligonal aberta em que ndo sao consideradas a origem e a ex-
tremidade, a diferenga entre os niimeros de lados e de vértices, tomados nesta ordem, é igual a um.

De fato, basta ver que a linha poligonal assim considerada pode ser obtida a partir do
poligono formado pela unido de seus extremos, pela supressiao desses extremos e do lado
que os une (Figura 113).
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E, designando por n o género do poligono e por A e V os nu-
meros de lados e de vértices considerados na linha poligonal aberta
primitiva, podemos escrever: A=n-1 e V=n-2
o A-V=(n-1)-(n-2)=n-1-n+2 .. A-V=1

Passemos a considerar um poliedro convexo qualquer. Para
forma-lo, tomaremos um poligono P, e a seguir um outro P, que

tenha um lado em comum com o primeiro, e a seguir um terceiro
poligono P5 que tenha a0 menos um lado em comum com um Figura 113

dos primeiros e assim por diante, isto ¢, sempre considerando um novo poligono que tenha pelo
menos um lado comum com algum dos anteriores, até completar o poliedro.

Sejam A; e V; os numeros de arestas e vértices da pri-
meira face P; e consideremos, nas faces seguintes P, P3, Py,
etc., os numeros A, e V,, A3 e Vs, Ay e Vy, etc de arestas e
vértices pertencentes a cada uma destas faces e que ndo tenham
sido contados em faces anteriores. Assim fazendo, ao concluir
as contagens de arestas e vértices, na ultima face do poliedro, te- ’
remos considerado todas as suas arestas e todos os seus vértices,
sem que tenhamos efetuado, nas contagens, qualquer repeticao. Figura 114

A primeira face Py, por ser um poligono, possui niumeros iguais A; e V;, de arestas e
de vértices. Em todas as faces seguintes, exceto a ultima, para evitar as repeti¢oes de conta-
gens, estaremos considerando linhas poligonais abertas sem extremos e, entdo, as diferengas
(Ay = V5), (A3 - V3), (A4 - Vy), etc. entre os nimeros de lados e de vértices serdo sempre
iguais a um. Na tltima face, P, finalmente, todas as arestas e todos vértices, por pertencerem
obrigatoriamente a faces anteriormente consideradas, ja terao sido contados, sendo pois nulos
os nimeros Ay e V de arestas e vértices novos dados por esta face ao poliedro. Assim:

Pp_y > Ap_1-Vp_1 =1
P > Ap- Vg =0

Designando por A e V os numeros de arestas e de vértices do poliedro e somando,
membro a membro, as F relagdes acima apresentadas temos:

A-V=0+1+1+ ...+1+0=F-2 .. |A+2=F+V

Fica, assim, demonstrado o teorema de Euler.
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92 - Soma dos angulos internos das faces

Consideremos um poliedro convexo genérico de A arestas, F faces e V vértices e cal-
culemos a soma S; dos dngulos internos de todas as suas faces. Para tanto, designemos por
ny, Ny, N3, ..., N 08 géneros de cada uma de suas faces e anotemos os valores Sy, S,, S3, ..., Sg
das somas dos dngulos internos de cada uma das faces.

Porque todas sdo poligonos convexos, podemos (Geometria Plana, nimero 66) escrever:

S;=(m;-2)2r
Sz = (n2 - 2) Zr
S3=(n3-2)2r
Sp=(np-2)2r

Somando, membro a membro, vem: S; = (n; + n, + nz + ... + ng - 2F) 2r (1)

Mas a soma (n; + n, + n3 + ... + ng) dos géneros de todas as faces ¢ igual ao dobro
do nuimero de arestas do poliedro, pois, ao contar, separadamente, as arestas de cada face,
estaremos considerando duas vezes cada uma delas, uma vez que cada aresta pertence ne-
cessariamente a duas faces do poliedro. Assim, a relagdo (1) da:

S;=QA-2F)2r .. S§=2(A-F)2r .. S;=(A-F)4r

1

E, para expressar a soma S; dos dngulos internos de todas as faces do poliedro, em
fun¢ao do numero V de vértices, observemos que o teorema de Euler (nimero 91) fornece:

A+2=F+V e A-F=V-2 e S.=(V-2)4r

1

93 - Soma dos angulos externos das faces

Consideremos um poliedro convexo qualquer, com F faces, e observemos que, porque
todas as suas faces sdo poligonos convexos (numero 89.1), a soma dos angulos externos de
cada face é igual a 4r (Geometria Plana, numero 67).

Assim, paraa soma S, dos angulos externos de todas as F faces, temos:

Se:F.4r

Ou seja, a soma dos angulos externos das faces de um poliedro convexo ¢é func¢ao ex-
clusiva de seu género, isto é, da quantidade de faces que possui.
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94 - Numero de diagonais

Consideremos um poliedro convexo qualquer de V vértices, A arestas e F faces e cal-
culemos o numero D de diagonais que ele possui.

Para tanto, observemos que o numero de combinagdes Ci, dos V vértices, tomados
dois a dois, da o total de segmentos provenientes das unides dos pares de vértices do polie-
dro. Tais segmentos sdo as A arestas, as D diagonais do poliedro e todas as diagonais faciais,
isto é, as diagonais de todos os poligonos faces.

Assim, designando por Sdf a soma dos numeros das diagonais de todas as faces do
poliedro, podemos escrever:

2 2
Cy=A+D+S; o |[D=Cy-A-Sy

Ou ainda: D= w -A- Sdf

Naturalmente, as relagdes instituidas permitirao calcular o numero D de diagonais de
um poliedro, desde que se saiba — ou se possa determinar — quais sdo os géneros de todas as
suas faces, pois s6 assim sera possivel obter o valor da parcela Sdf-

95 - Estudo dos poliedros convexos a partir dos géneros de suas faces

Consideremos um poliedro convexo qualquer de A arestas, V vértices e F faces e de-
signemos por F3, Fy F 55 e F, os numeros de faces de géneros 3, 4, 5, ... n, respectivamente,
que ele possui.

Resulta, imediatamente, que: F3+F,+Fg+ ...+ F =F (1)

Separemos as faces do poliedro e consideremos individualmente os conjuntos forma-
dos pelas Fj faces triangulares, pelas F, faces quadrangulares, pelas Fs faces pentagonais,
etc. Os numeros de arestas existentes nestes conjuntos de faces destacadas sdo respectiva-
mente iguais a 3F3, 4F, 5F5, etc.

E porque cada aresta do poliedro pertence necessariamente a duas faces, ao fim da
contagem das arestas existentes em todas as faces, consideradas separadamente, teremos
obtido um total de arestas igual ao dobro do que possui o poliedro.

Assim, podemos escrever: 3F3 + 4F, + 5F5 + ... + nF = 2A (2)
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Asrelagoes (1) e (2) aqui estabelecidas e a do teorema de Euler (nimero 91) permitem
organizar um sistema, mediante o qual é possivel calcular os nimeros de faces, arestas e vér-
tices de um poliedro convexo, desde que sejam conhecidas as quantidades de faces de cada
género. Tal sistema é o seguinte:

F3+F4+Fs+-+F =F
3F3+4F4+5F5+---+nFn:2A
A+2=F+V

96 - Estudo dos poliedros convexos a partir dos numeros de arestas que concor-
rem em seus veértices

Consideremos um poliedro convexo de A arestas, F facese V vértices e designemos
por Vs, Vy, Vg, ..., V,, 0s nimeros de vértices nos quais concorrem respectivamente 3, 4,
5, ..., n arestas do poliedro.

Resulta, imediatamente, que: V3 +V,+ Vg +-+V =V (1)

Como a cada vértice do grupo V3 chegam trés arestas, ao total V5 desses vértices cor-
respondem 3V arestas. Analogamente, aos V, vértices do poliedro correspondem 4V,
arestas, aos Vs, 5V arestas, etc.

E como cada aresta chega a dois vértices do poliedro, ap6s considerar todos os vértices,
teremos contado duas vezes cada aresta.

Podemos, entdo, escrever: 3V3+4V, + 5V + -+ nV =2A (2)

Asrelagoes (1) e (2) aqui estabelecidas e a do teorema de Euler (nimero 91) permitem
organizar um sistema, mediante o qual é possivel calcular os nimeros de vértices, arestas e
faces de um poliedro convexo, desde que sejam conhecidos os niumeros de arestas que con-

correm em cada vértice.

Tal sistema é o seguinte:

V3+Vy4+Vg+--+V, =V
3V3+4V4+5V5++nVn=2A
A+2=F+V
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97 - Poliedros conjugados

Por definigdo, dois poliedros sao conjugados quando os nimeros de faces de cada um
deles sdo iguais aos de vértices do outro.

Decorre, imediatamente, que os numeros de arestas de dois poliedros conjugados sao
iguais. De fato, sendo A, F e V os numeros de arestas, faces e vértices de um poliedro e A,
F’ e V’ os numeros de arestas, faces e vértices do poliedro conjugado do primeiro, a propria
defini¢do e o teorema de Euler permitem escrever:

F=V e V=F

F+V=F+V .. A+2=A+2 .. |A=A

98 - Poliedros regulares

Por defini¢dao, um poliedro é regular quando todas as suas faces sdo poligonos regula-
res iguais e todos os seus angulos sdlidos sdo iguais, isto é, quando em todos os seus vértices
concorrem numeros iguais de arestas.

99 - Poliedros convexos regulares

Para um estudo geral dos poliedros convexos regulares, designemos por n o género
de suas faces e por p o numero de arestas que concorrem em cada vértice. Os sistemas an-
teriormente instituidos (numeros 95 e 96) para os poliedros convexos fornecem:

F, = F . )
.. nF=2A
nF, = 2A
[ .. |nF=pV=2A
Vp =V .
.. pV=2A
pr: 2A J

Para obter, em funcdo de n e de p, os valores possiveisde E V e A, resolvamos o sistema
formado com a relagdo acima instituida e com a do teorema de Euler (nimero 91). Teremos:

nF=pV Soo V= on (1)
nF=2A .. A= nzF (2)
A+2=F+V (3)

Substituindo (1) e (2) em (3), vem:

nF _ nF
> +2=F+ D

npF + 4p = 2pF + 2nF
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— : — 4p
(2p+2n-np) F=4p .o F= 3p+2n—np
= I . 4p : =4—n
V="p 2p +2n - np o v 2p +2n - np
__n_ 4p . ___ 2np
A= 2p +2n - np o A_2p+2n—np

Com essas trés ultimas relagoes poderemos detalhar todos os poliedros convexos re-
gulares possiveis de existir, como faremos em seguida.

100 - Teorema

S6 pode haver cinco espécies distintas de poliedros convexos regulares.

Demonstragao: Pela propria defini¢do, para formar poliedros regulares devemos reu-
nir, em cada vértice, quantidades iguais de poligonos regulares iguais. E como se deseja
obter poliedros convexos regulares, em cada vértice ficard formado um éngulo poliédrico
convexo. Ora, porque a soma dos angulos faces de um angulo poliédrico convexo é neces-
sariamente menor que 360° (nimero 82), a associagdo quantitativa dos poligonos faces do
poliedro, em cada vértice, ¢ limitada. Investiguemos, entdo, os casos possiveis:

1. Com faces triangulares regulares s6 podem ser formadas trés espécies distintas de po-
liedros convexos regulares: reunindo os triangulos trés a trés, quatro a quatro ou cinco
a cinco em cada vértice.

De fato, porque os angulos internos dos triangulos equilateros valem 60°, temos:
3.60° < 360° - possivel

4.60° < 360° - possivel

5.60° < 360° - possivel
6.60° = 360° - impossivel
7.60° > 360° - impossivel etc.

2. Com faces quadradas s6 pode ser formada uma espécie de poliedros convexos regula-
res: reunindo os quadrados trés a trés em cada vértice.

De fato, porque os angulos internos dos quadrados valem 90°, temos:
3.90° < 360° - possivel

4.90°

360° - impossivel

5.90° > 360° - impossivel etc.
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3. Com faces pentagonais convexas regulares s6 pode ser formada uma espécie de polie-

dros convexos regulares: reunindo os pentdgonos trés a trés em cada vértice.

De fato, porque os angulos internos dos pentagonos convexos regulares valem 108°
(Geometria Plana, numero 291), temos:

3.108° < 360° - possivel
4.108° > 360° - impossivel etc.

4. Com faces convexas regulares de géneros maiores que cinco é impossivel formar qual-
quer espécie de poliedros convexos regulares.

De fato, porque os angulos internos dos hexagonos regulares valem 120°, ao reuni-los
trés a trés em cada vértice, ja igualamos os 360°, sendo, pois, impossivel formar, com eles,
qualquer poliedro convexo regular. E como os angulos internos dos poligonos convexos re-
gulares crescem com o aumento de seus géneros, sera impossivel formar qualquer espécie de

poliedro convexo regular pela reunido de poligonos de géneros superiores a seis.

Conclui-se, entao, que sé podem existir cinco espécies distintas de poliedros convexos regu-
lares, trés com faces triangulares, uma com faces quadradas e uma tltima com faces pentagonais.

101 - Observacao

O teorema acima estudado poderia ser demonstrado diretamente a partir das relagdes
instituidas (nimero 99) para os poliedros convexos regulares.

De fato, designando por n o género da face do poliedro e por p o numero de arestas
que concorrem em cada vértice, sendo n e p necessariamente positivos (poisn >3 e p = 3),
para que E A e V sejam positivos é necessario e suficiente que o denominador (2p + 2n - np)

comum as trés relagdes também o seja.
Assim:
2n+2p-np>0 e 2n+p(2-n)>0 .. 2n>p(n-2)

. 2
n—nZ > P (1)

E como p = 3, temos:

>3 . 2n>3(n-2) .. 2n2=3n-6
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Mas como n > 3, conclui-se, da relagao (2), que s6 ha quatro valores teoricamente
possiveis paran: 3,4, 5 e 6.

Substituindo cada um desses valores de n na relagdo (1), obtemos:

1. Para n=3:
p=3
2n . 2.3 .
n—2>p o 3_2>p .. p<b6 p=4
p=>5
2. Para n=4:
2n . 2.4 . .
n_2>p o o 4_2>p o o p<4 o o p=3
3. Para n=>5:
2n . 2.5 . 10 _
n-2>P 0 5-27P - P<T3 p=3
4. Para n=6:
n2_r12>p 62;62>p C.op< 142 -+ p<3,0queéimpossivel.

Conclui-se, entao, que s6 podem existir cinco espécies distintas de poliedros convexos
regulares, correspondendo cada espécie a cada um dos seguintes pares de valores de n e de p:

n 3 3 3 4 5
p 3 4 5 3 3

102 - Calculo dos elementos dos poliedros convexos regulares

Estabelecidos que estao os géneros (n = 3, n =4 e n=5) das faces e os nimeros de ares-
tas (p =3, p=4ep=>5) concorrentes em cada vértice, calculemos, para cada uma das cinco
espécies de poliedros convexos regulares, os numeros de faces, vértices, arestas e diagonais.

Para tanto, basta substituir cada um dos cinco pares possiveis de valores de n e de p
(numero 101) nas relagdes instituidas para os nimeros de faces, vértices, arestas e diagonais
dos poliedros regulares (nimeros 99 e 94). Assim:

1. Paran=3 e p=3:

F = 4p = 4.3 =4
2p+2n-np 23+23-33

O poliedro ¢, pois, o tetraedro regular (Figura 115).

nF=pV=2A .. 12=3V=2A .. V=4e A=6

_ C2 S, = 4.3 ° — Figura 115
D=Cy-A-8 =% 6.0 .. D=0 .
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2. Paran=3 e p=4

2p+2n-np 24+23-34

O poliedro ¢, pois, o octaedro regular (Figura 116).
nF=pV=2A .. 24=4V=2A

S V=6eA=12

D=Co—A-S; =65 1.0 .. D=3
v f 2 Figura 116

3. Paran=3 e p=5:

_ 4p _ 4.5 _
b= 2p+2n-np 2.5+23-35 =20

O poliedro ¢, pois, o icosaedro regular (Figura 117).

nF=pV=2A .. 60=5V=2A

. V=12e A=30

2 L]
D=Cy-A-S =151 -30-0 .. D=36

4. Paran=4¢e p=3:

2p+2n-np 23+24-43

Figura 117

O poliedro &, pois, o hexaedro regular (Figura 118).

nF=pV=2A .. 24=3V=2A

|
|

Como as faces sdo quadradas, cada uma possui
duas diagonais. Assim, para o calculo do nimero de

diagonais, temos: -

Sdf =2F=12 \/

D=C _A-S; =37 1 12 .. D=4
vV de = 2 T Figura 118
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5. Para n=5 e p=3:

_ 4p _ 4.3 _
F= 2p+2n-np 23+25-53 =12

O poliedro ¢, pois, o dodecaedro regular (Figura 119).
nF=pV=2A .. 60=3V=2A .. V=20eA=30

Como as faces sdo pentagonos, cada uma possui
cinco diagonais (Geometria Plana, namero 24). As-
sim, para o calculo do nimero de diagonais, temos:

Sdf = SF = 60
2 20.19 .
D:CV—A—Sdf:T—3O—6O .. D=100
6. Resumo: )
Figura 119
n p F Vv A D POLIEDRO

W
[
[
(o)}
(e}

Tetraedro regular

3 4 8 6 12 3 Octaedro regular
3 5 20 12 30 36 Icosaedro regular
4 3 6 8 12 4 Hexaedro regular
5 3 12 20 30 100 Dodecaedro regular

103 - Observacoes

Pela simples consulta ao quadro resumo dos nimeros de faces, vértices e arestas dos
poliedros convexos regulares (numero 102.6) acima, e do que se viu sobre poliedros conju-
gados (nimero 97), nota-se que:

1. dois tetraedros regulares sao conjugados;
2. o octaedro e o hexaedro regulares sao conjugados;
3. oicosaedro e o dodecaedro regulares sao conjugados;

4. para um par qualquer de poliedros convexos regulares conjugados, os valores de n e
de p se permutam.
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Carituro VIII

TETRAEDRO REGULAR

104 - Tetraedro regular

E o poliedro formado por quatro faces triangulares equildteras iguais, reunidas trés a
trés em cada vértice. Possui seis arestas e quatro vértices e ndo tem diagonais (nimero 102.1).

105 - Propriedades

1. Todo plano paralelo a
uma face produz, por
secdo, um triangulo
equilatero.

Porque a se¢ao é ho-
motética da face que lhe é
paralela, em relagdo ao vér-
tice nao pertencente a essa
face (Figuras 120 e 121).

Figura 120 Figura 121
2. Todos os planos se-

cantes pertencentes a

uma aresta seccionam

o tetraedro segundo o
triangulos isosceles.
Basta ver que, para ‘
um plano (a) genérico, per- (A) )
tencente a aresta (B)(C), os
lados (R)(B) e (R)(C) da se-
¢d0 sdo cevianas iguais das ‘

faces (J)(A)(B) e (J)(A)(O).
(Figuras 122 e 123).

Figura 122 Figura 123
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3. A segdo produzida pelo plano formado por uma aresta e pelo ponto médio da aresta oposta

¢ um triangulo isdsceles, cujo angulo oposto a base ¢ o retilineo do diedro do tetraedro.

De fato, sendo (M) o ponto médio da aresta
(J)(A), o plano (y) definido por (M) e pela aresta
(B)(C) corta as faces (J)(A)(B) e (J)(A)(C) segundo as
medianas (B)(M) e (C)(M) dessas faces (Figura 124).
E como essas medianas sdo também alturas (Geome-
tria Plana, namero 48.2), o angulo interno (M) do
triangulo isdésceles (B)(M)(C) segdo é o retilineo do

diedro do tetraedro regular (nimero 35).

E porque (B)(M) e (C)(M) sdo duas mediatrizes
da aresta (J)(A), o plano (y), por elas definido (Figura
124), é o mediador da aresta (J)(A) (nimero 33).

4. O plano mediador de uma aresta contém a aresta
oposta.

5. Duas arestas opostas de um tetraedro regular sdo
ortogonais.

6. A reta formada pelos pontos médios de duas
arestas opostas é a perpendicular comum a essas
duas arestas.

Porque a reta (p) formada pelos pontos médios
das arestas opostas (J)(A) e (B)(C), pertencendo ao
plano mediador de (J)(A), é perpendicular a esta ares-
ta e, sendo a mediana relativa a base do triangulo iso6s-
celes secao (B)(M)(C), é perpendicular a aresta (B)(C)

(Figura 125), base desse triangulo.

Dentre todos os tridngulos isosceles produzidos
num tetraedro regular (J)-(A)(B)(C) pelos planos per-
tencentes a uma aresta (B)(C), aquele - (B)(M)(C) - que
pertence ao plano mediador da aresta oposta (J)(A) é o
de perimetro e dreas minimos. De fato, basta ver que as
alturas (B)(M) e (C)(M) das faces (J)(A)(B) e (J)(A)(C) sdao
as cevianas minimas dessas faces e que a altura (M)(N)

¢ o menor segmento que se pode apoiar entre as arestas
opostas (J)(A) e (B)(C) (Figura 126).
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7. Os planos perpendiculares a uma aresta seccio-
nam o tetraedro segundo tridngulos isdsceles.

Porque as se¢des assim produzidas sdao homoté-
ticas, em relagdo a um dos vértices do sélido, do tri-
angulo isdsceles determinado pelo plano mediador da
aresta considerada (Figura 127).

8. Todos os planos paralelos a duas arestas opos-
tas produzem segdes retangulares de perimetros
iguais ao dobro da aresta do sélido.

De fato, todos os planos paralelos as arestas
opostas (J)(A) e (B)(C) cortam as faces do solido se-
gundo retas respectivamente paralelas aquelas duas
arestas (Figura 128). E porque (J)(A) e (B)(C) sdo orto-
gonais, todos os paralelogramos se¢des (R)(S)(T)(U),
assim obtidos, sao retangulos.

E como os triangulos (J)(R)(S) e (C)(S)(T) sao
equilateros, temos:

R)(S) = ()(E)
(SY(T) = (SO

Logo: R)(S) +(S)T) = ()(E) + ($)(C)
R)(S) + (S)Y(T) = (N(C)

Assim, quando o plano paralelo a duas arestas
opostas do tetraedro se desloca, as se¢cdes retangulares
produzidas mudam de forma, mas conservam constan-
te o valor de seu perimetro, igual ao dobro da aresta do
sdlido. E, durante esse movimento, o centro do retangulo
secdo se desloca sobre a perpendicular comum (M)(N)
as arestas (J)(A) e (B)(C) consideradas (Figura 129).

Porque os extremos (M) e (N) da perpendicular
comum as arestas opostas (J)(A) e (B)(C), equidistando
dos quatro vértices de cada um dos retangulos conside-
rados (Figura 129), formam o eixo (M)(N), comum, de
todos aqueles retangulos.

Figura 127

=

(B)

Figura 128

Figura 129
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9. O plano equidistante de duas arestas opostas produz, por se¢do, um quadrado de lado

igual a metade da aresta do tetraedro.

Porque o plano, sendo equidistante de duas arestas opostas, corta ao meio as outras

quatro. E, assim, o retangulo secdo ¢ equilatero. Isto é, ¢ um quadrado, de lado igual a meta-

de da aresta do sélido (Figura 130).

E como o plano do quadrado equidista das ares-
tas opostas (J)(A) e (B)(C), o centro (O) do quadrado
¢ o ponto médio da perpendicular comum (M)(N)
aquelas duas arestas (Figura 130).

10. As perpendiculares comuns aos trés pares de
arestas opostas cortam-se mutuamente ao meio
e sdo perpendiculares duas a duas.

Porque o tetraedro possui trés pares de arestas
opostas, ha trés secdes quadradas, todas iguais, tendo,
aos pares, uma diagonal comum (Figura 131).

Assim, as trés perpendiculares comuns aos pares
de arestas opostas do tetraedro (isto é, as diagonais dos
trés quadrados segoes), que, como adiante sera provado
(ntimero 114), sendo as trés diagonais do octaedro regu-
lar inscrito no tetraedro considerado, sdo iguais e perpen-
diculares duas a duas, cortando-se mutuamente ao meio,
segundo o ponto (O), centro comum dos trés quadrados.

11. As trés perpendiculares comuns aos pares de
arestas opostas e as quatro alturas do sé6lido con-

correm num unico ponto.

Porque as perpendiculares comuns aos pares de
arestas opostas do tetraedro regular sdo mediatrizes
dessas arestas, conclui-se que o ponto (O) (Figura
132) comum a elas é o ponto equidistante dos quatro
vértices do sélido.

E porque cada altura do tetraedro é o lugar dos
pontos equidistantes dos vértices da face a que corres-
ponde (numero 34.1), as quatro alturas tém de passar
por aquele ponto (O).
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O ponto (O) (Figura 132) comum as alturas e as perpendiculares comuns, denomina-

do centro do sélido, além de equidistar dos vértices, equidista também das faces do tetra-

edro, uma vez que cada plano mediador de uma aresta é o bissetor do diedro oposto a essa

aresta. E, assim, (O) é o ponto comum aos bissetores de todos os diedros do tetraedro.

E mais, o centro (O) do so6lido é também equi-
distante de todas as suas arestas, pois que a distan-
cia de (O) a cada aresta se mede pela metade do va-
lor da disténcia entre os pares de arestas opostas de
tetraedro.

12. A esfera circunscrita, a esfera inscrita e a esfera
tangente as arestas de um tetraedro regular sao
concéntricas, sendo o centro comum o proprio
centro do solido.

De fato, como a superficie da esfera circunscrita ao
tetraedro regular tem de pertencer aos seus quatro vérti-
ces (Figura 133), seu centro, tendo que equidistar desses
vértices, ha de ser (niimero 105.11) o centro do sélido.

Da mesma forma, porque a esfera inscrita num
tetraedro regular, tangenciando suas quatro faces, tem
que ter seu centro equidistando dessas faces (Figu-
ra 134), é tal que seu centro s6 pode ser o centro do
tetraedro.

E, enfim, para ser tangente a todas as seis arestas
do tetraedro regular, uma esfera (Figura 135) tem que
ter seu centro equidistando de todas essas arestas, de-
vendo, entao, ser o proprio centro do sélido. O calcu-
lo do raio dessa esfera vai detalhado adiante (niimero
106.5).

Cumpre notar que os pontos de contato da esfe-
ra inscrita com as faces sao os pés das alturas do sdlido
(os centros das faces) e que a esfera tangente as ares-
tas ¢é secante as faces do tetraedro, cortando cada uma
dessas faces segundo o circulo nela inscrito (Figura
135), produzindo, por isso, calotas iguais que extrapo-
lam os planos dessas faces.

Figura 133

Figura 134

Figura 135

CtLio PiNTO DE ALMEIDA 81



82

13. Os planos paralelos apenas a uma aresta cortam o tetraedro segundo trapézios isosce-

les ou segundo triangulos isosceles.

Consideremos dois planos (o) e () paralelos
apenas a aresta (B)(C) do tetraedro regular (J)-(A)(B)(C),
o primeiro secante as duas faces (A)(B)(C) e (J)(B)(C)
que determinam a aresta (B)(C) (Figura 136), o se-
gundo secante a face (A)(B)(C), mas exterior ao tri-
angulo face (J)(B)(C) (Figura 137).

Porque os segmentos (R)(S) e (T)(U) que (o)
produz como se¢do nos tridngulos (J)(B)(C) e (A)(B)(C)
sao paralelos a (B)(C) e necessariamente desiguais,
porque o ndo ¢é paralelo a (J)(A), a secao (R)(S)(T)(U)
¢ um trapézio. E porque os extremos de cada um des-
ses dois segmentos sdo simétricos em relagao ao plano
mediador da aresta (B)(C), o trapézio secao é isdsceles
(Figura 136).

E porque () corta a aresta (J)(A) segundo um
ponto qualquer (X) e a face (A)(B)(C) segundo um
segmento (Y)(Z) paralelo a aresta (B)(C) e sime-
tricamente disposto em relagdo ao plano mediador
desta aresta, a se¢do que () produz no sélido é um
triangulo isosceles (X)(Y)(Z) (Figura 137), de base
(Y)(Z).

14. O contorno da proje¢do ortogonal de um tetra-
edro regular sobre um plano paralelo a uma de
suas faces ¢ um tridngulo equilatero, igual a face
do solido.

Porque a face (A)(B)(C), paralela ao plano (r)
(Figura 138), projeta-se em verdadeira grandeza sobre
esse plano e a projecao J do quarto vértice (J) do soli-
do ¢ interior (é o proprio centro de ABC) a projegao
ABC da face paralela a ().

A projecao do sélido resulta, entdo, num trian-
gulo equildtero ABC e nos trés segmentos que unem

seu centro ] aos trés vértices.
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15. O contorno da proje¢do ortogonal
de um tetraedro regular sobre um
plano perpendicular a uma de suas
arestas ¢ um tridngulo isosceles
igual a secdo produzida no sdlido
pelo plano mediador de uma de
suas arestas.

Porque, sendo (J)(A) a aresta per-
pendicular ao plano (m), o triangulo
isosceles (B)(M)(C), se¢do produzida
no sélido pelo plano mediador da aresta
(J)(A) (ntimero 105.3), projeta-se em
verdadeira grandeza sobre (m), resul-
tando coincidentes as projecdes J, M e
A dos pontos (]), (M) e (A), respectiva-
mente (Figura 139).

16. O contorno da proje¢ao ortogonal
de um tetraedro regular sobre um
plano paralelo a duas arestas opos-
tas é um quadrado cuja diagonal é
igual a aresta do solido.

Consideremos um plano (m) de
projecdo, paralelo as arestas opostas
(D (A) e (B)(C) do tetraedro (J)-(A)(B)(C).
A perpendicular comum (M)(N) aquelas
arestas sera, entdo, perpendicular a (7).
Por isso, as projecoes JA e BC — em ver-
dadeira grandeza - daquelas arestas so-
bre () serdo iguais, com 0 mesmo ponto
médio (M, coincidente com N). E como
(J)(A) e (B)(C) sdo ortogonais (nimero
105.5), JA e BC sdo perpendiculares (Fi-
gura 140).

Assim, o contorno JBAC da proje-
¢do ¢ um quadrado, cujas diagonais JA e
BC sao iguais a aresta do solido, cortan-
do-se em seu centro M (ou N).

Figura 139

Figura 140
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106 — Relagoes métricas
1. Relacao fundamental

Seja (G) o pé da altura relativa ao vértice (])
de um tetraedro regular (J)-(A)(B)(C). Porque
(]) é equidistante dos vértices da face (A)(B)(C),
(G) € o circuncentro dessa face e, assim, (G)(A)
¢ um raio do circulo circunscrito ao tridngulo
(A)(B)(C) (Figura 141).

Assim, designando por a e r a aresta do
tetraedro e o raio do circulo circunscrito a sua Figura 141
face, temos (Geometria Plana, nimero 290.a):

a=rv3 (1)
E, sendo h a altura do sdlido, o tridngulo retangulo (]J)(G)(A) (Figura 141) fornece:

2 2 2 2 2 2 .
h =a -r =3r -r =2r .o h:r«/? (2)

r

Reunindo (1) e (2) vem: 1 4/}2; ) 4/21?

Tal relagdo, basica no estudo do tetraedro regular, permite o calculo de duas quaisquer
das trés grandezas em jogo (niimero 106.1) e se enuncia: em todo tetraedro regular, o raio do
circulo circunscrito a face, a altura e a aresta sdo diretamente proporcionaisa 1, ¥'2 e 4 3.

2. Escala grafica

A proporgdo acima instituida e que se
constitui na relacdo métrica fundamental para
o tetraedro regular possibilita a construcdo de
uma escala gréfica para o poliedro, mediante a
qual é imediato determinar graficamente os va-
lores de duas daquelas trés grandezas, a partir do

conhecimento da terceira.

A construgao da escala se faz (Figura 142)
arbitrando um valor k e determinando os seg-
mentos representativos de kW2 e k3.

A utilizacao da escala, de tripla entrada, se

Figura 142

faz por homotetia.
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3. Area total

A drea total S, isto ¢, a soma das dreas de todas as faces de um tetraedro regular de

aresta a ¢ o quadruplo da drea S; de uma qualquer de suas faces.

Assim, como (Geometria Plana, nimero 327) S¢ =

2
vem: S:a«/?

t

4. Distancia entre duas arestas opostas

A distancia d entre duas arestas opostas (J)(A)
e (B)(C) de um tetraedro regular (J)-(A)(B)(C) de
aresta a se mede pelo valor da perpendicular co-
mum (M)(N) aquelas duas arestas (numero 32).

Como (M)(N) é (Figura 143) a diagonal de
um quadrado (M)(R)(N)(S) de lado igual a metade
da aresta do sélido (nameros 105.6 e 105.9), temos
(Geometria Plana, numero 200.2):

_av?2
d_2

5. Raio da esfera tangente as arestas

a3

3
4 bl

(€)

Figura 143

Porque o diametro da esfera tangente as arestas de um tetraedro regular ¢ igual a distancia

d entre duas arestas opostas do solido (ntimero 105.12), para o calculo do raio R, dessa esfera em

fungdo da aresta a do tetraedro, temos:

2

d . _a
Rp=7 -+ |Re=773

6. Raios das esferas inscrita e circunscrita

Para o cdlculo dos raios R; e R. das esferas
inscrita e circunscrita a um tetraedro regular
()-(A)B)(C), consideremos o tridngulo isdsceles
(NM)(A), seao produzida no solido pelo plano media-
dor da aresta (B)(C) (numero 105.3), bem como o pon-
to (O) comum as alturas (])(G) e (A)(G) (Figura 144).

Porque (O) é o centro comum as duas esferas
em estudo (numero 105.12), temos (Figura 144):

(O)(G) = (0)(G) = R; e (0)(J) = (O)(A)=R,

Figura 144
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E porque os pés das alturas sdo os baricentros das faces opostas,
(M)(A) =3.(M)(G) =3.(M)(G)

Assim, os triangulos retangulos semelhantes (A)(M)(G’) e (A)(O)(G) (Figura 144)
fornecem:

(O)A) _ (M)(A) _ 3.(M)(G) _ , - -
O)G) ~ G - @) S R =3.R

Mas, designando por h a altura do tetraedro, temos:

M(G) = MO+ (0)G) -+ h=R.+R;=3R;+R;=4R,

Logo: R;= %
e R.= %

E, para calcular os raios das esferas em fun¢do do valor a da aresta do tetraedro, basta
utilizar a relacdo fundamental (niimero 106.1):

~h _ _a h:aﬁ/;:ax/g‘
NORRVEY V3 3

_a
R = 12

7. Volume

Por ser uma piramide, conforme adiante sera demonstrado (numero 157), o tetraedro
regular tem por volume a expressdo V = %, onde (B) é a drea de sua base e h sua altura.

Assim, em fun¢do do valor de sua aresta a, para o calculo do volume V de um tetrae-

dro regular, temos (niimeros 106.1 e 106.3):

4 V3
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2 3
Bh 1 a«/? ax/? . Vza«/;

Logo, V= =

33'4'@“ 12

E, em funcio de sua altura h, temos (nimeros 106.1 e 106.3):

2
b3 B:az/?:3h2,«/? 3 123
V2

3
Logo, V = Bh =1-3h2«/?-h V:h«/‘o7

107 - Observacoes

1. O centro de um tetraedro regular esta situado em cada altura do sélido a um quarto do
valor da altura, a contar de seu pé. Ou seja, a trés quartos do valor da altura, a contar
do vértice.

2. Oraio da esfera tangente as arestas de um tetraedro regular é igual a média geométrica
entre os raios das esferas inscrita e circunscrita ao solido.

De fato, temos (niimero 106.6):

e e
12

R;. R, A

R,.R_ = 64%2

R;.R_= 213‘62

R.R = (242)° (1)

E, como (ntimero 106.5):

av 2
Ra:4

Ri :(a42 )2 2)

Assim, reunindo as relagdes (1) e (2), chega-se a:
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108 - Tetraedro ortico de um tetraedro regular

Tetraedro ortico de um tetrae-
dro dado é o poliedro que tem por
vértices os pés das alturas do dado.

Porque os pés das alturas de
um tetraedro regular sdo transfor-
mados por homotetia de razao -1/3
dos vértices do solido, em relagdo ao
seu centro, conclui-se que o tetrae-
dro (J)-(A)(B)(C), értico de um te-
traedro regular dado (J)-(A)(B)(C),
é homotético do dado, na razao -1/3,
em relacdo ao centro (O), comum,
entdo, aos dois solidos (Figura 145).

Tal homotetia garante que o te-
traedro ortico é semelhante ao dado
na razdo 1/3, ou seja, que a aresta do
ortico € igual a terca parte da aresta
do dado.

109 - Observacao

A esfera inscrita num tetraedro

regular circunscreve seu Ortico.

De fato, sabe-se (numero
105.12) que os pontos de conta-
to da esfera inscrita no tetraedro
(J)-(A)(B)(C) com sua superficie sdo
os baricentros (]), (A), (B) e (C) de
suas faces, 0 que assegura sua circuns-
cri¢do ao tetraedro (T)—(K)(E)((_Z) Orti-
co do dado.

Alias, tal garantia se obtém di-
retamente ao se observar que a esfera
inscrita em (J)-(A)(B)(C) é transfor-
mada pela homotetia de centro (O) e
razdo —1/3 da esfera circunscrita ao

préprio (J)~(A)(B)(C).

GEOMETRIA EsPAciAL
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CariTuLo IX

HexAeDRO REGULAR

110 - Hexaedro regular

Comumente denominado cubo, ¢ o poliedro formado por seis faces quadradas iguais, reuni-

das trés a trés em cada vértice. Possui doze arestas, oito vértices e quatro diagonais (ntimero 102.4).

Decorre da prépria definigdo que as trés arestas que concorrem num mesmo vértice

constituem um triedro trirretangulo. E que, entdo, duas arestas do cubo s6 podem ser per-

pendiculares, ortogonais ou paralelas. Assim, duas faces do s6lido pertencem a planos para-

lelos ou perpendiculares, conforme respectivamente sejam opostas ou consecutivas.

111 - Propriedades

1. A se¢do produzida por um plano
paralelo a uma face é um quadrado
igual a face.

Porque a se¢do provém da trans-
lagdo da face paralela ao plano secante,
segundo a dire¢do perpendicular a esse
plano (Figura 147).

2. Os planos perpendiculares a uma
face produzem se¢des retangulares
ou quadradas.

Porque o plano (a), perpendicular
a face (A)(B)(C)(D), corta duas faces per-
pendiculares aquela e os segmentos (X)(Y)
e (W)(Z),assim formados (Figura 148), sao
necessariamente paralelos e iguais a aresta
(A)(R) do cubo. Assim, a se¢do (X)(Y)(Z)(W)
produzida por (o) no sélido (Figura 148)

¢, geralmente, um retangulo.

—~
Figura 147
)
iy | ©
(Y) ' 2
®
|
|
|
©)] (@)
o S s
X) = /(B)
W)
(A)
Figura 148
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Eventualmente, a se¢ao podera ser um qua- |
drado. Neste caso (Figura 149),adimensao (Y)(Z) @
iguala a aresta do cubo, o que pode acontecer em ‘
diversas situagdes, até mesmo, em caso particu-

lar, quando o plano secante é paralelo a uma das
faces (numero 111.1).

3. Todo plano que corta quatro arestas para- Tl \\\/
lelas produz, por se¢ao, um paralelogramo.

Porque o plano, cortando quatro arestas
paralelas do cubo, secciona dois pares de planos
paralelos: as faces opostas do sélido (Figura 150).

E claro que o paralelogramo secio pode
ser um retangulo (ou um quadrado), desde que

(numero 111.2) o plano secante seja perpendi-
cular a uma face do cubo.

Ainda mais, a se¢ao sera um losango quan-
do o plano secante for paralelo a uma diagonal
facial do cubo. De fato, o plano (B3), paralelo a
diagonal facial (A)(C), corta a se¢ao diagonal
(A)(C)(T)(R) segundo o segmento (X)(Z) para-
lelo a (A)(C) (Figura 151). Assim, o angulo for-
mado pelas diagonais (X)(Z) e (Y)(W) da segao
(X)(Y)(Z)(W) é reto, uma vez que, tendo um
lado paralelo a face (A)(B)(C)(D) do cubo, pro-
jeta-se reto sobre essa face. E, entdo, o parale-

logramo secdo (X)(Y)(Z)(W), por ter diagonais
perpendiculares, serd um losango (Figura 151).

Assim:

4. Todo plano que corta quatro arestas para-
lelas e que é paralelo a uma diagonal facial
produz, por se¢do, um losango.

5. Os planos formados por duas arestas pa-

ralelas opostas cortam o cubo segundo re-

tangulos cujos lados sdo duas arestas e duas

diagonais faciais e cujas diagonais sdo duas
das diagonais do sélido (Figura 152). Figura 152
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6. As quatro diagonais do cubo sdo iguais e
cortam-se mutuamente ao meio.

Porque sdo, duas a duas, diagonais dos di-
versos retangulos secdes todos iguais, note-se,
produzidos pelos planos pertencentes aos pares
de arestas opostas paralelas do cubo (Figura 153).

Tais retangulos tém lados iguais a aresta e a
diagonal facial do cubo.

7. O ponto comum as diagonais é o centro de
simetria do cubo.

Porque o ponto (O), comum as quatro dia-
gonais, ¢ o médio de qualquer segmento de reta
que o contenha e que fique limitado por duas fa-
ces opostas do solido.

De fato, sendo (r) uma reta qualquer perten-
cente ao ponto (O) e (E) e (F) seus tracos em duas
faces opostas do cubo, os tridngulos (O)(E)(A) e
(O)(F)(T), por terem os angulos respectivamente
iguais (lados paralelos) e oslados (A)(O) e (O)(T)
iguais (numero 111.6), sdo iguais (Figura 154).
Assim, (E)(O) = (O)(F), ou seja, (O) é o ponto
médio do segmento (E)(F).

O ponto (O), centro de simetria do sélido,
comumente denominado centro do cubo, tan-
to equidista dos vértices quanto das faces e das
arestas do poliedro. De fato, basta ver que a dis-
tancia de (O) a cada um dos vértices ¢ igual a se-
midiagonal do cubo (Figura 155); que a distancia
de (O) a cada uma das faces é igual a metade da
aresta do cubo (Figura 156) e que a distancia de
(O) a cada uma das arestas ¢ igual a semidiago-
nal facial do cubo (Figura 157).

Tais equidistancias do centro do cubo aos
vértices, as faces e as arestas garantem as existén-
cias de uma esfera circunscrita (Figura 155), de
uma esfera inscrita (Figura 156) e de uma esfera
tangente as arestas do sdlido (Figura 157).

Figura 156
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E porque o ponto (O) é o centro dessas trés
esferas, vem que:

8. A esfera circunscrita, a esfera inscrita e a es-
fera tangente as arestas de um cubo sdo con-
céntricas, sendo o centro comum o proprio
centro do sdlido.

Cabe ressaltar que a esfera tangente as arestas
do cubo ¢é secante as suas faces, cortando-as segun-
do os circulos nelas inscritos (Figura 157).

9. Os extremos nao comuns de trés arestas relati-
vas a um mesmo vértice formam um triangulo
equilatero cujo centro pertence a diagonal do
cubo relativa aquele vértice e cujo plano é per-
pendicular aquela diagonal.

De fato, o triangulo - (S)(U)(C) na Figura 158
— ¢ equilatero porque seus lados sao diagonais faciais
do cubo. E porque os pontos (A) e (T) equidistam
dos vértices do triangulo (S)(U)(C), a reta a que
pertence a diagonal (A)(T) do cubo contém o cen-
tro (G) do tridngulo e é perpendicular ao seu plano,
porque (A)(T) é o eixo do triangulo (S)(U)(C).

10. Os dois planos perpendiculares a uma diago-
nal formados pelos vértices ndo comuns das
arestas que concorrem nos extremos dessa
diagonal dividem-na em trés partes iguais.

Sejam (A)(T) a diagonal considerada e (S)(U)(C)
e (D)(B)(R) os dois tridngulos equilateros formados
pelos extremos ndo comuns das arestas relativas aos
vértices (A) e (T) (Figura 159).

Porque a diagonal facial (B)(D) equidista dos
vértices (A) e (C), temos (Figura 159): (A)(J) = ()(G).
E porque a diagonal facial (S)(U) equidista dos vérti-
ces (R) e (T), temos (Figura 159): (J)(G) = (G)(T).

Assim, (A)(]) = )(G) = (G)(T), isto é, os pla-
nos dos triangulos equilateros (D)(B)(R) e (S)(U)(C)
dividem a diagonal (A)(T) a que sao perpendicula-

res em trés partes iguais.
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11. Os planos perpendiculares a uma
diagonal do cubo cortam o sélido
segundo triangulos equildteros
ou hexagonos equiangulos.

Todos os planos perpendiculares auma
diagonal (A)(T)deumcubo(A)(B)(C)(D)-
(R)(S)(T)(U) que atingem essa diagonal
em suas tercas partes extremas, isto €, entre
(A) e (J) ou entre (T) e (G) (Figura 160),
cortam o cubo segundo triangulos equi-
lateros. Porque as segdes assim obtidas
sao homotéticas do triangulo equilatero
(B)(D)(R), em relagdo ao vértice (A), ou
do tridngulo equilatero (S)(U)(C), em re-
lagdo ao vértice (T) (Figura 160).

Todos os planos perpendiculares
a diagonal (A)(T) que a atingem em sua
terca parte central, isto é, entre os pon-
tos (J) e (G), produzem, por segdes, he-
xagonos equiangulos (Figura 161).

De fato, cada um destes planos
secciona o triedro trirretangulo formado
pelas arestas relativas ao vértice (T) se-
gundo um triangulo (§)(G)(E) homoté-
tico de (S)(U)(C), logo equilatero (Figu-
ra 162) como este. E como (g), (I_J) e ((_3)
pertencem a prolongamentos das arestas
do cubo, a se¢ao que cada um dos planos
considerados produz no cubo é um he-
xagono inscrito no triangulo equilatero
(§)(I_J)((_3), com lados opostos paralelos
(Figura 162), logo equiangulo.

Cumpre, ainda, observar que to-
dos os hexagonos equiangulos segdes,
assim obtidos, sdo isoperimetros com
os triangulos equilateros (S)(U)(C) e
(D)(B)(R).

Figura 162
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De fato, como paralelas entre paralelas, temos
(Figura 163):

(Z)(Y) + (Y)(C) = (U)(C)

E porque o triangulo (X) (Y)(C) é equilatero,
vem:

(Y)(C) = (V)(X)
Logo, (Z)(Y) + (Y)(X) = (U)(C)

Como o hexdgono equiangulo se¢do ¢ inscri-
tivel num tridngulo equilatero, seus lados sao iguais
trés a trés (Figura 163). Assim, seu perimetro é:

2p =3 (2)(Y) + 3 (Y)(X) = 3 (U)(C)

Igual, portanto, aos perimetros dos triangulos
equilateros (S)(U)(C) e (B)(D)(R).

No caso particular em que o plano secante é o me-
diador de uma diagonal (A)(T) do cubo (Figura 164),
porque o plano é também o mediador do segmento
(J)(G), ele equidista dos planos dos triangulos equilate-
ros (S)(U)(C) e (B)(D)(R), cortando, pois, ao meio, as
seis arestas do cubo que ndo concorrem em nenhum
dos dois extremos da diagonal considerada (A)(T).

Assim, o hexagono se¢do, além de equidngulo,
é, neste caso particular, também equilatero, ja que
todos os seus lados valem a metade da diagonal fa-
cial do cubo (Figura 164).

E, sendo equilatero e equiangulo, o hexagono
secao (Figura 164) é regular.

Logo:

12. O plano mediador de uma diagonal do cubo
produz, por se¢io, um hexagono regular de lado
igual a metade da diagonal facial do sélido.

Os vértices do hexagono regular secao sdo os
pontos médios das arestas do cubo reversas a diago-
nal considerada (Figura 165) e seu centro é o pro-
prio centro do cubo.
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13. Quatro vértices alternados do cubo sao
vértices do tetraedro regular inscrito no
cubo.

Porque todas as faces do tetraedro ins-
crito sdo triangulos equilateros (Figura 166).

Ainda mais:

14. As arestas do tetraedro regular inscrito
num cubo sdo diagonais faciais do cubo.

15. A altura do tetraedro regular inscrito
num cubo ¢ igual aos dois ter¢os da dia-
gonal do cubo.

Porque (numero 111.10)

(AXG) = 2~ (A)(T) (Figura 166).

16. A esfera circunscrita a um hexaedro re-
gular é também circunscrita ao tetrae-

dro regular inscrito nesse cubo.

17. A esfera inscrita no cubo ¢ tangente as
arestas do tetraedro regular nele inscrito.

Porque (Figura 167) os pontos médios das
arestas do tetraedro sio centros de faces do cubo.

18. O contorno da projegdao ortogonal de
um cubo sobre um plano paralelo a uma

de suas faces ¢ um quadrado igual a face
do sdlido.

Porque se a face (A)(B)(C)(D) do cubo
(A)(B)(C)(D) - (R)(S)(T)(U) é paralela ao pla-
no (m), de projegdo, as arestas (A)(R), (B)(S),
(C)(T) e (D)(U) sao perpendiculares a (m),
obrigando a superposi¢do das projecdes, em
verdadeira grandeza, das faces (A)(B)(C)(D) e
(R)(S)(T)(U) (Figura 168).

19. O contorno da projegdo ortogonal de
um cubo sobre um plano perpendicular
a uma de suas diagonais ¢ um hexdgono
regular.

Figura 166

Figura 168
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Sendo (A)(T) a diagonal do
cubo (A)B)(C)(D) - R)(S)(T)(U)
perpendicular ao plano (m),
de projecdo, os triangulos
(B)(D)(R) e (S)(U)(C), perten-
centes a planos perpendiculares
a (A)(T) (namero 111.9), proje-
tam-se em verdadeira grandeza
sobre () (Figura 169).

Como as projegdes de (A)
e de (T) sobre (1) coincidem, o
contorno da projecdo é hexago-
nal (Figura 169).

E porque as projegaes, so-
bre (nt), dos outros seis vértices
formam, trés a trés, dois triangu-
los equilateros BDR e SUC iguais,
com lados paralelos e inscritos
num mesmo circulo, o hexagono
BCDURS, contorno da projegao,
é regular (Figura 169).

Para a determinacao gra-
tica (Figura 170) do raio r do
circulo circunscrito ao contor-
no hexagonal regular BCDURS,
basta utilizar o triangulo retan-
gulo (A)(C)(T) (Figura 169)
cujos catetos sao respectiva-
mente iguais a aresta e a diago-
nal facial do cubo.

A hipotenusa (A)(T) mede
a diagonal do cubo e a altura
(C)(G), relativa a hipotenusa,
mede o raio r do circulo cir-
cunscrito ao contorno, confor-

me indica a Figura 170.
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112 - Relagbes métricas

1. Relacao fundamental

Designando respectivamente por a, d e D
a aresta, a diagonal facial e a diagonal do cubo,
temos (Geometria Plana, namero 200.2):

d=av2 (1)

E mais (Figura 171):

2 2 2 2 2 2
D =d +a =2a +a =3a
D=av3 )

Reunindo (1) e (2), vem:

a

_d _ D
L V2 W3

Figura 171

Tal relagao, basica no estudo do cubo, se enuncia: a aresta, a diagonal facial e a diago-

nal de um cubo sdo diretamente proporcionaisa 1,42 e

2. Escala grafica

A proporgdo, que constitui a relacdo fun-
damental para o cubo, possibilita a construgio
de uma escala gréfica para o poliedro, median-
te a qual é imediato determinar graficamente os
valores de duas quaisquer das trés grandezas en-
volvidas, a partir do conhecimento da terceira.
A construgao (Figura 172) da escala se faz arbi-

trando um valor k e determinando os segmen-

tos representativos de k2 e k3.
3. Area total

A drea total S; do cubo é, evidentemente,
igual ao séxtuplo da drea da face do sélido.

Assim, sendo a a aresta do cubo, temos:

2

Figura 172
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4. Distancia entre duas arestas opostas

Duas arestas opostas de um cubo
(A)B)(C)(D) - (R)(S)(T)(U) podem ser (B)
paralelas, como (A)(R) e (C)(T), ou ortogo- (A(C)
nais como (A)(R) e (S)(T) (namero 110). E =
as distancias d; e d, entre elas (Figura 173)
sdo respectivamente iguais a diagonal facial
e a aresta do cubo.

Assim, d, = a4/2_| T d,

e d,=a R) T
2 \/(T)

5. Raios das esferas inscrita, circunscri- (V)

ta e tangente as arestas Figura 173

Os raios R; da esfera inscrita, R, da
esfera tangente as arestas e R__ da esfera circunscrita a um cubo sdo (nimero 111.7) respecti-
vamente iguais as metades da aresta, da diagonal facial e da diagonal do sélido.

Assim temos: Ri = g
av' 2
R, = >
av' 3
R = >
6. Volume

Por ser um prisma, o volume de um cubo de aresta a se escreve (nimero 141):

V=@B)h=a .a

3
V=a

E, se em fun¢do de sua diagonal facial d ou de sua diagonal D (numero 112.1):

V:(Lf V= d3

V2 w2

eve(-R ). |yo D

3 34/3°
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CariTuLo X

OcTAEDRO REGULAR

113 - Octaedro regular

E o poliedro formado por oito faces triangulares equildteras iguais, reunidas quatro a quatro

em cada vértice (Figura 174). Possui doze arestas, seis vértices e trés diagonais (niumero 102.2).

114 - Propriedades

1. Os pontos médios das arestas de
um tetraedro regular sdo os vér-
tices do octaedro regular inscrito
no tetraedro.

Porque todas as arestas do poliedro
inscrito sdo iguais a metade da aresta do
tetraedro (Figura 175). E, assim, as faces
do poliedro inscrito sdo triangulos equi-
lateros iguais, reunidos quatro a quatro
em cada vértice. Por isso (numero 113),
tal poliedro é um octaedro regular.

2. As diagonais do octaedro regular sao
iguais, perpendiculares duas a duas e
cortam-se mutuamente ao meio.

Porque as trés diagonais do octae-
dro sdo (Figura 175) as perpendiculares
comuns aos trés pares de arestas opos-
tas do tetraedro regular circunscrito ao
octaedro, para as quais aplicam-se tais
propriedades (nimero 105.10).

Dai decorrem as seguintes pro-
priedades para os octaedros regulares:

Figura 174

Figura 175
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3. Os oito triedros formados pelas diago-
nais sdo trirretangulos (Figura 176).

4. Os trés planos diagonais sdo perpendi-
culares dois a dois (Figura 176).

5. As seg¢des produzidas pelos planos dia-
gonais sao quadrados de lados iguais a
aresta do octaedro (Figura 176).

6. As faces opostas pertencem a planos
paralelos.

De fato, porque as se¢oes diagonais sao
quadrados, as arestas pertencentes a duas fa-
ces opostas sdo respectivamente paralelas (Fi-
gura 177).

7. O ponto comum as diagonais ¢ o centro
de simetria do octaedro.

Porque o ponto (O), comum as trés diago-
nais do sélido, é o médio de qualquer segmento
de reta que o contenha e que fique limitado por
duas faces opostas do octaedro (Figura 178).

De fato, sendo (r) uma reta qualquer
pertencente ao ponto (O) e (E) e (F) seus tra-
¢os em duas faces opostas do octaedro regular
()-(A)(B)(C)(D)-(S) (Figura 178), os trian-
gulos (J)(O)(E) e (S)(O)(F), por terem os an-
gulos respectivamente iguais (lados parale-
los) e os lados (J)(O) e (O)(S) iguais (nimero
114.2), sao iguais.

Assim, (E)(O) = (O)(F), ou seja, (O) é o
ponto médio do segmento (E)(F).

O ponto (O), centro de simetria do s6-
lido - comumente denominado centro do
octaedro -, tanto equidista dos vértices quan-
to das faces e das arestas do poliedro.
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Tais equidistancias garantem as exis-
téncias de uma esfera circunscrita (Figura
179), de uma esfera inscrita (Figura 180) e
de uma esfera tangente as arestas do octae-
dro (Figura 181).

E porque o ponto (O) é o centro
dessas trés esferas, vem que:

8. A esfera circunscrita, a esfera inscri-
ta e a esfera tangente as arestas de
um octaedro regular sdo concéntri-
cas, sendo o centro comum o proé-
prio centro do sdlido.

De fato, porque a superficie da
esfera circunscrita ao octaedro regular
tem de conter todos os seus seis vértices
(Figura 179), seu centro ha que equi-
distar de todos eles, devendo, por isso,
coincidir com o proéprio centro do soli-
do (Figura 179).

Analogamente, porque a esfera ins-
crita no octaedro regular deve ser tangente
a todas as suas oito faces, seu centro, por
ter que delas equidistar, tem de ser o centro
do poliedro (Figura 180).

Finalmente, para ser tangente a todas
as oito arestas do octaedro regular, a esfe-
ra a elas tangente tem que ter por centro
0 unico ponto delas equidistante, que é o
centro do solido (Figura 181).

Os raios dessas trés esferas terdao
seus calculos desenvolvidos adiante (nu-
mero 115.6).

Cabe ressaltar que a esfera tangente
as arestas do octaedro € secante as suas fa-
ces, cortando-as segundo os circulos ne-
las inscritos (Figura 181).

Figura 180

Figura 181
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9. Todo plano perpendicular a uma
diagonal produz, por se¢do, um
quadrado.

Porque a se¢ao assim obtida é ho-
motética do quadrado se¢do produzido
por um plano diagonal em relagdo a um
dos outros dois vértices do sélido (Fi-
guras 182 e 183).

10. Todos os planos pertencentes a
uma diagonal seccionam o sélido
segundo losangos (ou, eventual-
mente, quadrados).

De fato, os planos pertencentes a
uma diagonal (J)(S) cortam o plano dia-
gonal (A)(B)(C)(D) segundo segmentos
(X)(Y) perpendiculares a (J)(S) (ntimero 21).

E como (J)(S) e cada um dos
segmentos (X)(Y) tém o mesmo pon-
to médio — o centro (O) do sdlido —, as
secdes produzidas sdo losangos (Figura
184) ou, eventualmente, dois quadra-
dos: as secoes diagonais (J)(A)(S)(C) e
(MH(B)(S)(D) (ntimero 114.5).

Quando, em posi¢do particular,
o plano secante, pertencente a (])(S),
¢ perpendicular a uma das arestas or-
togonais a (J)(S), como (A)(B), e tam-
bém (C)(D), na Figura 185, o losango
(NMM)(S)(N) determinado por se¢do no
poliedro tem dimensdes particulares,
motivo pelo qual esta secdo é das mais im-
portantes no estudo do octaedro regular.

De fato, porque (M) e (N) sao
os pontos médios das arestas (A)(B) e
(C)(D), o plano secante é o mediador
da aresta (A)(B) - e também de (C)(D)
(Figura 185).
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11. O plano mediador de uma ares-
ta produz, por se¢do, um losango
cujas diagonais medem a aresta e
a diagonal do octaedro.

Ainda mais, o centro do losango se-
¢do é o proprio centro (O) do sélido; os
lados da secao sdo alturas dos tridngulos
faces atingidos e seus angulos internos
obtusos - iguais — (ﬂ\/[) e (I/\\I) (Figura 185)
medem o retilineo do diedro do octaedro.

12. Os diedros do octaedro e do tetra-
edro regulares sio suplementares.

De fato, considerando um tetrae-
dro regular e o octaedro regular nele ins-
crito (numero 114.1), o plano mediador
da aresta (A)(B) do octaedro é também o
mediador da aresta (A)(B) do tetraedro,
cortando, pois, o tetraedro segundo um
triangulo isdsceles (J)(M)(C) (numero
105.3) e o octaedro segundo um losango
(M)(M)(N)(N) (ntimero 114.11), inscri-
to naquele triangulo (Figura 186).

Assim, os retilineos . e /[3\ dos die-
dros do octaedro e do tetraedro, sendo
angulos consecutivos de um losango
(Figuras 186 e 187), sao suplementares.

13. Os planos pertencentes a apenas
uma aresta seccionam o solido se-
gundo trapézios isdsceles.

De fato, todo plano (o) pertencen-
te a apenas uma aresta (A)(B) de um oc-
taedro regular (J) - (A)(B)(C)(D) - (S)
corta uma das faces paralelas a (A)(B)
segundo um segmento (E)(F) paralelo
a (A)(B) e necessariamente menor que
(A)(B) (Figura 188). Por isso, a se¢do
produzida é um trapézio (A)(B)(F)(E).

Figura 186
()
(M) (N)
P / ©)
N)
Figura 187
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E porque os extremos de cada um desses
dois segmentos sdo simétricos em relagao ao
plano mediador da aresta (A)(B), o trapézio
secao (A)(B)(F)(E) (Figura 188) é isdsceles.

De um modo mais geral, mesmo que
o plano secante ndo pertenca a uma aresta e
sim seja paralelo a apenas duas arestas para-
lelas do octaedro, desde que ele corte apenas
quatro arestas do sdlido e seja obliquo as dia-
gonais do sdlido, a se¢do por ele produzida
ainda é um trapézio isdsceles.

De fato, sendo (o) um plano paralelo as
arestas — opostas e paralelas — (A)(B) e (C)(D)
de um octaedro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S)
e obliquo as suas diagonais, os segmentos
(X)(Y) e (Z)(W) segundo os quais (o) corta
as faces (J)(A)(B) e (J)(C)(D) sao paralelos e
necessariamente desiguais (Figura 189), ten-
do, cada um deles, os extremos simétricos em
relacdo ao plano mediador de (A)(B).

Por isso:

14. Todos os planos paralelos apenas a duas
arestas paralelas e secantes a apenas
quatro arestas e obliquos as diagonais
de um octaedro regular cortam o sélido
segundo trapézios isdsceles.

15. Os planos paralelos a duas faces opostas
cortam o octaedro segundo hexagonos
equiangulos e isoperimetros com as fa-
ces do sdlido.

Consideremos um plano (a) paralelo as
faces opostas (J)(A)(B) e (S)(C)(D) do octa-
edro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S) e obser-
vemos que ele corta apenas as seis arestas do
poliedro ndo pertencentes a nenhuma daque-
las duas faces. Por isso a secao produzida por
(o) € hexagonal (Figura 190).
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Como os lados opostos da se¢do perten-
cem a faces opostas do sélido, conclui-se que
o hexagono se¢do tem lados opostos parale-
los. E mais, porque cada angulo externo do
hexagono ¢é agudo com lados respectivamente
paralelos a duas arestas de uma face do po-
liedro (Figura 190), todos os angulos exter-
nos da se¢do valem 60°, isto é, o hexdgono ¢
equidngulo.

Assim, o hexdgono se¢do ¢ inscritivel
num tridngulo equildtero (T)(E)(I_)) (Figura
191), tendo, pois, seus lados trés a trés iguais.
E os triangulos equilateros (J)(X)(Y) e (A)(Y)(Z)
(Figura 191) permitem escrever:

(X)(Y) = ()(Y)
(Y)(Z) = (Y)(A), que, somados, dao:

X)(Y) + (V)(Z) = DY) + (Y)(A) = ()(A)
E, entdo, o perimetro 2p da secdo é:

2p = 3(X)(Y) + 3(V)(2) = 3(J)(A),
igual, portanto, ao perimetro de uma qual-
quer das faces do octaedro.

Assim, quando um plano secante a um
octaedro regular (J) - (A)(B)(C)(D) - (S) se
desloca, mantendo-se paralelo a duas faces
opostas (J)(A)(B) e (B)(C)(D), as se¢des pro-
duzidas sao hexagonos equiangulos de forma
variavel (Figura 192), mas de perimetro cons-
tante e igual ao da face do sélido.

No caso particular em que o plano se-
cante é equidistante de duas faces opostas,
porque os vértices da se¢ao sdo os pontos mé-
dios das arestas atingidas, o hexdgono, além
de equiangulo, é equilatero, porque todos os
seus lados valem a metade da aresta do sélido,
(Figura 193). Logo, regular.

()
(Y)
>0
/ @)
Y
(S)
Figura 191

\;/

Figura 192

N

Figura 193
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Assim:

16. A sec¢do produzida pelo plano equidistante de
duas faces opostas ¢ um hexdgono regular de
lado igual & metade da aresta do octaedro.

O centro da segdo ¢, evidentemente, o proprio
centro (O) do octaedro (Figura 193).

17. O pé da perpendicular a uma face, tracada pelo
centro do octaedro, é o centro dessa face.

Porque o triedro (O)-(J)(A)(B) ¢é trirretangulo,
o pé - (G) - da perpendicular (O)(G) (Figura 194),
tracada do centro (O) do octaedro a face (J)(A)(B), é
(nimero 76) o ortocentro dessa face.

E como o triangulo (J)(A)(B) é equilatero, seu
ortocentro (G) é também baricentro, circuncentro
e incentro.

18. Os centros de duas faces opostas do solido defi-
nem um segmento perpendicular a essas faces.

Os centros (G) e (G’) de duas faces opostas
(Figura 195) sdo, em verdade, simétricos em relagao
ao centro do sélido.

19. Os centros de quatro faces relativas a um mes-
mo vértice do solido sao vértices de um qua-
drado de lado igual a um terco da diagonal do
octaedro.

Como os centros das quatro faces que for-
mam um vértice (J) do solido equidistam desse vér-
tice, eles pertencem a um plano (a) perpendicular
a diagonal (J)(S) cuja distancia a (J) é igual aos dois
tercos da distancia de (J) ao centro (O) do sdlido
(Figura 196).

A sec¢do que (a) produz no octaedro é, entdo
(numero 114.9), um quadrado (X)(E)((_Z)(l_)) ho-
motético de (A)(B)(C)(D), em relagdo ao vértice
(J), na razao 2/3 (Figura 196). Assim, a diagonal da
se¢do (K)(E)((_D)(I_)) ¢ igual aos dois tercos da dia-
gonal do octaedro.
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E como os centros (E), (F), (G) e (H)
das faces que formam (J) sdo os pontos mé-
dios dos lados do quadrado (J_X)(I_%)(E)(I_)), con-
clui-se que eles definem um outro quadrado
(E)(F)(G)(H) (Figura 197) cujo lado (F)(G) vale:

(F)(G) =5~ (A)(C) =53 (A)(C)

(F)G) = 5 (A)(C)

20. Os centros das faces de um octaedro regular
sdo vértices de um cubo cuja aresta é igual a
um ter¢o da diagonal do octaedro.

Porque o poliedro inscrito no octaedro é for-
mado (nimero 114.19) por seis faces quadradas
iguais, reunidas trés a trés em cada vértice (nume-
ro 110). E porque os lados desses quadrados valem
(nimero 114.19) um ter¢o da diagonal do octae-
dro (Figura 198). E como cada diagonal do cubo
¢ um segmento formado pelos centros de duas fa-
ces opostas do octaedro, conclui-se que (nimero
114.18) (Figura 199):

21. A esfera inscrita num octaedro regular cir-
cunscreve o cubo que tem por vértices os
centros das faces do octaedro.

22. Os centros das faces de um cubo sdo vértices
do octaedro regular inscrito no cubo.

Os centros das faces de um cubo, relativas a
um de seus vértices — (I), na Figura 200 -, sao os
pontos médios dos lados do tridngulo equilatero
(X)(Y)(Z) formado (nimero 111.9) pelos extre-
mos ndo comuns das arestas do cubo relativas
aquele vértice (Figura 200). Por isso, os centros
(A), (B) e (C) daquelas trés faces definem um tri-
angulo equilatero.

D) (E) (A)
(H) (F)
© ©) (B)
Figura 197

Figura 198

Figura 199

Figura 200
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Entdo, o poliedro que tem por vértices os cen-

tros das faces do cubo, sendo formado por oito tri-

angulos equildateros iguais, reunidos quatro a quatro

em cada vértice é (numero 113) um octaedro regular
(Figura 201).

E porque os centros das faces do cubo sao

(nimero 111.13) os pontos médios das arestas

de um dos dois tetraedros regulares inscritos no

cubo, é imediato (numero 114.1) concluir que (Fi-
gura 202):

23.

Um octaedro regular inscrito num cubo, tendo
por vértices os centros de faces do cubo, é tam-
bém inscrito no tetraedro regular inscrito no
cubo, tal como mostra a Figura 202.

Decorrem, prontamente, as seguintes

propriedades:

24.

25.

26.

27.

28.

A aresta do octaedro regular inscrito num cubo,
tendo por vértices os centros das faces do cubo,
¢ igual a metade da diagonal facial do cubo.

A diagonal do octaedro regular inscrito num
cubo, tendo por vértices os centros das faces do
cubo, ¢ igual a aresta do cubo (Figura 201).

A esfera inscrita num cubo circunscreve o oc-

taedro regular inscrito no cubo (Figura 203).

A esfera circunscrita ao octaedro regular ins-
crito num tetraedro regular ¢ tangente as ares-

tas do tetraedro.

A esfera inscrita num tetraedro regular é tam-
bém inscrita no octaedro regular inscrito no
tetraedro (Figura 204).
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29. O contorno da proje¢do or-
togonal de um octaedro re-
gular sobre um plano per-
pendicular a uma de suas
diagonais ¢ um quadrado
igual a segdo diagonal do
sélido.

De fato, sendo (J)(S) a dia-
gonal perpendicular ao plano (m)
(Figura 205), a secdo diagonal
quadrada (A)(B)(C)(D), perten-
cendo a um plano perpendicular
a diagonal (J)(S), projeta-se em
verdadeira grandeza sobre (m)
(Figura 205).

Assim, porque a projecdo de
(J)(S) sobre (m) é o proprio centro
do quadrado ABCD, este quadra-
do, de lado igual a aresta do sélido,
¢ o contorno de sua projecao sobre

(m).

30. O contorno da proje¢do or-
togonal de um octaedro re-
gular sobre um plano per-
pendicular a uma de suas
arestas é um losango cujas
diagonais medem a aresta e
a diagonal do solido.

Porque as projegoes das duas
arestas (A)(B) e (C)(D), perpendi-
culares a (), reduzem-se a pontos
e porque o losango (J)(M)(S)(N)
(numero 114.11), se¢do produzida
pelo plano mediador daquelas duas
arestas, projeta-se em verdadeira
grandeza sobre () (Figura 206).

Figura 205

Figura 206
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31. O contorno da proje¢do ortogonal de um octaedro regular sobre um plano paralelo a
uma de suas faces ¢ um hexagono regular.

A face (J)(A)(B), paralela
ao plano (m), e a que lhe é oposta, )

(S)(C)(D), projetam-se em verda-
deira grandeza sobre (m) (Figura
207). E porque os centros (G) e (G’)
dessas faces definem um segmen-
to perpendicular a (m) (nimero
114.18), suas projecdes G e G’ sobre

(m) coincidem.

Assim, os triangulos equildte-

ros JAB e SCD,alémdeseremiguaise
terem lados respectivamente parale-

los, possuem o mesmo centro G=G’

(Figura 207) e inscrevem-se num

mesmo circulo, obrigando que o C S

contorno da projecao ortogonal do B (m)

octaedro sobre () seja um hexago-
no regular JCBSAD (Figura 208).

Figura 207
O dimensionamento do contorno da proje¢do ¢ imediato, pois o circulo circunscrito
ao hexagono regular é igual ao que circunscreve a face do poliedro.

Em verdade, o circulo circunscrito ao hexagono regular JCBSAD, contorno da proje-
¢do do solido sobre (m), é a projecao, em verdadeira grandeza, dos circulos circunscritos as
faces (J)(A)(B) e (S)(C)(D), paralelas a (m).

D
/\ D
J A

+G

1
@

ka2

C S k
\/ e a

B

Figura 208 Figura 209
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115 - Relag6es métricas
1. Relacao fundamental

Designando respectivamente por a e D a aresta e a diagonal do octaedro regular,
porque D é a diagonal de um quadrado de lado a (nimero 114.5), temos:

D=a«/2_|

2. Escala grafica

A escala grafica do octaedro regular, mais simples que as do tetraedro regular e do
cubo, é de dupla entrada (Figura 209), traduzindo graficamente a relacao fundamental do
octaedro regular. Sua construgao ¢ imediata (Figura 209) e seu emprego se faz por homotetia.

3. Area total

A drea total S; de um octaedro regular de aresta a ¢, evidentemente, igual ao 6ctuplo
da area da face do sélido.

Assim, temos:

2
2
S,=8 a3 S =2av/3’

3
4

4. Distancia entre duas faces opostas

A distancia d entre duas faces opostas de
um octaedro regular de aresta a se mede pelo
valor do segmento formado pelos centros (G) e
(G’) dessas faces (nimero 114.18), ou seja, pela
diagonal do cubo inscrito no octaedro (nimero
114.20).

Assim, porque (nimero 114.20) a aresta
do cubo ¢ igual a terca parte da diagonal D do

octaedro, podemos escrever (Figura 210):

d=a’«/?:%«/?
d=2 2 @ . d= a«/g

3 o 3

Figura 210

5. Distancia entre duas arestas paralelas

Duas arestas opostas de um octaedro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S) podem ser parale-
las, como (A)(B) e (C)(D), ou reversas, como (A)(B) e (J)(D) (Figura 211).
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A distancia d; entre asarestas paralelas (A)(B) e (C)(D) se
mede, evidentemente, no proprio plano diagonal (A)(B)(C)(D)
(Figura 211) por uma perpendicular (A)(D) as duas arestas.

Assim, a distancia d; ¢ igual a propria aresta a do sélido.

E,paraobteradistanciad, entreduasarestasreversas (A)(B)
e (J)(D), observemos que, porque (A)(B) é paralela a face
(N(C)(D), d, ¢ a prépria distancia (M)(L) de (A)(B) ao plano
da face (J)(C)(D) (Figura 212), ou ainda, a distancia (G)(Q)
entre as faces opostas (S)(A)(B) e (J)(C)(D) (ntiimero 115.4).

Assim, dy=a d, = a 36

6. Raios das esferas inscrita, circunscrita e tangente as arestas

Os raios R; da esfera inscrita, R da esfera circunscrita
e R, da esfera tangente as arestas de um octaedro regular de
aresta a sdo respectivamente iguais as metades da distancia
d entre duas faces opostas (niimero 115.4), da diagonal D do

sdlido (nimero 115.1) e da distancia d; entre duas arestas
opostas paralelas (numero 115.5).

Assim, temos: R; = a 66 ¢ > a 2

7. Volume

Por ser a soma de duas pirdmides regulares iguais, de base comum - o quadrado
(A)(B)(C)(D) de lado igual a aresta a do sélido - e de alturas iguais @ metade de sua diago-
nal (J)(S), (Figura 212), o volume V de um octaedro regular se escreve:

_ B.h _ 2 2a
V—2-—3 =3 -a

2
2

Ou seja, V=

E, em fun¢ao de sua diagonal D (nimero 115.1):

Ou entao, V=
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CariturLo Xl

DODECAEDRO REGULAR

116 - Dodecaedro regular

E o poliedro formado por doze faces pentagonais regulares reunidas trés a trés em cada
vértice. Possui trinta arestas, vinte vértices e cem diagonais (Figura 213), conforme demons-
trado no item 102.5.

117 - Propriedades

1. Porque seus numeros de faces e de vértices

sdo, respectivamente, iguais aos de vértices
e de faces do icosaedro regular (nimero
102.3), o dodecaedro regular é conjugado
do icosaedro regular (nimero 97).

2. A soma dos angulos internos de todas as
faces ¢ igual a 72 retos, porque (nimero
92) temos:

Si:(A—F)4r:(30— 12) 4r = 72r
Figura 213

3. A soma dos dngulos externos de todas as
faces é igual a 48 retos.

De fato (niimero 93), temos:

Se =F4r = 12.4r = 48 retos

4. Porque as faces pentagonais grupam-se
trés a trés em cada vértice, hd a formagao
em qualquer deles de tetraedros iguais,

tendo por faces laterais tridngulos isos-
celes com dois lados iguais as arestas do
solido e, por bases, triangulos equilate-

ros, com lados iguais as diagonais dos
pentagonos faces (Figura 214). Figura 214
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118 - Area total

A area total de um dodecaedro regular é, naturalmente, igual a doze vezes a area de
qualquer de suas faces.

Sabe-se (Geometria Plana, nimero 291) que, em fungdo do raio R do circulo que o
circunscreve, o lado /5 e o apétema a; do pentdgono regular convexo sdo:

l5= 5 V10-2v5" e ag= R W54

Porisso, para calcular a5 em fung¢io de /5, basta dividir as expressdes, acima, obtendo-se:

A (R/4) W5+ 1)
s (r2)V10-24/5

3B 1 A5+l

s 2 Jio-245

Donde, a5 = V541 s
24/10 - 24/5

Entdo, a drea S de um pentdgono regular, em fungio de seu lado /s, serd (Geometria
Plana, nimero 314):

5¢ 5 V541
52_5.35:_.g5. ls
2 2 ( 10 - 24/5 )
2
ou S = % . L . 65
10 - 24/5
Designando por a a aresta de um dodecaedro regular, sua drea total S, sera:
2
S, =12-S=12 % Al a
10 - 245
S.- 15 . W5+1). /10 + 245 L
t = ; :
V10-24/5 . /10 +24/5
o _15. V50+10v5 + V104205 2
‘ V100 - 20
o _15. ¥50+10v5 +¥10+ 245 2
t_ . . a
44’5

' - 2

Si=20 . [V50v5450 + V1045410 ] a
2
Desenvolvendo a expressdo, vem: | S, = 3425 + 10 V5. a
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119 - Volume

O dodecaedro regular pode ser decomposto em um cubo e seis poliedros iguais (Fi-
guras 215 e 216).

Observe-se que as arestas do cubo sao diagonais das faces do dodecaedro e que os seis
poliedros iguais sdo troncos de prismas triangulares que tém uma aresta lateral igual a do
dodecaedro e outras duas iguais a diagonal da face deste sélido.

<>

Figura 215 Figura 216

O volume do dodecaedro serd, entdo, igual a soma do volume desse cubo com o séxtu-
plo do volume de cada um dos seis troncos de prismas triangulares formados (Figura 216).

Passemos, entdo, a calcular os volumes desses solidos em que o dodecaedro foi decomposto.

Paratanto, designemos por
a suaarestae por d suadiagonal
facial e estudemos um dos seis
troncos de prismas triangulares
(A)(B)(C)—(D)(E)(F), na Figura
217.

Observemos (Figuras 215,
216e217) queatace (B)(C)(D)(E)
do tronco é também uma face
do cubo, um quadrado, portan-
to, com lados iguais a diagonal d

do pentagono face e que a aresta

Figura 217

(A)(F) é uma das arestas a do
dodecaedro.
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Os planos que contém os vértices (A) e (F) e que sdo perpendiculares as arestas laterais
do tronco produzem as seg¢oes (A)(R)(S) e (F)(T)(U), (Figura 217), que decompdem o tronco
em um prisma triangular reto (A)(R)(S) - (F)(T)(U) e em duas piramides quadrangulares
iguais (A) - (B)(C)(R)(S) e (F) - (D)(E)(U)(T).

Como estabelecemos:

(A)F) =a e (C)(D) = d,vem

(Q®) = (D) = B)S) = (VE) = T2 (1)

Para calcular a altura (A)(H) = h das duas piramides quadrangulares, o triangulo
retangulo (A)(H)(S) (Figura 218) da:

2 2 2

(A)(H) =(A)S) - (S)(H) (2)

E o triangulo retangulo (A)(S)(B) (Figura 217), por sua vez:
2 2 2

(A)(S) =(A)B) - (B)(S) (3)

Levando (3) a (2) e utilizando (1), vem:

(A)H) = (A)B) - B)(S)- (S)(H) ou:
2 2 [d-a\2 [ d\2
h=a - (S52) - ()

R)

| d

2 2
5 5 2 2 2
Weg _d +a4—2ad_ 511
2 2 2 2
h2_ 4a -d -a +2ad-d
N 4
2 2
hz— 3a -2d +2ad
a 4
2 32 d(d-a)
a —-a
h = 4 - 2 (4) Figura 219

Mas, como a diagonal facial d é olado do pentagono regular estrelado inscrito no mes-
mo circulo que o pentagono convexo regular, observando a Figura 219, nota-se a igualdade
dos angulos @ e B, que subtendem o mesmo arco IML, assegurando a semelhanca dos tri-

angulos IZ] e ILK, permite anotar:

LK _ IL . a _.d - 2 g4
BT R Sl a =d(d-a)
dz—ad—azzo d — ai‘vaz+4a2

_a+aas . (541

d= 2% d_(—2 )a (5)
d—a:(“/g;l)a—a:(«/g‘z_l)a (6)
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Aplicando (5) e (6) em (4), vem:

2 2 2
h2— 32 1 [(«/5ﬁ+1)a.(«/5ﬁ—1)a]_ 38 4a
T4 2 2 2 4 8
) 32 22 2
_ 3a a _ a . _a
h === - bh=7 )

Passemos, entdo, ao calculo do volume V do dodecaedro regular de aresta a.

Recordando que (B)(C) = (C)(D) = (D)(E) = (E)(B) = d (Figura 217), podemos escre-
ver para os volumes V| e V3, iguais, dessas duas piramides quadrangulares (niimero 157):

v, - v, - (BCRS). (A)()
Vi=Vs=1-(452).d-n
Vl—V3:w (8)

Utilizando a relacao (7), temos:

2
_da _ da
V,= 1 a=—

Assim, o volume de cada um dos seis troncos de prismas V. é:

Utilizando a relagdo (8), chegamos a:

2
V. = 2ad (d - a) N da

tr— 12 4
d(d-a) d ’

a —a a

Vi = 6 + 4

2
_ 2ad (d-a)+3da

Vi

ro 12
2 2 2
V. = 2ad -2ad+3ad
tr= 12
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2 2
Assim, Vtr = %

2d +a).ad
Vtr:( 13) 2

Para o cubo, central, o volume vV é

V.=d

C

Entido, o volume V do dodecaedro se anota:

V=6V, +V,
3
V=6V,+d

2 2 ;

V= 62ad12+a d) +d

2 2 3
:Zad +ader

v 2

2

3
Vead + azd +d 9)

Apliquemos, entdo, nesta relagao (9), as intituidas em (5) e (6).

Temos, assim:
2
Vea (VR a (MEr) oy (VErLY ]

t

3
V:(6+2@a3+(ﬁ+l)a +(8£+16) a3
4 4 3

(64245  A5+1  44/548)) 3
V—( 1 + 7 + a )a

Vo 6+1+8+24544/5444/5 3
4

Ou, finalmente,

V:(15+Zﬁ)a3
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Carituro XII

lcosAEDRO REGULAR

120 - Icosaedro regular

E o poliedro formado por vinte faces triangulares regulares reunidas cinco a cinco em
cada vértice. Possui trinta arestas, doze vértices e trinta e seis diagonais, conforme demons-

trado no numero 102.3 (Figura 220).
121 - Propriedades

1. Porque seus numeros de faces
e de vértices sao, respectiva-
mente, iguais aos de vértices e

de faces do dodecaedro regular

(nimero 102.5), o icosaedro re-
gular é conjugado do dodecaedro
regular (nimero 97).

2. A soma dos angulos internos de
todas as faces é 40 retos. De fato

(nimero 92), temos:

S. = (A - F) 4r = (30 - 20) 4r = 40r

1

3. A soma dos angulos externos de

Figura 220

todas as faces é 80 retos. De fato

(nimero 93), temos:
Se=F.4r=20.4r=80r

4. Porque as faces triangulares grupam-se cinco a cinco em cada vértice, ha a formagao,
em cada um deles, de piramides pentagonais regulares, tendo por faces laterais trian-
gulos equilateros, faces do sélido, e por bases pentagonos regulares, com lados iguais
também a aresta do sélido (Figura 220).
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122 - Area total

A area total de um icosaedro regular é, naturalmente, igual a vinte vezes a area de
qualquer de suas faces.
Sabe-se que, em fungdo de seu lado a (Geometria Plana, numero 327), a area do tri-
2
angulo equilatero ¢é %.

Assim, a drea total S do icosaedro
regular de aresta a sera:

2
_ a3
S= 20 - A¥3

ou St:(S«/?)a2

123 -Volume

Para o célculo do volume de um
icosaedro regular, vamos decomp6-lo em
vinte piramides triangulares iguais, to-
das com vértice no centro (O) do sdlido,

tendo por bases cada uma das faces do
icosaedro.

Designemos por d uma das maijores
diagonais (A)(A’) do icosaedro e observe-
mos que as arestas laterais de cada uma
das vinte piramides triangulares, como a
(0O)-(A)(B)(C), valem % (Figura 221).

Consideremos, ainda, duas se-
¢des planas no icosaedro, uma -
(A)(B)(Y)(C)(D), na Figura 222 - conten-
do os vértices das arestas do sélido que con-
vergem no vértice (Z) e, outra, a hexagonal
(A)(V)(M)(A)(C)(N) (Figura 222), ob-
tida por um plano que divide ao meio o
icosaedro.

Observe-se que esse dois planos
secantes cortam-se segundo a diagonal

(A)(C) do pentagono convexo regular
(A)(B)(Y)(C)(D) (Figura 222). Figura 222
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O hexagono (A)(V)(M)(A)(C)(N), a segunda secdo em estudo, tem dois lados -
(A)(V) e (A)(C) - que sdo arestas do sélido e os outros quatro - (V)(M), (A)(M), (N)(A) e
(C)(N) - que sao alturas de quatro triangulos equildteros, faces do icosaedro (Figura 222).

Designando por a a aresta do sélido, as alturas dessas faces equildteras medem

af

(Geometria Plana, numero 217).

Por ser diagonal do pentagono convexo re-
gular (A)(B)(Y)(C)(D) (Figura 222), o segmento
(A)(C) é o lado do pentagono estrelado regular

inscrito no mesmo circulo que o convexo.

Assim, pode-se (Geometria Plana, nt-

mero 291) escrever:

A10 + 24/5
V10 - 24/5

(A)C) = -a

E, do triangulo retangulo (C)(A)(V)
(Figura 223), temos: =i (A)(C)2

& ooty (M5 )2

10 - 24/5
2 2 2
£oly 104245
10 - 24/5
Lo (10+2ﬂ(10 2v5)
(10 24/5) (10 - 24/5)
2 2 100 - 20 2
d =a + -a
100 + 20 — 40 4/5
2 2 80 2
d =a + -a
120 — 404/5
2 2 2
d=0+—2_)a
( 3—«/5)
2 2
Lo 545
3_4/5
£ 154505 3455 2
- 4

£ - 2(5:;«/?) i

2

(€) a (A)
ay3 d o
2
(N) ©O) (M)
a3 a3
W 2
(A) a (V)
Figura 223
2 2 ) 2
d =a +—=—"-a
3-4/5
2 _4/5 2
d = 3 542 .a
( 3_4/5 )
Lo B-A53+v5 2
(G -45)(3+45)
£ 10+42«/§ L

=V2(5+4/5) .2 (1)
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Para calcular o volume de uma qualquer das vinte piramides triangulares em que se
dividiu o icosaedro, observe-se que suas bases sdo tridngulos equilateros de lado a e que
suas arestas laterais valem a metade da diagonal maior do sdlido. Como o pé (H) da altura
da pirdmide é também o baricentro da base equilatera (A)(B)(C) (Figura 224), podemos
escrever, para o triangulo retangulo (O)(H)(A):

(4 = (2 =) o

3
(4 -5

5 d2 2
_d_a
h="-5 ©

Levando (1) a (2), temos:

2 2
2 _2(6+4/5a  a

h 16 "3

2 (6645 -16y 2

h —( 48 )'a

2 (30+64/5 -16) 2

h ‘( 48 )'a

2 14+6'\/5_| 2 Figura 224
h"= —=22Y2 .,

48

p2. 74345 2
24

he /7 +34/5 L
h 24

O volume V do icosaedro regular, por ser igual a vinte vezes o valor do volume de cada
uma das vinte piramides em que foi decomposto, serd, entao:

v=20. B0
2
ve20 (1) () (55

Ou, calculando e simplificando:

3
V:%(3+V§)a
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Carituro XHI

PRrIsMAS

124 - Superficies prismaticas

Superficie prismatica é a superficie gerada pelo
deslocamento de uma reta que se apoia continuamente
noslados de umalinha poligonal plana fixa, movendo-se
com dire¢do constante, naturalmente ndo paralela ao
plano da poligonal (Figura 225). A linha poligonal fixa e
a reta mdvel denominam-se, respectivamente, diretriz e
geratriz da superficie.

As geratrizes que passam pelos vértices da diretriz
sdo as arestas e as por¢oes de plano limitadas por duas
arestas consecutivas sao as faces da superficie.

Uma superficie prismatica ¢ dita aberta ou fecha-
da conforme, respectivamente, sua diretriz seja aberta
ou fechada.

125 - Superficies prismaticas convexas

Uma superficie prismatica é convexa quando os
planos de todas as suas faces ndo a atravessam, isto é,
quando ela se situa inteiramente num dos semiespagos
formados pelo plano de uma qualquer de suas faces (Fi-
gura 226). Quando ocorre o contrério, ela é denomina-
da ndo convexa ou concava (Figura 227).

Decorre, entdo, que:

1. Todas as segoes planas produzidas numa superficie
prismatica convexa que atinjam todas as suas ares-
tas sdo convexas; as segOes planas das superficies
prismaticas ndo convexas que atinjam todas as suas
arestas sao concavas.

Figura 225

Figura 226

Figura 227
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2. Toda reta secante a uma superficie prismatica convexa possui no maximo dois pontos

em comum com a superficie (Figura 226); quando a superficie é ndo convexa, uma reta

secante pode ter mais de dois pontos comuns com ela (Figura 227).

De fato, basta ver que os tracos da reta considerada na superficie sdo os pontos que ela

tem em comum com os lados da poligonal secao produzida na superficie por um dos planos

que a contém.
126 - Sec¢oes

1. As se¢des produzidas numa superficie prismatica
por planos paralelos entre si, mas ndo paralelos as
arestas da superficie, sdo iguais.

Porque os lados das segdes sao respectivamente
iguais, como paralelas entre paralelas, e os angulos in-
ternos, respectivamente iguais, por terem os lados, aos

pares, paralelos (Figura 228).

2. Sec¢ao reta de uma superficie prismatica é a produzi-
da, na superficie, por um plano perpendicular as suas
arestas. As secOes retas de uma superficie prismatica
sdo iguais, por pertencerem a planos paralelos entre si.

127 - Prismas

Por defini¢do, prisma é o poliedro limitado por
uma superficie prismatica fechada e por dois planos pa-
ralelos entre si e ndo paralelos as arestas da superficie.

As segoes que estes dois planos produzem na su-
perficie (Figura 229) denominam-se bases do prisma.
Seus lados sao as arestas basicas do prisma.

As arestas e faces da superficie prismatica, limitadas
entre os planos das bases do prisma, sdo respectivamente
denominadas arestas laterais e faces laterais do prisma.

Figura 228

Figura 229

E evidente que todas as faces laterais de um prisma sdo paralelogramos ou, eventualmen-

te, retangulos, losangos ou quadrados. E que todas as arestas laterais sdo iguais.

Altura de um prisma ¢ a distancia entre os planos de suas bases, representada, na Fi-

gura 229, pelo segmento h.
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128 - Classificacao dos prismas

1. Um prisma ¢é dito triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc., conforme suas
bases sejam respectivamente tridngulos, quadrilateros, pentagonos, hexagonos, etc.

2. Diz-se que um prisma ¢ reto ou obliquo conforme, respectivamente, suas arestas late-
rais sejam perpendiculares ou obliquas aos planos das bases.

3. Um prisma é regular quando ¢ reto e suas bases sao poligonos regulares.
4. Nos prismas retos (e, consequentemente, nos regulares) as arestas laterais sdo iguais a altura.
5. Nos prismas obliquos as arestas laterais, iguais entre si, sdo maiores que a altura.

6. Nos prismas regulares as faces laterais sdo retdngulos (ou quadrados) iguais; nos retos

ainda sdo retdngulos (ou quadrados), mas nao necessariamente iguais.

7. As faces laterais de um prisma obliquo sdo paralelogramos. Eventualmente algumas
dessas faces podem ser retangulos, losangos ou quadrados.

8. Os prismas podem ser convexos ou concavos, segundo os critérios apresentados em
termos gerais (nimero 89) para os poliedros.

129 - Paralelepipedos

Por defini¢io, paralelepipedo é todo prisma cujas bases sdo paralelogramos. E claro,
pois, que todo paralelepipedo é um prisma quadrangular e, por isso, um hexaedro. E que
todas as suas faces sdo paralelogramos ou retangulos, ou losangos, ou quadrados, podendo,
pois, qualquer uma delas funcionar como base do sélido.

Os paralelepipedos classificam-se em obliquos (Figura 230) ou retos (Figura 231), se-
gundo os préprios critérios gerais apresentados para os prismas (nimero 128.2). Quando,
em caso particular, um paralelepipedo reto tem bases retangulares (ou quadradas), ele é
denominado paralelepipedo retangulo (Figura 232).

| =

Figura 230 Figura 231 Figura 232
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130 - Propriedades dos paralelepipedos

Porque todas as faces de um paralelepipedo
sao paralelogramos, é imediato concluir que (Figu-
ra 233):

1. Asarestas sdo, quatro a quatro, iguais e paralelas.

2. As faces opostas sao iguais e pertencem a pla-
nos paralelos.

3. Os triedros formados pelas arestas relativas a
cada um dos vértices de um paralelepipedo
obliquo sé podem ter, no maximo, um angulo
face reto.

De fato, para que o paralelepipedo seja obli-
quo (Figuras 234 e 235) € preciso (numero 129) que
cada quatro arestas paralelas sejam obliquas as duas
faces opostas que ndo as contém. E a existéncia de
pelo menos dois angulos faces retos naqueles trie-
dros implicaria na perpendicularidade entre arestas
e faces do solido.

Assim, dentre todas as faces de um paralelepi-
pedo obliquo, duas (opostas) no maximo podem
ser retangulares (Figura 235) (ou quadradas).

4. Os triedros formados pelas arestas relativas a
cada vértice de um paralelepipedo reto pos-
suem pelo menos dois angulos faces retos.

Para assegurar ao menos que, dentre todas,
quatro arestas paralelas sejam (Figura 236) perpen-
diculares as duas faces opostas que nio as contém.

Assim, pelo menos quatro faces de um para-
lelepipedo reto sdao, necessariamente, retangulares
(ou quadradas).

5. Os triedros formados pelas arestas relativas a
cada vértice de um paralelepipedo retangulo

sdo trirretangulos.
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Porque (numero 129) todas as suas faces sao re-
tangulos, ou eventualmente, quadrados (Figura 237).
E porque os 4ngulos internos de todas as faces de um
paralelepipedo retangulo sao retos, o solido é comu-
mente denominado ortoedro.

6. As se¢des produzidas por planos que cortam
quatro arestas paralelas de um paralelepipedo
sdo paralelogramos ou retangulos, ou losangos,
ou quadrados.

Porque tais planos cortam dois pares de planos
paralelos: as faces opostas do sélido (Figura 238).

7. Em todo paralelepipedo, as quatro diagonais
cortam-se mutuamente ao meio.

Os paralelepipedos - sendo formados apenas
por faces quadrangulares, reunidas trés a trés em cada
vértice — possuem quatro diagonais.

E mais: os planos formados por duas arestas opos-
tas paralelas cortam o sélido segundo paralelogramos ou
retangulos, ou losangos, ou quadrados (numero 130.6).
Assim, as quatro diagonais do paralelepipedo cortam-se
mutuamente ao meio (Figura 239), por serem, aos pares,
diagonais daqueles paralelogramos, se¢des diagonais.

8. O ponto comum as diagonais de um parale-
lepipedo é o centro de simetria, ou simplesmente, cen-
tro do soélido.

Porque o ponto (O), comum as diagonais, é o
médio de qualquer segmento de reta que o contenha
e que fique limitado por duas faces opostas do sélido
(Figura 240).

De fato, sendo (r) uma reta qualquer pertencente a
(O) e (E) e (F) seus tragos em duas faces opostas, os tri-
angulos (O)(E)(A) e (O)(F)(C), por terem os angulos res-
pectivamente iguais (lados paralelos) e os lados (A)(O)
e (0)(C) iguais (numero 130.7), sdo iguais (Figura 240).

Assim, (E)(O) = (O)(F), ou seja, (O) é o ponto
médio do segmento (E)(F).

Figura 237

—

=z

Figura 238

Figura 240
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9. As diagonais do paralelepipedo retangulo sao iguais.

Porque, escolhidas quatro arestas paralelas, os dois
planos diagonais que com elas se pode formar cortam o s6-
lido segundo retangulos iguais, cujas diagonais sdo as pro-
prias diagonais do ortoedro (Figura 241).

10. O quadrado da diagonal de um ortoedro ¢ igual a
soma dos quadrados de suas trés dimensoes.

Porque sendo a, b, ¢, d e D as trés dimensdes, a dia-
gonal da base e o valor da diagonal do sélido, os triangulos
retangulos (A)(R)(C) e (A)(B)(C) (Figura 242) fornecem:

2 2 2 2 2 2
D=d +c e d =a +b

2 2 2 2
Logo: |D=a+b+c

11. Todo ortoedro é inscritivel numa esfera cujo centro é
o proprio centro do sélido e cujo raio ¢ igual a metade
de sua diagonal.

Porque, sendo iguais as quatro diagonais (nimero
130.9) e cortando-se mutuamente ao meio (nimero 130.7),
segundo o ponto (O), este ponto equidista de todos os vér-
tices do sdlido (Figura 243).

Existe, pois, uma esfera circunscrita ao ortoedro (Fi-
gura 243) cujo centro é o proprio centro (O) do ortoedro e
cujo raio é igual a metade da diagonal do sélido.

131 - Se¢oes retas

Segdes retas de um prisma sdo as produzidas pelos
planos que, cortando todas as suas arestas laterais, sdo per-
pendiculares a elas (Figura 244).

Por pertencerem a planos paralelos, todas as se¢des
retas de um prisma sao iguais.

Os angulos internos de uma se¢ao reta sao os retiline-
os dos diedros formados pelos pares de faces laterais conse-
cutivas do prisma (Figura 244).

Além disso, a se¢do reta de um prisma é, dentre todas
as se¢Oes produzidas pelos planos secantes as arestas late-
rais, a que possui 0 menor perimetro e a menor area.
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De fato, basta ver que, em cada face lateral, o lado da secdo reta, sendo perpendicular
as duas arestas laterais que limitam a face, é o menor que se pode apoiar nelas. E que a secao
reta € a projecdo ortogonal, sobre um plano perpendicular as arestas laterais do prisma, de
qualquer se¢do produzida no prisma por plano que corte todas as arestas laterais, sendo
pois, dentre todas aquelas se¢des, a de menor area.

Naturalmente, quando o prisma € reto, ou regular, as segdes retas sdo iguais as proprias
bases do sélido.

132 - Equivaléncia de poliedros

A extensdo de espago ocupada por um sélido é denominada volume do sélido.

E claro que dois sélidos, mesmo possuindo formas diferentes, podem ocupar exten-
sOes iguais de espaco, isto é, podem ter volumes iguais. Neste caso, diz-se que os dois sdlidos
sao equivalentes.

Em caso contrario, isto é, quando os sélidos possuem volumes diferentes, o de maior
volume ¢ dito supervalente em relagiao ao outro e este subvalente em relagdo ao primeiro.

Dois poliedros sdo ditos equicompostos quando sdo formados por outros poliedros, res-
pectivamente iguais, mas associados em formacdes que podem ser diferentes (Figura 245).

Figura 245

As principais propriedades sao:
1. dois poliedros equicompostos sdo equivalentes, muito embora dois poliedros equiva-
lentes possam nao ser equicompostos;

2. dois poliedros equicompostos a um terceiro sdo equicompostos entre si e, consequen-
temente, equivalentes;

3. dois poliedros equicompostos podem ser divididos em um mesmo numero de tetrae-
dros respectivamente iguais;

4. dois poliedros iguais podem ser considerados equicompostos e sdo necessariamente
equivalentes.
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133 - Teorema

Todo prisma obliquo é equivalente a um prisma reto cuja base é igual a se¢ao reta do
obliquo e cuja altura ¢ igual a aresta lateral do obliquo.

Demonstragao: Consideremos um prisma obliquo genérico e tracemos, por um ponto
(Y) qualquer da aresta lateral (A)(B), uma se¢do reta do prisma (Figura 246).

Prolonguemos (A)(B) até um ponto (X), tal que
(A)(X) = (B)(Y), e tracemos, por (X), nova secdo reta,
agora a superficie prismatica da qual se extraiu o pris-
ma (Figura 246).

Os quadrilateros formados em cada face da su-
perficie prismatica, entre uma base do prisma e uma

secao reta, sao respectivamente iguais, por terem os
lados respectivamente paralelos e trés deles respecti- Figura 246
vamente iguais.

Assim, os dois poliedros compreendidos entre cada base do prisma e cada se¢do reta con-
siderada sdo iguais e, por isso, o prisma obliquo inicial e o prisma reto formado entre as duas
secOes retas tracadas sdo equicompostos e, consequentemente, equivalentes (niimero 132.1).

E como, por construcao, (A)(X) = (B)(Y), temos:

(AX) + (@A) = B)(Y) + (NA) -+ X)) = (A)B).

Ou seja, a altura (X)(Y) do prisma reto formado ¢ igual a aresta lateral (A)(B) do pris-
ma obliquo inicialmente considerado, o que demonstra o teorema.

134 - Teorema

A razdo entre os volumes de dois paralelepipedos retangulos que possuem duas di-
mensoes respectivamente iguais é igual a razdo entre as dimensodes diferentes.

Demonstragao: Sejam a e b as dimensdes iguais, ¢ e ¢' as diferentes e V e V’ os volumes
dos dois paralelepipedos retangulos considerados.

Admitamos que exista um compri- \
mento x, divisor comum de c e de ¢, tal que “
c=mxe C = nx, e, pelos pontos de divisao iR
(Figura 247), tracemos planos paralelos aos ;‘( X —
X
\g X
b

Yavawa

\

¥
o \
Iy
o
N 7
NI

j I
SANAN

das faces iguais, decompondo os dois soli- X
a

dos em paralelepipedos retangulos iguais,

com dimensdesa, b e x. Figura 247
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Designando por V, os volumes dos sélidos parciais, podemos escrever:

V_mvx_m g V. _mx _ ¢
vV’ nV., n vV’ nx  c

X

Quando ndo houver um valor x comensuravel com c e ¢, escolheremos um valor tao
pequeno para dividir as dimensoes diferentes que as por¢cdes de volume restantes possam ser
desprezadas perante os volumes V e V’, operando, entao, como o acima indicado.

Entdo, a razio entre os volumes...

135 -Teorema

A razdo entre os volumes de dois paralelepipedos retangulos quaisquer ¢é igual a razao
entre os produtos de suas trés dimensdes.

Demonstragao: Sejam dois paralelepipedos retangulos, um com dimensoes a, b e ¢
e volume V e o outro com dimensdes a, b’ e ¢’ e volume V’, e consideremos dois ortoedros
auxiliares, o primeiro com dimensées a, b e ¢’ e volume V e o segundo com dimensdes a, b’

e ¢ e volume V,.

Podemos, entdo (nimero 134), escrever:

V. _ ¢ Vi b o \F _ _a
Vv, ¢’ Vv, b \% a
Multiplicando, membro a membro, vem:
VViV, _ abc - V. _ _abc
VV,V ~ ab¢ VT @b

Entéo, a razao entre os Volumes...
136 — Unidade de volume

Por convengio, a unidade de volume é o volume do cubo de aresta unitaria. No sistema
decimal, sendo 1m a aresta desse cubo, o volume unitrio é o metro ctibico (m ).

3 3 3
Além da unidade, utilizaremos habitualmente seus submultiplos (dm , cm , mm ) e

3
seu multiplo (km ).
137 - Volume do paralelepipedo retangulo

Para medir o volume V de um paralelepipedo retidngulo de dimensoes a, b e ¢, basta

comparar, por meio dos teoremas conhecidos, o volume V com o do cubo unitario.

Temos, pois (numero 135): \1/ = 1al;c1 S | V=abc

Assim, o numero que mede o volume de um paralelepipedo retangulo ¢ igual ao pro-
duto dos nimeros que medem suas trés dimensodes, referidas a mesma unidade.
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Designando por h a altura e por (B) a drea da base do ortoedro, porque h =c e porque
(Geometria Plana, nimero 308) (B) = ab, o volume V do paralelepipedo retangulo, agora em
funcao de (B) e de (h), se escreve:

V =(B)h

138 - Volume do paralelepipedo reto \

Consideremos um paralelepipedo reto de area de
base (B), de altura h e volume V e tracemos, por duas
arestas laterais pertencentes a uma mesma face, os dois
planos (paralelos entre si) perpendiculares as arestas ba-

sicas opostas aquelas (Figura 248).

O ortoedro limitado entre esses dois planos tem a S -

mesma altura h do paralelepipedo reto e base equivalente
(Geometria Plana, nimero 310) a do paralelepipedo reto. Figura 248

E porque os dois prismas triangulares formados sdo iguais, o paralelepipedo reto ini-
cialmente considerado e o ortoedro construido sdo equicompostos, logo equivalentes, po-
dendo-se, pois, escrever:

V = (B)h

139 - Volume do paralelepipedo obliquo

Sejam x e y as dimensdes da base e h a altura de um paralelepipedo obliquo de volume
V (Figura 249).

Pelos extremos da aresta basica (A)(B), tracemos

dois planos perpendiculares a essa aresta, dando forma- \

¢d0 a um outro paralelepipedo, este reto, tendo por bases
as duas sec¢Oes construidas.

O paralelepipedo reto obtido é (nimero 133) equi-

valente ao dado. E, porque sua base tem, entdo, dimen-

soes y e h e sua altura é (A)(B) = x, (Figura 249), seu vo-
lume - igual ao volume V do paralelepipedo obliquo - é: Figura 249

V=(y.h) x=(xy).h

Como o produto (xy) é (Geometria Plana, numero 310) o valor da area (B) da base do
paralelepipedo obliquo, o volume V desse sdlido é finalmente:

V =(B)h
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140 - Volume do prisma triangular

Consideremos um prisma triangular genérico e tracemos, por duas de suas arestas
laterais, planos paralelos as faces opostas, dando formagdo a um paralelepipedo de mesma
altura h que a do prisma, de area de base igual ao dobro da drea (B) da base do prisma (Fi-

—\

gura 250) e de volume igual ao dobro do volume V do triangular.

Podemos (niimero 139), entdo, escrever:

2V=2(B)h V = (B)h

141 - Volume de um prisma qualquer
Figura 250

Para calcular o volume de um prisma qualquer, basta de-
compd-lo em prismas triangulares, o que se consegue tragando ‘
todos os planos diagonais pertencentes a uma de suas arestas
laterais (Figura 251).

Porque todos os prismas triangulares formados tém a
mesma altura h do prisma genérico dado e porque a area (B) da
base e o volume V deste prisma sdo respectivamente iguais as
somas das dreas das bases dos prismas triangulares e as somas

Figura 251
dos volumes destes prismas, podemos (numero 140) escrever:

V=BpDh+Bh+Byh+-=[(B))+(By)+(B3)+-]h

V =(B)h

142 - Observacoes

1. Como conclusao geral, vem que, para todo prisma de drea de base (B) e de altura h, o

volume V se calcula pela expressao: V =(B)h

2. Porque todo prisma obliquo ¢ equivalente a um prisma reto de altura igual a aresta lateral
¢ do obliquo e com area de base igual a area (SR) da se¢ao reta do obliquo (nimero 133), o

volume V do prisma obliquo pode também ser calculado pela expressao:

V = (SR)/¢

2
3. O volume V deum cubo de arestaaé: V=(B)h=a .a

V=a
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143 - Areas laterais e totais

Area lateral S, de um prisma é a soma das dreas de todas as suas faces laterais.

Area total S; € a soma das dreas de todas as faces.

1. Evidentemente, para todos os prismas, sendo B a area de suas bases, temos: | S, =S, + 2(B)

2. Area lateral do prisma obliquo

Sendo ¢ a aresta lateral e a, b, ¢, etc., os lados de
uma sec¢do reta do prisma obliquo, porque as faces laterais
sdo paralelogramos cujas bases valem ¢ e cujas alturas sdo
respectivamente iguais a a, b, ¢, etc., (Figura 252), vem:
Sy=al+bl+cl+- =(a+b+c+-)/

Figura 252

Assim, sendo 2pgp, 0 perimetro da segdo reta, a drea late-

ral do prisma é: S)y=2pgp -/

3. Area lateral do prisma reto

Porque as faces laterais sdo retangulos de alturas iguais a prépria altura h do prisma, de-
signando por a, b, ¢, etc. as arestas bdsicas e por 2pg 0 perimetro da base temos:

Sy=ah+bh+ch+: = (@+b+c+-)h S,=2pg.h

144 - Observacoes

1. Porque os prismas regulares sdo retos (niimero 128.3), a expressao para o calculo de
sua drea lateral é a mesma instituida (ndmero 143.3) para os prismas retos.

2. Sendo a, b e c as dimensoes de um ortoedro, porque todas as suas faces sdo retangula-
res, sua area total S; €&

S; = 2(ab +ac + bc)

3. O quadrado da soma das trés dimensdes de um ortoedro é numericamente igual a
soma do quadrado da diagonal do so6lido e de sua drea total, expressos todos, pela
mesma unidade.

De fato, sendo a, b, c e D as dimensdes e a diagonal de um ortoedro de 4rea total S,
(Figura 242), temos (ntimero 130.10):

2 2 2 2 . 2 2 2 2
(@a+b+c) =a +b +c +2(ab+ac+Dbc) .. a+b+c =D +§,
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CapituLo XIV

PIRAMIDES

145 - Superficies piramidais

Superficie piramidal de uma folha ¢ a su-
perficie gerada pelo deslocamento de uma se-
mirreta de origem fixa que se apoia continua-
mente nos lados de uma linha poligonal plana
fixa (Figura 253), ndo coplanar com a origem da
semirreta.

Superficie piramidal de duas folhas é a
superficie gerada pelo deslocamento de uma
reta que passa por um ponto fixo e que se apoia
continuamente nos lados de uma linha poligo-
nal plana e ndo coplanar com aquele ponto fixo.
(Figura 254).

Nos dois casos, a linha poligonal fixa e a
semirreta (ou reta) mével sdo respectivamen-
te denominadas diretriz e geratriz da super-
ficie. O ponto comum as geratrizes é o vérti-
ce; as geratrizes que passam pelos vértices da
diretriz sdo as arestas e as por¢des de plano
limitadas por duas arestas consecutivas sao as
faces da superficie.

Uma superficie piramidal é dita aberta ou
fechada conforme, respectivamente, sua diretriz

seja uma poligonal aberta ou fechada.

Figura 253

Figura 254
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146 - Superficies piramidais convexas

Uma superficie piramidal é convexa quando os planos de todas as suas faces nao a

atravessam, isto é, quando ela se situa inteiramente num dos semiespagos formados pelo

plano de uma qualquer de suas faces. Quando ocorre o contrario, isto ¢, quando o plano de

alguma das faces atravessa a superficie, ela ¢ denominada nao convexa ou concava.

Decorre, entdo, que:

1. Todas as se¢des planas produzidas numa su-
perficie piramidal convexa sdo convexas (Fi-
gura 255); as superficies piramidais ndo con-
vexas admitem, ao contrdrio, se¢des planas
codncavas (Figura 256).

2. Toda reta secante a uma superficie piramidal
convexa possui no maximo dois pontos em
comum com a superficie (Figura 255); quan-
do, ao contrario, a superficie piramidal é nao
convexa, uma reta secante pode ter mais de
dois pontos comuns com ela (Figura 256).

De fato, basta ver que os tracos da reta consi-
derada na superficie sdo os pontos que ela tem em
comum com os lados da poligonal secao produzida
por um dos planos que a contém.

147 - Piramides

Por defini¢ao, piramide é o poliedro limitado
por uma superficie piramidal fechada de uma folha
e por um plano que corta todas as arestas da super-
ticie (Figura 257).

A se¢do que o plano determina na superfi-
cie denomina-se base da piramide. Seus lados sao
arestas basicas da piramide.

As arestas e faces da superficie piramidal, limi-
tadas entre o vértice da superficie e o plano da base,
sao respectivamente denominadas arestas laterais e
faces laterais ou, simplesmente, faces da piramide.

O vértice da superficie é denominado vértice
da piramide e sua distancia ao plano da base é a
altura (V)(H) da piramide (Figura 257).
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148 - Classificacao das piramides

1. Uma piramide é dita triangular, quadrangu-
lar, pentagonal, etc., conforme respectiva-
mente sua base seja um tridngulo, um qua-
drilatero, um pentdagono, etc.

2. Conforme as naturezas de suas bases e as po-
sicoes de suas alturas, as piramides classifi-
cam-se em regulares, retas ou obliquas.

Diz-se que uma piramide ¢ regular, quando sua
base é um poligono regular e a projecao ortogonal
de seu vértice sobre o plano da base coincide com
o centro do circulo circunscrito a base (Figura 258).

Diz-se que uma piramide é reta, quando sua
base é um poligono inscritivel num circulo e a pro-
jecao ortogonal de seu vértice sobre o plano da base
coincide com o centro daquele circulo (Figura 259).

Assim, toda piramide regular é reta, embora
a reciproca possa nao ser verdadeira.

Uma piramide é obliqua, ou irregular, quan-

do nao é regular nem reta (Figura 260).

149 - Propriedades

1. As arestas laterais de uma piramide reta (ou
regular) sdo iguais.

Porque sao (Figuras 258 e 259) obliquas que
se afastam igualmente do pé da altura da piramide
(numero 24.2).

E, consequentemente:

2. As arestas laterais de uma piramide reta (ou
regular) tanto formam angulos iguais com o
plano da base como com a altura da pirdmide
(Figura 261).

3. As faces laterais de uma pirdmide regular sao
triangulos isosceles iguais (Figura 262).

Porque tém lados respectivamente iguais.

(V)

Figura 258

(V)
|

Figura 259

(V)r

Figura 260

(V)

Figura 261
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4. As faces laterais de uma piramide regular tan-
to formam é4ngulos iguais com o plano da base
como com a altura do sélido (Figura 262).

Porque as arestas basicas distam igualmente do

pé da altura da piramide (Figura 262).

150 - Ap6étema de uma piramide regular

Apoétema de uma piramide regular € a altura de
uma qualquer de suas faces laterais, em relacdo a ares-
ta basica — como (V)(M), na Figura 263.

Figura 262

Porque todas as faces laterais de uma piramide V)
regular sdo iguais (nimero 149.3), os ap6temas sao
também todos iguais, independente das faces em que
sdo tracados.

E porque o ap6tema de uma piramide regular,
tracado numa de suas faces, é de maximo declive dessa
face em relagdo a base, o angulo que o apotema forma ‘
com sua proje¢ao ortogonal sobre a base da piramide =)
- um dos apétemas da base - é (Figura 263) o angulo
que a face lateral forma com a base (niimero 51).

Figura 263

Reciprocamente cada ap6tema da base de uma piramide regular ¢ reta de maximo
declive do plano da base em relagdo a cada um dos planos das faces laterais (Figura 263).

E mais, em toda piramide regular, sao complementares os dngulos que cada face lateral

faz com o plano da base e com a altura do sélido (Figura 262).

151 - Relagdes métricas nas piramides regulares

1. Area lateral

Area lateral S, de uma pirdmide regular é a soma das dreas de suas faces laterais. Para
calculd-la, designemos por b aaresta basica, por A o apdtema da piramide, por n o género
da base e por pg seu semiperimetro (Figura 264).

POdemOS, entao, escrever:
S,=n(PA) = () A o [S,=pg.A

2. Area total

Area total S; de uma pirdmide é a soma das dreas de todas faces. Assim, designando
por (B) a drea da base da piramide, para sua drea total S; temos:
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3. Designando por a e r o apdtema e o raio do circulo
circunscrito a base e por / a aresta lateral, os tridn-
gulos retangulos (V)(O)(M) e (V)(O)(A) (Figura
264) fornecem:

VY = (V)(0)> + (O)(M)° -~ |A'=h'+a

VA = (VO + ONA)° -+ | £=h'+r

152 - Teorema

Quando se secciona uma pirdmide por um plano
paralelo ao da base:

Figura 264

1. as arestas laterais e a altura da piramide ficam divididas na mesma razao;

2. a se¢do produzida é semelhante a base;

3. arazdo entre as dreas da se¢do e da base ¢ igual a razao entre os quadrados das distan-

cias de seus planos ao vértice da pirdmide.

Demonstracao: A secao produzida numa pirdmide por um plano (a) paralelo ao de sua

base ¢ homotética da base, sendo o vértice (V) da pirdmide o proprio centro da homotetia.

b

A razdo dessa homotetia ¢ igual a razdo

, entre
as distancias do plano secante e do plano da base ao vér-
tice da piramide (Figura 265).

E essa homotetia que garante a divisdo proporcional
das arestas laterais e da altura da piramide, bem como a se-
melhanga entre a se¢ao produzida por (a) e a base da pira-
mide, o que demonstra as duas primeiras partes do teorema.

E como a razdo entre as areas de duas figuras se-
melhantes ¢ igual ao quadrado da razdo de semelhanca
(Geometria Plana, nimero 330), a razdo entre as areas
(S) e (B), da secdo e da base, é igual ao quadrado da razao

>

h

de semelhanca desses dois poligonos. Isto é,

B _(Ly e _w

(B ‘h (B) 2

Fica, assim, demonstrada a terceira parte do teorema.

Figura 265
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153 - Corolarios

1. Quando duas piramides de alturas iguais
sdo cortadas por planos paralelos aos de
suas bases, a distancias iguais de seus
vértices, as areas das sec¢des produzidas
sdo diretamente proporcionais as areas
de suas bases.

b

<7

11~ 4!'7

b

Porque, sendo (B;) e (B,) as dreas das @g{/

bases, (S;) e (S,) as dreas das segdes respec-
tivas, h a altura das duas pirdmides e h’ a dis-
tancia de cada vértice ao plano secante (Figu-
ra 266), podemos escrever (nimero 152):

©) _ 0
(Bl) hz
L8> (3, T (8,

Figura 266

) _ W
B) 2
S, (B

2. Quando duas piramides de alturas iguais e bases equivalentes sdo cortadas por planos

paralelos aos de suas bases, a distancias iguais de seus vértices, as se¢des assim produ-

zidas sdo equivalentes.

Porque (Figura 266), se (B;) = (B,), a relagio acima (nimero 153.1) se escreve:

(Sl) = (Sz)

3. Quando sao mantidos fixos os vértices da base de uma piramide e se faz o vértice da

piramide descrever um plano paralelo ao da base (Figura 267), a se¢ao produzida por

um plano paralelo ao da base varia de posi¢do, mas se conserva igual a primitiva.

Porque, em todas as posi¢oes, a se¢ao é

homotética da base, sempre na mesma razao.

4. Quando se fixa a base de uma pirdmide
e se faz seu vértice descrever um plano
paralelo ao de sua base, o volume da pi-
ramide permanece constante.

Porque, assim fazendo, sua altura con-
serva-se constante (numero 157).
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154 - Teorema de Cavalieri
Duas piramides de bases equivalentes e alturas iguais sdo equivalentes.

Demonstragao: Consideremos duas piramides segundo a hipdtese e assentes, por suas

bases, em um mesmo plano.

Dividamos a altura das piramides em um ntimero qualquer de partes iguais e trace-
mos, pelos pontos de divisao, planos paralelos ao da base (Figura 268). Cada um desses
planos produz (nimero 153.2) se¢des equivalentes nas duas pirdmides.

Figura 268

Consideremos ainda, em cada um dos intervalos formados no interior de cada pirami-
de por dois planos paralelos consecutivos, um prisma que tenha por base a menor das duas
se¢oes que limitam o intervalo em questdo e cujas arestas laterais tenham a mesma direcao

de uma qualquer das arestas laterais da piramide.

Tais prismas serdo, aos pares — um em cada piramide -, equivalentes, por terem bases
equivalentes e alturas iguais (Figura 268). Assim, as somas dos volumes dos prismas forma-
dos em cada uma das piramides sao iguais.

E porque tal igualdade independe do numero de partes iguais em que se dividiu a al-
tura das piramides, mesmo que se aumente indefinidamente esse niimero, a igualdade das
somas dos volumes dos prismas se mantera.
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Desde que provemos, entdo, que os limites das somas dos volumes dos prismas, quan-

do o nimero de divisdes da altura em parte iguais cresce indefinidamente, sdo os proprios

volumes das piramides, teremos demonstrado o teorema.

Voltemos, entao, a considerar uma das pirdmides - (V)-(A)(B)(C) - em estudo (Figu-

ra 269), pondo em destaque (Figura
270) sua face lateral (V)(A)(B).

Porque os triangulos (V)(V’)(R),
(R)(S)(S), (S)(T°)T) e (T)(B')(B)
sdo iguais (Figura 270), os pontos
(S) e (T’) pertencem a reta (V°)(B’),
aqual é, entdo, paralelaaaresta(V)(B)
da pirdmide.

E como, analogamente, (V’)(C’)
¢ paralela a aresta (V)(C) (Figura
269), concluimos que o plano for-
mado pelas retas (V’)(B’) e (V')(C’) é
paralelo ao da face (V)(B)(C).

Porque o plano (V’)(B’)(C’) cor-
ta os prismas (Figura 269), a soma dos
volumes dos prismas esta, necessaria-
mente, compreendida entre os volu-
mes das piramides (V’)-(A)(B’)(C)
e (V)-(A)(B)(C). Assim, quando o
numero de prismas cresce indefini-
damente, suas alturas tendem a se
anular, o plano (V’)(B’)(C’) aproxi-
ma-se do da face (V)(B)(C), tenden-
do a coincidir com este. E, conse-
quentemente, o volume da pirdmide
(V’)-(A)(B’)(C’) tende a igualar o da
piramide (V)-(A)(B)(C). Por isso, o
limite, nas condi¢des ja citadas, da
soma dos volumes dos prismas é
também o préprio volume da pira-
mide (V)-(A)(B)(C).

Entdo, duas pirdmides...
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155 - Teorema

Todo prisma triangular pode
ser decomposto em trés piramides
triangulares equivalentes.

Demonstracio: Consideremos
um prisma triangular qualquer
(Figura 271) de bases (A)(B)(C) e
(R)(S)(T) e seccionemo-lo pelo
plano diagonal (S)(A)(C), o que
permite destacar, do prisma, uma
primeira  pirdmide triangular
(S)-(A)(B)(C) (Figura 272), a qual
tem base e altura iguais as do pris-
ma, restando, do prisma, o sélido

(§)-(A)CHT)(R).

Consideremos, entdo, o pla-
no (R)(S)(C) que divide o sdlido
(S)-(A)(C)(T)(R) em duas pira-
mides triangulares (S)-(A)(C)(R)
e (S)-(T)(C)(R) (Figura 272) que,
por terem a mesma altura — distan-
cia do vértice comum (S) ao plano
comum das bases - e bases iguais,
como metades do paralelogramo
(A)(C)(T)(R), face lateral do pris-
ma, sdo equivalentes.

Mas, como a piramide
(S)-(T)(C)(R) pode ser considera-
da como tendo vértice (C) e base
(R)(S)(T), isto é, com base e altu-
ra iguais as do prisma, conclui-se
(nimero 154) que ela é equivalente
a primeira piramide destacada. E,
por isso, as trés piramides trian-
gulares em que se dividiu o pris-
ma (Figura 273) sdo equivalentes,

como se queria demonstrar.

R)
V (M
(A)
©
(B)

Figura 271

Figura 273
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156 — Volume da piramide triangular

Sendo (B) a area da base e h a altura de um prisma triangular genérico, porque ele
pode ser decomposto em trés piramides triangulares equivalentes (nimero 155), conclui-se
que cada uma dessas pirdmides tem volume igual a um ter¢o do volume do prisma.

E como essas trés piramides podem ser consideradas como tendo bases (B) e alturas h
iguais as do prisma, para o volume V da piramide triangular podemos (niimero 140) escrever:

3V=(B)h v={Bh

157 - Volume de uma piramide qualquer

Para calcular o volume de uma piramide
qualquer, basta decompd-la em piramides trian-
gulares, o que se consegue tracando todos os pla-
nos diagonais pertencentes a uma de suas arestas
laterais (Figura 274). Porque todas as piramides
triangulares assim formadas tém a mesma altura
h da piramide genérica e porque a drea (B) da
base e o volume V desta piramide sao respectiva-
mente iguais as somas das dreas (B;), (B,), (B3),
etc. das bases das piramides triangulares forma- Figura 274
das e aos volumes V1, V,, V3, etc. destas pirami-
des, podemos (numero 156) escrever:
Bph  (Byh  (Byh
+ + +

V:V1+V2+V3+ ° o V: 3 3 3

(B)h

M 3

[(Bl) + (By) + (B3) + ] V=

_h
3

158 — Aplicacoes
1. Volume do tetraedro regular

Designando por a e h aaltura e a aresta do tetraedro regular de area facial (B) e de
volume (V), sabemos, (Geometria Plana, nimero 327) e numero 106.1, que:

h:aﬁ

2
_ a3
®) = 4=

(S
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2. Volume do octaedro regular

Porque um qualquer dos planos diagonais do octaedro regular o divide em duas piréa-
mides regulares iguais que tém por base comum um quadrado (nimero 114.5) de lado igual
aaresta a do octaedro e porque as alturas dessas piramides sdo iguais a metade da diagonal
D do sélido, seu volume V sera (Geometria Plana, numero 309):

2 2 3
voo.Bh _5, 2 D _a ./ o |yoad2
3 3 02 03 3

159 - Teorema

A razdo entre os volumes de dois tetraedros que possuem um dngulo sélido igual é igual
a razdo entre os produtos das arestas que formam, em cada tetraedro, o angulo solido igual.

Demonstragao:  Sejam  os  tetraedros W)
(N-(A)B)(C) e (J)-(A)(B’)(C’) que possuem o an-
gulo solido (A) igual; (J)(H) e (J)(H’) suas alturas,
respectivamente, em relacao as faces (A)(B)(C) e
(A)(B’)(C) (Figura 275) e V e V’ seus volumes.

Como os pontos (A), (H) e (H) sao colinea-
res, por pertencerem a proje¢do ortogonal da ares- B)
ta (J)(A) sobre a face (A)(B)(C), conclui-se (Figu-
ra 275) que os tridangulos retangulos (A)(J)(H') e

(A)(J)(H) sao semelhantes, o que nos permite anotar: Figura 275

MHE) _ (A)(J) (1)
() (H) A)J)

Por outro lado, sabe-se (Geometria Plana, nimero 329) que:

®) _ (AB). (AC)
B)  (A)B) A)O)

3)

Substituindo (1) e (3) em (2), vem Vv _ (A)B) . (AC) . (AT)
Vo (AB) AC)  AD)

Entio, a razio entre os volumes...
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160 - Poliedros semelhantes

Por definigdo, dois poliedros sdo semelhantes, quando suas faces sdo respectivamente
semelhantes e seus angulos sélidos sdo respectivamente iguais.

Razao de semelhanga dos poliedros é a razdo de semelhanca existente entre um par
qualquer de faces homologas e, entdo, a razdo entre duas de suas linhas homologas.

E claro que dois poliedros semelhantes tém diedros respectivamente iguais. E que po-
dem ser decompostos em nimeros iguais de tetraedros respectivamente semelhantes — na
mesma razao que a existente entre os dois poliedros.

161 - Teorema

A razao entre os volumes de dois poliedros semelhantes ¢ igual ao cubo da razao de
semelhanca entre os dois poliedros.

Demonstrag¢ao: Consideremos, inicialmente, dois tetraedros semelhantes (J')-(A)(B’)(C’)
e (J)-(A)(B)(C), numa certa razao k (Figura 276), isto ¢, tais que:

(A)B) _ (A)C) _ W) _ ()
(A)B)  A)C)  (A])

)
Como o angulo sélido (A) é comum aos
dois tetraedros (Figura 276), podemos (nume-
ro 159), para seus volumes V’ e V, escrever:
b bl b C
Vo WB) AC) | AT | ©
\ (A)B)  (AC) (A (A)
\ 3 (B)
= B
v k (B)
Figura 276

No caso mais geral em que considerarmos dois poliedros, de volumes V' e V, seme-
lhantes numa dada razdo k, decompondo-os em tetraedros respectivamente semelhan-
tes — naquela mesma razdo k -, de volumes V’; e V;, V' e V,, V'3 e V3, etc., podemos

escrever:
Vi _ \ _ V; o k3 Vi+V,+Vi+ - _ k3

E, entdo, finalmente:

Logo, a razao entre os volumes...

GEOMETRIA EsPAcCIAL



162 - Teorema

A razao entre as dreas totais de dois poliedros semelhantes ¢ igual ao quadrado da ra-

zdo de semelhanga existente entre os dois poliedros.

Demonstragao: Designemos por S’ e por S as dreas totais dos dois poliedros semelhan-

tes considerados e por S’je 51, S5 e S, S’3 e S, etc., as dreas dos pares de faces homologas.

Porque a razao k da semelhanga entre os poliedros ¢ igual a existente entre os pares de

faces homologas (nimero 160), podemos (Geometria Plana, nimero 330) escrever:

S} S, S, 2 . Si+S+S85+ 2, S 2

S, S Sy T S 48,485+ LS

=k

163 - Tetraedros limitados por um triedro trirretangulo

1. Quando as trés arestas relativas a um dos
vértices de um tetraedro sio perpendi-
culares duas a duas, isto é, quando per-
tencem as arestas de um triedro trirre-
tangulo, para o calculo do volume V do
tetraedro, convém considerar o vértice do
triedro trirretangulo como pertencente a
base do tetraedro (Figura 277).

De fato, assim fazendo, uma das arestas
relativas a esse vértice, por ser perpendicular a
duas arestas basicas, funciona como altura do
tetraedro (Figura 277).

A)

Figura 277

Designando, entao, por a, b e c as arestas perpendiculares duas a duas, o volume V sera

(ntimero 156):

_ 1 _ bec
V=3 (B).h= > a

L
3

V= abc

Logo,
0go G

2. Admitamos, agora, que a face que funciona como base seja a que se opde ao vértice do

triedro trirretangulo (Figura 278) e calculemos as areas — lateral e total — do tetraedro.

Para a area lateral S /> temos:

S£=%(ab+ac+bc)
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Para o cdlculo da drea total S;, calculemos, em fun¢do de a, b e c, as arestas basicas

r, s e t(Figura278).

Teremos:

r = Aa’+b? s = Ma2+c?

Assim, 2p=r+s+t

e (B) = Vp(p-1)(p-9s)p-1) (Geometria
Plana, namero 321).

De posse dessas relagdes, podemos escrever:

3. No caso particular em que o tetraedro é uma
piramide regular, isto é, quando as trés ares-
tas perpendiculares sdo iguais (Figura 279),
as faces laterais sdo triangulos retangulos
isdsceles e a base é um triangulo equilatero.

E como o sélido pode ser obtido por um
truncamento num cubo por um plano formado
pelos extremos nao comuns das arestas relativas a
um mesmo vértice (namero 111.9), sendo a a ares-
ta lateral do tetraedro (Figura 280), podemos (nu-
meros 111.9, 112.1, 151.1 e 156) escrever:

h= aﬁ
3
32
_ o3
S, = >
2 2 2
_ 3a (V23 _a
S, = St I S, = 5 (3+«/3_')
2 3
vol @23 a3 . | a
3 4 3 o 6
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t = A/b%+c?

Figura 278
J)
O
a
(A)
(B)
av?2 vz
©)
Figura 279

Figura 280



CapituLo XV

TRoONCOS DE PRISMAS

164 - Tronco de prisma

E o sélido limitado por uma superficie prismética fechada e por dois planos ndo para-

lelos que cortam as arestas da superficie e que

se cortam exteriormente a superficie.

As seg¢des que estes dois planos produ-
zem na superficie sdo as bases do tronco e
seus lados as arestas basicas do sélido. As de-
mais faces e arestas sio denominadas laterais
(Figura 281).

Evidentemente, o tronco de prisma
pode também ser definido como sendo cada
um dos dois sélidos obtidos pelo secciona-
mento de um prisma por um plano nao pa-
ralelo ao das bases e secante a todas as arestas
laterais do prisma (Figura 282).

As faces laterais de um tronco de pris-
ma sao, geralmente, trapézios. Eventualmente
uma face lateral pode ser um paralelogramo
ou, em casos ainda mais particulares, um re-
tangulo, um losango ou um quadrado.

As bases, de modo geral, sao diferentes,
0 que, no entanto, nao ocorre quando seus pla-
nos formam angulos iguais com a diregdo das
arestas laterais, o que implica em sua simetria
em relagdo a um plano perpendicular a estas
arestas e, por isso, na simetria das duas bases
do tronco em relagdo a este tltimo plano.

Figura 281

=

Figura 282
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165 - Secoes retas

Segdes retas de um tronco de prisma sdo as produzi-
das pelos planos que, cortando todas as suas arestas laterais,
sao perpendiculares a elas (Figura 283). A

Por pertencerem a planos paralelos, todas as secoes %
retas de um tronco de prisma sdo iguais. Além disso, tal
como nos prismas (nimero 131), a se¢ao reta de um tronco b/
de prisma é, dentre todas as se¢des produzidas por planos

secantes a todas as arestas laterais, a que possui o menor Figura 283
perimetro e a menor drea.

E mais, os angulos internos da se¢do reta sao os retilineos dos diedros formados pelos
pares de faces laterais consecutivas do solido (Figura 283).

166 - Teorema

Todo tronco de prisma triangular é equivalente a soma de trés piramides triangulares
que tém por base uma das bases do tronco e por vértices os vértices da outra base do tronco.

Demonstragdo: Consideremos um tronco de prisma triangular genérico (A)(B)(C)-(R)(S)(T)
e seccionemo-lo pelo plano diagonal (R)(B)(C), o que permite destacar, do tronco, uma primeira pi-
ramide triangular (R)-(A)(B)(C) (Figura 284), a qual tem por base a base (A)(B)(C) do tronco e por
vértice um dos vértices — (R) — da outra base do tronco, atendendo, pois, a tese.

Destacada a primeira piramide triangular, resta, do tronco, a pirdmide (R)-(B)(C)(T)(S)
(Figura 284).

Seccionemos esta piramide pelo plano diagonal (R)(C)(S), dividindo-a em duas pira-
mides triangulares (R)-(B)(C)(S) e (R)-(C)(S)(T) (Figura 285).

Tomemos a primeira dessas duas piramides (R)-(B)(C)(S) e, fixando os vértices (B), (C) e
(S) de sua base, fagamos seu vértice (R) descrever a aresta (R)(A) do tronco (Figura 285), até que
(R) coincida com o vértice (A) (Figura 286). Porque a aresta lateral (R)(A) do tronco é paralela
ao plano (B)(C)(S), ao se deslocar (R) para (A), sobre (R)(A), a altura da piramide (R)-(B)(C)(S)
permanece constante e, consequentemente (nimero 153.4), seu volume nio se altera.

(M M

(€ (C)
(A) (A) (R) = (A)

Figura 284 Figura 285 Figura 286

(C)
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Assim, a piramide (R)-(B)(C)(S) pode ser transformada em uma outra equivalente
(A)-(B)(C)(S) (Figura 286). E porque esta ultima pode ser considerada como tendo base
(A)(B)(C) e vértice (S), também ela atende a tese.

Consideremos, finalmente, a ultima piramide triangular (R)-(C)(S)(T) restante do
tronco (Figura 287) e, fixando os vértices (C), (S) e (T) de sua base, fagamos seu vértice (R)
descrever a aresta (R)(A) do tronco (Figura 287), até que (R) coincida com o vértice (A)
(Figura 288). Porque (R)(A) é paralela ao plano (C)(S)(T), ao se deslocar (R) para (A), sobre
(R)(A), a altura da piramide (R)-(C)(S)(T) permanece constante e, consequentemente (nu-
mero 153.4), seu volume nao se altera.

E, tomando, agora, (S) como vértice e (A)(C)(T) como base dessa nova piramide, fi-
xando os vértices da base e fazendo (S) descrever a aresta (S) (B) do tronco (Figura 288), até
que (S) coincida com (B), porque (S) (B) é paralela ao plano (A)(C)(T), o volume da pirami-
de (S)-(A)(C)(T) nao se altera quando ela se transforma na piramide (B)-(A)(C)(T) (Figura
289), pelo mesmo motivo acima citado (numero 153.4).

(T) )
s s /

®) ©) ) © (S)=(B) €
(A) R

Figura 287 Figura 288 Figura 289

E porque esta dltima piramide pode ser considerada como tendo base (A)(B)(C) e
vértice (T) (Figura 289), também esta atende a tese.

Assim, o tronco de prisma triangular considerado é equivalente a soma de trés pirami-
des triangulares (R)-(A)(B)(C) (Figura 284), (S)-(A)(B)(C) (Figura 286) e (T)-(A)(B)(C)
(Figura 289), todas tendo por base a base (A)(B)(C) do tronco e cada uma tendo por vértice
cada um dos vértices da outra base — (R)(S)(T) - do tronco.

Entéo, todo tronco de prisma triangular...
167 —Volume do tronco de prisma triangular

Porque um tronco de prisma triangular é equivalente a soma de trés piramides triangula-
res, todas tendo por base uma das bases do tronco e por vértices cada um dos vértices da outra
base (nimero 166), designando por (B) a drea de uma das bases do tronco e por hy, h, e h; as
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distancias do plano dessa base aos vértices da outra base (Figura 290), o volume V do tronco se
calcula pela soma dos volumes dessas trés piramides.

h;+h,+h;
3 )

(Bh,  (Bh,  (B)h :

Logo: V = — 3 3 . V=()(

Assim, o volume de um tronco de prisma trian-
gular pode ser medido pelo produto da drea de uma
de suas bases pela média aritmética das distancias dos
vértices da outra base ao plano da primeira.

Para obter nova relac¢do, consideremos uma se-

gdo reta do tronco que o divida em outros dois (Figura
291) e designemos por (SR) a area dessa se¢do e por

a; ea,, b; eb, e cqec,asporgdes segundo as quais
-, . Figura 290
seu plano divide as arestas laterais a, b e ¢ do tronco. ?

As arestas laterais a;, by e ¢; do primeiro tron-
co de prisma triangular medem as distancias de cada
vértice de sua base original ao plano da segdo reta. Da
mesma forma, a,, b, e c, medem as distancias da ou-
tra base original ao plano da segdo reta.

Assim, para o volume V do tronco considerado,
podemos escrever:

_ (SR
3

(SR)

(@ +by+¢) + = (ay + by +¢5)

Figura 291

. (SR)
e V= 3 (@ +ay+by+by+cy+cy)

E,como a; + ay=a, by + by=b, ¢; + ¢, =c¢, vem: V:(SR)(—a”;”LC)

Assim, o volume de um tronco de prisma triangular pode ser medido pelo produto da
area de sua se¢do reta pela média aritmética dos comprimentos de suas arestas laterais.

168 — Volume do tronco de prisma qualquer

Para calcular o volume de um tronco de prisma ndo triangular, basta decomp6-lo, por
meio de planos diagonais pertencentes a uma de suas arestas laterais, em troncos de prismas
triangulares, calcular (nimero 167), em separado, os volumes destes ultimos e soma-los,
utilizando, naturalmente, uma das duas expressdes acima instituidas.
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CapituLo XVI

TRONCOS DE PIRAMIDES

169 - Troncos de piramides de primeira espécie

Tronco de piramide de primeira espécie
¢ o sdlido limitado por uma superficie pira-
midal fechada de uma folha e por dois planos
secantes a todas as arestas da superficie que
nao se cortam interiormente a ela.

Ha, pois, que considerar duas hipdte-
ses: troncos de bases paralelas (Figura 292) e
troncos de bases nao paralelas (Figura 293).

As faces dos troncos de piramide de pri-
meira espécie, de bases paralelas, sdo trapézios
e suas bases sdo poligonos semelhantes, por
serem homotéticas, em relacao ao vértice da
superficie piramidal que contém o tronco. A
distancia entre os planos das bases é denomi-
nada altura do tronco (h, na Figura 292).

Ja as faces dos troncos de piramide de
primeira espécie e de bases nao paralelas sdo
quadrilateros quaisquer, embora, natural-
mente, alguns possam ser trapézios.

Evidentemente, todo tronco de pirdmi-
de de primeira espécie pode também ser de-
tinido como sendo o sélido limitado, numa
piramide, entre a base e um plano secante a
todas as suas arestas laterais, paralelo ou nao
ao plano da base da pirdmide.

Figura 292

Figura 293
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170 - Troncos de piramide de segunda espécie

Tronco de piramide de segunda espécie é o sélido
limitado por uma superficie piramidal fechada de duas
folhas e por dois planos que atingem, cada um numa fo-
lha, todas as arestas da superficie.

Naturalmente, ha que considerar os troncos de pi-
ramides de bases paralelas (Figura 294) e os de bases nao

paralelas (Figura 295).

E claro, ainda, que os troncos de piramide de se- Figura 294
gunda espécie podem ser considerados como constitui-
dos por duas pirdmides tais que as arestas laterais de uma
sejam os prolongamentos das arestas laterais da outra. E
mais, no caso particular em que o tronco de pirdmide de
segunda espécie tem bases paralelas, as duas piramides
que o constituem sdo homotéticas inversamente, em re-

lagao ao préprio vértice do tronco, ou seja, o vértice da

superficie piramidal que contém o tronco. O que obriga,
até, que suas bases sejam poligonos semelhantes. Figura 295

A distancia, h, na Figura 294, entre os planos das bases do tronco de pirdmide de se-
gunda espécie de bases paralelas ¢ denominada altura do tronco. E ¢, evidentemente, igual a
soma das alturas das duas piramides que constituem o tronco.

171 - Troncos de piramides regulares

Todo tronco de piramide de primeira espécie de bases paralelas extraido de uma pi-
ramide regular ¢ denominado tronco de piramide regular de primeira espécie (Figura 296).

Todo tronco de piramide de segunda espécie de bases paralelas constituido por duas pi-
ramides regulares é denominado tronco de pirdmide regular de segunda espécie (Figura 297).

A <

Figura 296 Figura 297
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Apédtema de um tronco de piramide regular (A, nas Figuras 298 e 299) ¢ o segmento
formado pelos pontos médios de duas arestas basicas pertencentes a uma mesma face la-
teral. Evidentemente, tanto nos de primeira como nos de segunda espécie, o apdtema do
tronco é perpendicular as duas arestas basicas em que se apoia (Figuras 298 e 299).

172 - Areas dos troncos de piramides regulares

1. Primeira espécie

Designando por a e b as arestas ba-
sicas e por A o apdtema de um tronco de pi-
ramide regular de primeira espécie (Figura
298), a drea S; de uma face lateral é (Geome-
tria Plana, numero 313):

S = (a42-b) DA

Assim, sendo n o género das bases, 2p

4 /4 B
e 2p seus perimetros e (B) e (b) suas areas,

as areas lateral e total do tronco sio:
Figura 298

S,=nS; = n(22P) A

SE:(%+nTb) A

S;=(pg+py) A

e |S,=S,+(B)+ (D)

2. Segunda espécie

Designando por a e b asarestas basicas
de um tronco de piramide regular de segunda
espécie, por n os géneros de suas bases, por
(B) e (b) as dreas dessas bases e por Aj e A, os
apdtemas de cada uma das duas piramides re-
gulares que o formam (Figura 299), podemos
(Geometria Plana, nimero 313) escrever, para
suas dreas lateral S, e total Sy:

S/=pp-A;+DPp- Ay

S,=S,+ (B) + (b)

Figura 299
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173 - Teorema

O volume de um tronco de piramide triangular de primeira espécie de bases paralelas
¢ igual a soma dos volumes de trés piramides triangulares, todas com alturas iguais a do
tronco e com bases respectivamente equivalentes a cada uma das bases do tronco e a média
geométrica entre elas.

Demonstragao: Consideremos um tronco de piramide triangular de primeira espécie
e de bases paralelas (A)(B)(C)-(R)(S)(T) e seccionemo-lo (Figura 300) pelos planos diago-
nais (S)(A)(C) e (C)(R)(S), o que permite destacar do tronco duas piramides triangulares
(S)-(A)(B)(C) e (C)-(R)(S)(T) que, por terem alturas iguais a do tronco e bases respectiva-
mente iguais a cada uma das bases do tronco (Figura 300), atendem a tese.

Destacadas aquelas duas piramides, resta, do tronco, entre os dois planos diagonais
considerados, a piramide triangular (S)-(A)(C)(R) (Figura 300). Para estuda-la, fixemos os
vértices (A), (C) e (R) de sua base e fagamos seu vértice (S) descrever a reta (S)(S’), paralela
a aresta lateral (A)(R) do tronco (Figura 301), até que (S) venha a coincidir com (S’).

®) S & R~ M
W © o~ =
S)
®) ]
Figura 300 Figura 301

Porque a base (A)(C)(R) da piramide (S)-(A)(C)(R) é mantida fixa e porque seu vér-
tice (S) descreve uma paralela ao plano da base, quando a piramide é transformada para
(§)-(A)(C)(R) (Figura 301) seu volume nao se altera (niimero 153.4).

Esta altima piramide triangular pode ser considerada como tendo por vértice o ponto
(R) e por base o triangulo (A)(S’)(C) (Figura 301), tendo, pois, altura igual a do tronco.

R) (M

(S)

Figura 302 Figura 303
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Para que ela atenda, também, a tese, basta provar que sua base (A)(S")(C) tem area
igual a média geométrica entre as areas das bases do tronco.

Para tanto, consideremos a paralela (T)(T’) a aresta (A)(R) e o triangulo (A)(S)(T’),
igual, por translacao, a base menor (R)(S)(T) do tronco (Figuras 302 e 303).

Designando por (B) e (b) as areas das bases do tronco e por (S) a area da base (A)(S")(C)
da terceira piramide triangular, em estudo, porque os tridngulos (A)(B)(C), (A)(S)(T") e
(A)(S)(C) tém, todos, o angulo (A) comum, podemos (Geometria Plana, nimero 329)

escrever:
para o par (A)(S)(T’) e (A)S)(C):
(b) _ (ANT).(A)S) _ (A)T) (1)

(S (AXS).(A)NC) — (A)NC)
para o par (A)(S)(T°) e (A)(B)(C):

S _ (ANO).(A)S) _ (A)S) 2)
B)  (AO).(AB)  (A)B)

E porque os tridngulos (A)(S")(T") e (A)(B)(C) sdao semelhantes, temos:
A)S) _ (A(T)

(A)B) — (A)C) (3)
Reunindo as relagdes (1), (2) e (3), vem:
@ - @ ... ? = ... =
)~ ® $=®.0 (8) = ¥(B). (b)

Assim, o tronco de pirdmide triangular considerado é equivalente a soma de trés pira-
mides triangulares (S)-(A)(B)(C) (Figura 300), (C)-(R)(S)(T) (Figura 300) e (R)-(A)(S)(C)
(Figura 301), todas tendo altura igual a do tronco, a primeira tendo por base a base maior
(A)(B)(C) do tronco, a segunda tendo por base a menor (R)(S)(T) do tronco e a terceira
tendo base equivalente a média geométrica entre as duas bases do tronco.

Entdo, todo tronco de piramide triangular de primeira espécie de bases paralelas é
equivalente a...

174 - Corolario

O volume V do tronco de piramide triangular de primeira espécie de bases paralelas
pode ser calculado, em fungdo de sua altura h e das areas (B) e (b) de suas bases, pela relagdo:

vo @b Oh VBG4 )+ /B
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175 - Volume do tronco de piramide de bases paralelas

Consideremos, inicialmente, um tronco de piramide de primeira espécie de bases pa-
ralelas, com género de base qualquer, bem como a piramide de que foi extraido o tronco e
designemos por (B) e (b) as areas das bases do tronco e por h e x as alturas, respectivamente,
de tronco e da piramide extraida, a que tem por base a base menor do tronco (Figura 304).

Da semelhanca existente entre as duas bases do tronco (Geometria Plana, numero

330), temos:
b _  x
B)  (h+x’

h+x

Vo) x

@_h+x

s
4/(?—4/6 h+x-x h h
/) )

=——* _  h
YT VE - Vo)

Como o volume V do tronco ¢

Figura 304

igual a diferenga entre os volumes das
duas pirdmides (Figura 304), temos:

v=®00 Ok _ L g+ @)x - b)]

V=2 [®h+IB)- )] @

Substituindo (1) em (2), vem:

V:L[Bh _B-0) ~ﬁ-h]:£ B+ — B -0 /4
sl [ ve @S e e

B)-0) _ WB+Vb) VB -VO) _ 5y
= = #/(B)+4/(b),t :
J(E‘ B m @_ m €mos

Como

vt ®) + (VB VD) VO]

ou, finalmente, |V = [(B) + (b) + +/(B)(b)] %
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Consideremos, agora, um tronco de piramide de segunda espécie de bases paralelas, com
género de base qualquer, e designemos por (B) e (b) as areas das bases e por h e x as alturas, res-
pectivamente, do tronco e de uma das piramides que constituem o tronco. A semelhanca exis-
tente entre essas duas piramides (Figura 305) permite anotar (Geometria Plana, nimero 330):

J(?) h-x

W
J(;?)_,_J(?) h-x+x h

X:A h (1)
V(B + /()

Figura 305

Como o volume V do tronco ¢ igual a soma dos volumes daquelas duas pirdmides
(Figura 305), temos:

_ B)h-x) (b)x
V = 3 X4 3

V=L [®h- @)=L [(B)h = [ - (b)]x]

Substituindo (1) nesta ultima relacao, vem:

_ 1 [ (B) - (b) b B) _ ~ B)-b) )
v 3[() «/@)M/(FF] [() e <>]

B)-0) _ WB)+/0) VB -Vb) _ -
V(B) + +/(b) V(B) +/(b)

Como b), temos:

b {® - (VB -v) Vool

= [®) + &) - VEB®)] -
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176 — Calculo do volume do tronco de piramide de bases paralelas

Do que foi acima desenvolvido, para calculo do volume V de um tronco de piramide
de bases paralelas com areas (B) e (b) e com altura h, podemos anotar:

1. Troncos de piramides de primeira espécie, com bases paralelas.

v=[®)+b) + VBB L

2. Troncos de piramides de segunda espécie, com bases paralelas.

v=[®)+b) - vE)B)] L

3. E, em funcao da razdo k de semelhanca entre suas bases:

% . (Geometria Plana, nimero 330) .. (b) = K (B)

v = [®) + K (B) £ V(B) (B)] % SV = (B K®) £k B)] %

V:@(szik)

2
O sinal da parcela k do segundo fator (1 + k + k) é positivo ou negativo conforme,
respectivamente, o tronco seja de primeira ou de segunda espécie.

177 - Volume do tronco de piramide de bases nao paralelas

Para calcular o
volume do tronco de
piramide de bases nao V/
paralelas, devem ser con-
sideradas as piramides de
que se originam (Figura
306) e somar, ou sub-
trair, conforme o caso,
seus volumes. Soma, no
caso de segunda espécie

e subtragdo, no caso de

primeira. Figura 306
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CapituLo XVII

SUPERFICIES

178 - Introducao

De um modo geral, as superficies classificam-se em regradas (ou retilineas) e nao re-
gradas, conforme, respectivamente, possam (ou nao) ser geradas por uma reta que obedega,
em seu movimento, a determinadas condigdes.

As superficies regradas subdividem-se em desenvolviveis e reversas. Sdo ditas desen-
volviveis as superficies regradas que podem ser planificadas, isto é, que podem ser esten-
didas sobre um plano, sem que, entdo, apresentem descontinuidade. Assim, serdo desen-
volviveis as superficies regradas, tais que duas quaisquer de suas geratrizes infinitamente
proximas sejam coplanares. De fato, tal condigdo garante a sucessao continua das geratrizes
da superficie, quando a estendemos sobre um plano. Sdo ditas reversas as superficies regra-
das nao desenvolviveis.

Os conceitos apresentados em capitulos anteriores (ver nimeros 124 e 145) para gera-
triz e diretriz de uma superficie sdo gerais. Convém, no entanto, observar que estabelecida
uma superficie por sua (ou suas) diretriz (ou diretrizes) e pela qualidade do movimento de
sua geratriz, isto é, por uma lei de geragdo, pode-se sempre — embora nem sempre com a
mesma simplicidade - modificar, para a mesma superficie, tanto a diretriz quanto a geratriz.

Para exemplificar, consideremos uma superfi- 0 (d)
cie ja conhecida - a prismatica - que, por defini¢ao
(numero 124), teve por diretriz uma linha poligonal
(A)(B)(C)(D) e, por geratriz, a reta movel (r) paralela a
reta fixa (d) (Figura 307). (B)

Tal superficie poderia, no entanto, ser considera-
da como gerada por um movimento de transla¢ao da
linha poligonal (A)(B)(C)(D), apoiada, sempre, na reta (D)
(r), agora mantida fixa. E, assim fazendo, (r) seria a di-
retriz enquanto que (A)(B)(C)(D) seria a geratriz. Figura 307
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Ainda mais, se considerassemos uma
outra linha poligonal (Figura 308) (X)(Y)(Z), (S)\ (Y)
obtida pelo seccionamento daquela superficie \ \
por um plano genérico, poderiamos admitir ) 2)
que a superficie fora gerada pelo movimen- (d)
to de uma reta (s) que, apoiando-se nos pares
de lados correspondentes das duas poligonais, L\
tivesse direcdo variavel e ficasse limitada as A . ©
suas intersecoes com as arestas (A)(X), (B)(Y), N
(C)(Z), etc. da superficie. ZD)

Nestas condi¢des, a geragao da superficie de-

Figura 308

penderia de duas diretrizes (as poligonais), enquan-
to que a geratriz deixaria de atender a imposi¢ao da
constancia de direcao.

Estas possibilidades de permutabilidade entre geratriz e diretriz e de modificagdo da qua-
lidade do movimento gerador da superficie existem para todas as superficies, evidentemente.

Conclui-se, dai, que uma classificagao geral das superficies demanda, como passo ini-
cial, a fixagdo de suas geragdes, obediente, é claro, a um critério de simplicidade.

179 - Familias de superficies

Denomina-se familia de superficies o conjunto de superficies que possuem geratrizes
de mesma natureza e leis de geracao iguais.

Assim, as superficies de uma determinada familia diferem entre si apenas pela nature-
za de suas diretrizes.

Tais sdo, por exemplo, as superficies cilindricas, conicas e de revolucdo que, a seguir,
abordaremos.

180 - Superficies cilindricas

Por defini¢do, superficie cilindrica é
a gerada por uma reta de dire¢do constante
que se move apoiada numa curva fixa (Figu-
ra 309).

Assim, incluem-se na familia das super-
ficies cilindricas: as prismaticas, quando a dire-
triz ¢ uma linha poligonal, e até mesmo o plano,
quando a diretriz é uma reta, ou uma linha qual-

quer, coplanar com a geratriz. Figura 309
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E claro que a natureza de uma superficie cilindrica depende da sua diretriz. Pode-se
ter, entdo, superficies cilindricas circulares, eliticas, parabdlicas, etc.

Uma superficie cilindrica é aberta ou fechada, conforme, respectivamente, sua diretriz
seja aberta ou fechada. E é convexa ou nao, conforme, respectivamente, a se¢ao produzida
por um plano genérico que corte todas as suas geratrizes seja uma linha convexa ou nao.
Assim, ¢é facil concluir que uma reta secante a uma superficie cilindrica convexa s6 pode
corta-la, no maximo, em dois pontos, enquanto que uma secante a uma superficie cilindrica
nao convexa pode encontra-la por mais de duas vezes.

Secdo reta a uma superficie cilindrica é a produzida por um plano perpendicular as
suas geratrizes.

181 - Superficies cOnicas

Por definicao, superficie conica é a gerada por uma reta que passa por um ponto fixo
e se apoia numa linha fixa (Figura 310). O ponto fixo é denominado vértice da superficie e
cada uma das duas partes simétricas que a constituem é uma folha da superficie.

Assim, se limitarmos as geratrizes ao vér-
tice — fazendo-as semirretas — obteremos uma

superficie conica de apenas uma folha.

Naturalmente, incluem-se na familia das
superficies coOnicas: as piramidais e até mes-
mo o plano, com as mesmas restrigdes antes
(numero 180) formuladas para as superficies
cilindricas.

Como nas cilindricas, a natureza de uma
superficie conica fica condicionada a de sua
diretriz. Ha, portanto, superficies conicas cir-
culares, eliticas, hiperbdlicas, parabdlicas, etc.

Também como ocorreu com as cilindri-
cas e segundo as mesmas condigdes, as super-
ficies conicas podem ser abertas ou fechadas e

convexas ou concavas (ndo convexas). Figura 310

CELio PiNTO DE ALMEIDA

163



182 - Superficies de revolucao (e)

Por defini¢do, superficie de revolugao é
a gerada pela rota¢ao completa de uma linha
plana em torno de uma reta fixa de seu plano L (W)
(Figura 311). Esta reta ¢ denominada eixo da ‘
superficie.

Na gerac¢ao da superficie, todos os pon-
tos da curva (c), geratriz, descrevem circulos
pertencentes a planos perpendiculares ao ul
eixo, todos com centros sobre o eixo (Figura
311). Tais circulos sdo denominados parale-

los da superficie.

Quando - ¢ o caso mais geral — os pa-
ralelos da superficie tém raios diferentes, ao V)
menor deles dd-se o nome de circulo de gola
e, a0 maior, equador da superficie.

Assim sao, respectivamente, os circulos |
(g) e (w), para a superficie de revolugao de
eixo (e) gerada pela curva (c), na Figura 311.

© e
Quando a geratriz encontra o eixo, Figura 311

anula-se o circulo de gola que, entdo, deixa

de existir. O ponto (V) que ocupa seu lugar

denomina-se vértice da superficie.

Meridiano ou se¢ao meridiana de uma
superficie de revolu¢ao é toda secio nela pro- /

duzida por um plano que contenha seu eixo.
Ha, entao, uma infinidade delas, todas iguais,
para cada superficie considerada, todas apre-
sentando duas posicdes ¢ e ¢, simétricas da
geratriz, em relacao ao eixo e (Figura 312).

Cabe observar que toda superficie de re-
volugdo pode ser considerada como gerada por / \

um circulo mével, cujo centro percorre o eixo da

superficie, cujo plano permanece perpendicular c

ao eixo e cujo raio tenha seu valor obediente a
uma certa lei de variagao dada. Figura 312
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Dentre as superficies de revolugdo, destacam-se:
1. Superficie cilindrica de revolugao

A geratriz é uma reta paralela ao eixo da superficie
(Figura 313).

Todos os paralelos sao iguais, nao havendo, pois, circu-
lo de gola nem equador.

2. Superficie conica de revolugdo de uma folha

A geratriz ¢ uma semirreta obliqua ao eixo, tendo sua
origem (V) pertencendo ao eixo (Figura 314).

O ponto (V), comum a todas as geratrizes, é o vértice
da superticie. Nao ha circulo de gola nem equador.

3. Superficie conica de revolu¢ao de duas folhas

A geratriz é uma reta concorrente com o eixo e obliqua
a ele.

O ponto (V) em que a geratriz encontra o eixo (Figura
315) é o vértice da superficie.

Nao ha circulo de gola nem equador.
4. Superficie esférica

E gerada pela revolu¢io de um semicirculo, em torno
do didmetro que o limita (Figura 316).

A superficie esférica é fechada, nao possuindo, pois,
circulo de gola.

Seu equador - gerado pelo ponto (A) mais afastado
do eixo (Figura 316) - é igual ao seu meridiano, por serem,
os dois, circulos de mesmo raio (O)(A). Costuma-se, entdo,
denominar, indistintamente, se¢des maximas da superficie,
tanto uma quanto a outra.

O centro (O) e o raio R do semicirculo sio denomina-
dos centro e raio da superficie.

A superficie esférica possui uma infinidade de eixos:
todas as retas que contém seu centro. Todos determinam, em
seu interior, didmetros, evidentemente, iguais.

f—
|

Figura 313

e)
V)
(n/ ;

Figura 314

(e)

(V)
(r)/é‘D

Figura 315

(e)

(©)
AW—R—L0)
D

Figura 316
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183 - Observacoes

1. O lugar geométrico dos pontos que distam
um valor constante de uma reta fixa (e) é
a superficie cilindrica de revolugdo de eixo
(e) e raio igual aquele valor constante (Fi-
gura 313).

2. O lugar geométrico das retas que passam por
um ponto fixo (V) e que formam um éngulo
constante o (# 90°) com uma reta fixa (r) é a
superficie conica de revolugao de duas folhas,
de vértice (V), tendo por eixo a paralela (e)
a reta (r) tracada por (V) (Figura 317), cujo
semiéngulo, no vértice, seja igual a O .

3. O lugar geométrico das retas que passam
por um ponto fixo (V) e que formam um
angulo constante E (# 90°) com um plano
fixo (0) é a superficie conica de revolu¢ao
de duas folhas, de vértice (V) e eixo perpen-
dicular a (0), cujo semiangulo, no vértice, é

N

igual ao complemento de B (Figura 318).

4. O lugar geométrico dos pontos que distam
um valor constante R de um ponto fixo (O)
¢ a superficie esférica de centro (O) e raio
R (Figura 319).

5. O lugar geométrico dos vértices (A) dos tri-
angulos retangulos (A)(B)(C), cuja hipote-
nusa (B)(C) é fixa, é a superficie esférica de

diametro (B)(C) (Figura 319), excluidos os
pontos (B) e (C).

De fato, basta lembrar que, em todo trian-
gulo retangulo, a mediana relativa a hipotenusa
vale a metade da hipotenusa (Geometria Plana,
numero 76). Assim, os vértices (A) devem distar
do ponto (O), médio de (B)(C), um valor cons-

tante: a metade de (B)(C).

E (A) ndo pode coincidir nem com (B)
nem com (C), para que exista o triangulo.
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184 - Retas e planos tangentes a uma superficie

Uma reta (r) é tangente a uma superfi-
cie (o), quando ¢é tangente a linha (c), secdo
produzida, na superficie, por um plano qual-
quer pertencente a (r) (Figura 320). O ponto
de contato (T) da reta com a linha é, também,
o ponto de contato da reta com a superficie.

Um plano (y) é tangente a uma superfi-
cie (o) em um ponto (T) da superficie, quan-
do ele contém todas as retas tangentes a su-
perficie, em (T) (Figura 321).

O ponto (T) é, entdo, denominado pon-
to de contato do plano tangente (y) com a su-

perficie (o).

A reta (n), pertencente a (T) e perpen-
dicular a (y), é denominada normal a superfi-
cie, em (T) (Figura 321).

185 - Plano tangente a uma superficie cilindrica

O plano (y) tangente a uma superficie
cilindrica (o) em um ponto (T) da superfi-
cie é definido pela geratriz (g) da superfi-
cie pertencente a (T) e pela tangente (t) a
diretriz (d) da superficie que passa por (T)
(Figura 322).

A geratriz (g) da superficie que pertence
também ao plano tangente é denominada ge-
ratriz de contato entre o plano e a superficie.

No caso particular em que a superfi-
cie cilindrica é de revolu¢do, o plano tan-
gente em um ponto (T) da superficie fica
definido pela geratriz da superficie e pela
tangente (t) ao paralelo da superficie que
passa pelo ponto (T).

Figura 320

Figura 321

Ly

g

Figura 322

ll/
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186 — Plano tangente a uma superficie conica

A determina¢ao do plano (y)
tangente a uma superficie conica ¢é
exatamente igual a do plano tangen-
te a cilindrica. Naturalmente, ¢ facil
concluir que todos os planos tangen-
tes pertencem ao vértice (V) da su-
perficie conica (Figura 323).

Cumpre ressaltar que, para o
caso particular da superficie conica

Figura 323

de revolu¢do, todos os planos tan-
gentes formam dngulos o iguais com
o eixo (e) da superficie e adngulos
B (complemento de o) iguais com
todo plano (0) perpendicular ao eixo
(Figura 324).

Em verdade, neste caso, o pla-
no tangente (y) fica definido pela ge-
ratriz de contato (V)(T) e pela tan-
gente (t) ao paralelo (c) da superficie
pertencente ao ponto de contato (T).
E a geratriz (V)(T) de contato nada
mais é que uma reta de maximo de-

clive de (y) em relagao a (0) (Figura
324) Figura 324

187 - Plano tangente a uma superficie esférica

O plano tangente a uma super-
ficie esférica, num ponto da super-
ficie, é perpendicular ao raio da su-
perficie relativo aquele ponto, tendo,
pois, em comum com a superficie
apenas o ponto de contato, corres-
pondendo ao ponto do plano mais
préximo do centro da esfera.

Todas as normais a uma super-

ficie esférica passam pelo centro da

superficie. Figura 325
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Capituro XVIII

CILINDROS

188 - Definicoes

Cilindro ¢ o solido limitado por uma superficie cilin-
drica fechada e por dois planos paralelos entre si que cortam
todas as geratrizes da superficie. As se¢des iguais produzidas
por esses dois planos — e que limitam o cilindro - sdo as ba-
ses e a distancia entre eles é a altura do cilindro (Figura 326).

189 - Classificacao

Os cilindros sao ditos retos ou obliquos conforme,
respectivamente, suas geratrizes sejam perpendiculares ou
obliquas aos planos de suas bases e sio denominados cir-
culares, eliticos, etc., conforme a natureza de suas bases.

Cilindro de revolugao ¢ o sdlido gerado pela rotagao
completa de um retangulo em torno de um de seus lados
(Figura 327). O lado fixo, que funciona como eixo, mede
a altura do cilindro e os dois que lhe sdo perpendiculares
medem os raios — iguais — das bases.

Naturalmente, todo cilindro de revolugdo é reto e
circular.

Todas as se¢des meridianas, isto é, as produzidas
pelos planos que contém o eixo de um cilindro de revo-
lugao sao retangulos iguais entre si, compostos por duas
posicdes axialmente opostas do retangulo gerador (Figura
328). Isto significa que o retangulo se¢ao meridiana tem
base e altura respectivamente iguais ao diametro da base e
a altura do cilindro.

r

Figura 327

(e)

2r

Figura 328
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No caso particular em que a se¢ao meridiana de um e)

cilindro de revolugao é um quadrado, diz-se, por defini-
¢do, que o cilindro ¢é equilatero (Figura 329). Assim, em
todo cilindro equildtero - e apenas neles — a altura ¢é igual h=2r

ao diametro da base.

190 - Areas laterais e totais )
)

1. Cilindros obliquos Figura 329

Designando por g o comprimento da geratriz (Figura 330), por Cgp o perimetro da
sec¢do reta e por (B) a area de cada base e considerando o cilindro como a posi¢ao limite
ocupada por um prisma inscrito, quando cresce indefinidamente o género de sua base, as
expressdes instituidas para o prisma (nimeros 143.1 e 143.2) fornecem para o cilindro:

S;=Csr- 8

2. Cilindros retos
Designando por Cg o valor do perimetro da base e por g ‘
e h a geratriz e a altura do cilindro, como aplicagao das relagoes '

g/
antes instituidas, temos: Q

S,=Cg.g=Cy.h

.- ~ Figura 330
3. Cilindros de revolucao 9

Designando por r e h o raio da base e a altura do cilindro (Figura 327), como aplicagao
das relagdes anteriores, temos:

4. Cilindros equilateros

Porque nos cilindros equilateros a altura ¢ igual ao diametro da base (ntimero 189), vem:

. 2
Sy=2nrh=2mnr (2r) e |S)=dmnr

5. Areas totais

Para todos os casos, sendo (B) a drea de cada base:
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191 - Volume do cilindro

Utilizando, ainda, as relagdes instituidas para os prismas (numeros 142.1 e 142.2) e
adaptando-as as condi¢des presentes, temos:

1 - Cilindros obliquos ................... V=(B)h=(SR)g
2 — Cilindros retos .......ceeeveeunenee. V=Bh=(B)g
2
3 - Cilindros de revolucio ............ V=(B)h=nrh
3
4 - Cilindros equilateros ............... V =(B)h =2nr

192 - Teorema

A secdo produzida numa superficie cilindrica de revolu¢ao por um plano obliquo as

suas geratrizes é uma elipse.

Demonstra¢ao: Sejam (a) o plano secante a uma superficie cilindrica de revolugao,
obliquo as suas geratrizes, e (M) um ponto qualquer da se¢ao assim produzida.

Consideremos as duas superficies esféricas inscritas na cilindrica e tangentes a (o), res-

pectivamente, nos pontos (F) e (F’) (Figura 331), e tracemos os segmentos (M)(F) e (M)(F’),
bem como a geratriz da superficie cilindrica que, passando por (M), encontra os paralelos de
contato das superficies esféricas com a cilindrica nos pontos (R) e (S).

Como tangentes de (M) a cada uma das su-

perficies esféricas, temos:

MFE) = MR -
MF) = ) R I
ME) + ME) = ®O _ Rl
o \ < /
E como (R)(S) é o valor — constante — da RPN
geratriz do cilindro de revolu¢do limitado entre N
os dois paralelos de contato considerados (Figura I (F\')\

331), conclui-se, por sua propria defini¢io (Geo- S~/

R = —

metria Plana, nimero 336), que a se¢do produzida - T
N

por (a), na superficie cilindrica dada, é uma elipse \\

de focos (F) e (F’) e de eixo transverso igual a gera- \\ \(S) v ’
triz (R)(S) do cilindro limitado, na superficie, pelos |
paralelos de contato das duas esferas inscritas, tal

como se queria demonstrar. Figura 331
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193 - Troncos de cilindro

Tronco de cilindro é o sé6lido limitado por uma superficie cilindrica fechada e por dois
planos ndo paralelos entre si que cortam todas as geratrizes da superficie e que se cortam
exteriormente a ela.

Dentre os troncos, cumpre destacar os limitados lateralmente por superficies cilindri-
cas de revolu¢ao, denominados, apesar da impropriedade, troncos de cilindro de revolugao.

194 - Observacao

Um tronco de cilindro de revolugdo pode ter uma base elitica e uma circular ou duas
eliticas, iguais ou ndo (Figura 332).

195 - Teorema

Todo tronco de cilindro de revolu¢ao tem volume igual ao de um cilindro de revolu¢ao
de mesma se¢do reta que o tronco e de altura igual ao eixo do tronco.

Demonstragao: Seja um tronco de cilindro de revolugao genérico cujas bases sejam
eliticas e diferentes (Figura 332).

Consideremos os dois planos pertencentes aos centros dessas elipses e perpendicula-
res ao eixo do tronco, os quais produzem duas se¢des retas — circulares e iguais — na super-
ficie cilindrica que limita lateralmente o tronco (Figura 332).

Assim, entre as duas se¢des retas fica formado um cilindro de revolugédo de altura igual
ao eixo (e) do tronco.

Junto a cada um dos extremos do eixo (centros das bases do
tronco) ficam formados dois solidos simétricos, entre cada base
do tronco e a se¢io reta correspondente. Das simetrias desses pa-
res de sdlidos decorrem suas equivaléncias, também aos pares.

Entdo, ao se transformar o tronco dado no cilindro de
revol¢ao citado, o volume se conserva igual, pois as porg¢des
retiradas do tronco sdo respectivamente equivalentes as adi-
cionadas para a formagao do cilindro (Figura 332).

E claro que a propriedade vale, também, para o caso par-
ticular em que apenas uma base do tronco seja elitica (e a ou-

tra circular), quando a operagdo de substituigao acima descrita
fica reduzida a um par, apenas.

Assim, todo tronco de cilindro de revolugdo tem volu-

me igual ao de um cilindro de revolugdo da mesma segao reta
que o tronco e de altura igual ao eixo do tronco. Figura 332
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196 — Observacoes

1. Da prépria demonstragdo do teorema, conclui-se que a area lateral de um tronco de

cilindro de revolugao é igual a do cilindro de revolu¢ao de mesma segdo reta que o

tronco e de altura igual ao eixo do tronco.

2. As se¢oes meridianas de um tronco de cilin-

dro de revolu¢ao, que tenha uma base circu-

lar, sdao todas, exceto uma, trapézios retan-

gulos (Figura 333) que tém por base média

comum o eixo (e) do tronco; alturas iguais ao

didmetro 2r da base circular do tronco e por

bases duas geratrizes do tronco, simétricas

em relacdo ao seu eixo (Figuras 334 e 335).

A excecdo ocorre para a se¢do meridiana pa-

ralela a interse¢do dos planos das duas bases do

tronco. Neste caso, porque as geratrizes simétricas

em relacdo ao eixo sdo iguais ao préprio eixo (Figu-

ra 336), a secdo meridiana ¢ um retangulo.

T

T

2r

IS

IS

Figura 333

Figura 334

2r

Figura 335

2r

Figura 336

E claro, ainda, que todas as se¢des meridianas sao equivalentes. Sua area comum é S =2 re.

Na Figura 335, vdo destacadas as geratrizes G e g,,,, de comprimentos méximo e mini-

mo, respectivamente.

E mais, todos os pares de geratrizes axialmente opostas possuem a mesma soma, igual

ao dobro do valor do eixo. De fato (Figuras 334, 335 e 336), temos:

e =

g+g _

GM+gm

2 2

g+g=Gy+g, ="

2e
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3. As se¢Oes meridianas de um tronco de cilindro de
revolugdo, que tenha as duas bases eliticas, sdo to-
das, exceto uma, trapézios que tém por base mé-
dia comum o eixo do tronco; alturas iguais ao dia-
metro 2r da se¢ao reta do tronco e por bases pares
de geratrizes axialmente simétricas (Figuras 337).

A excegdo ocorre para a se¢do meridiana paralela

a interse¢do dos planos das duas bases do tronco. Neste
caso, a se¢do meridiana é retangular. Todas as se¢oes

Figura 337

sao equivalentes. Sua area comum é S = 2 re.
E todos os pares de geratrizes axialmente opostas possuem a mesma soma 2e (Figura 337).

197 — Volume do tronco de cilindro de revolucao

Devido a equivaléncia do tronco com o cilindro de revolugdo (niimero 195), o volume
V do tronco sera:

2
V = (SR) e . V=nr e

onde r e e representam o raio da se¢do reta e o comprimento do eixo do tronco.
198 - Area lateral do tronco de cilindro de revolucao

Devido a equivaléncia antes citada do tronco com o cilindro, agora entre as areas late-
rais, a do tronco sera:

SKZCSR e . S€=2nre

199 - Area total do tronco de cilindro de revolucao
1. Tronco com duas bases eliticas

Designando por 2a e 2a’ os eixos maiores das duas elipses (Figura 337) e por S e S’ suas
areas, porque seus eixos menores sdo iguais ao didmetro 2r da segdo reta do tronco, a area
total do tronco sera (Cénicas, numero 40):

S =Sy + S + § = 2nre + mar + mar . S;=nr(Qe+a+a)

2. Tronco com uma base elitica e uma circular

Sendo 2a o eixo maior da base elitica e 2r o diAmetro da base circular, a drea total do
tronco sera:

2 .
S =S, +S + § = 2nre + mar + nr .o S;=mr(2e+a+r)
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CapituLo XIX

CONEs

200 - Definicoes

Cone ¢ o sdlido limitado por uma superficie conica fechada de uma folha e por um

plano que corta todas as geratrizes dessa folha.

A secdo que esse plano produz na superficie é a base e a distancia do vértice ao seu

plano ¢ a altura do cone.

201 - Classificacao

Os cones sao denominados circulares, eliticos, etc., conforme as naturezas de suas bases.

Quando a base de um cone é uma figura simétrica, isto é,
quando possui centro de simetria, e a reta formada pelo vértice
do cone e pelo centro da base é perpendicular ao plano da base,
diz-se que o cone ¢é reto. Em todos os demais casos, o cone é
dito obliquo.

Cone de revolugao ¢ o solido gerado pela rotagdo com-
pleta de um tridngulo retangulo em torno de um de seus cate-
tos (Figura 338). O cateto fixo, que funciona como eixo, mede
a altura do cone, enquanto que o outro cateto e a hipotenusa
- mdveis, mas de comprimentos constantes — medem, respec-
tivamente, o raio da base e a geratriz do cone.

Naturalmente, todo cone de revolucio é circular e reto.

Todas as se¢des meridianas, isto é, as produzidas pelos
planos que contém o eixo de um cone de revolugao sao trian-
gulos isosceles iguais, formados por duas posi¢des axialmen-
te opostas do tridngulo gerador (Figura 339). Assim, a base,
a altura e os lados iguais dessas se¢des sdo respectivamente
iguais ao diametro da base, a altura e a geratriz do cone.

v ©

Figura 338

2r

Figura 339
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No caso particular em que a se¢do meridiana de
um cone de revolugdo é um tridngulo equilétero, diz-
-se, por defini¢do, que o cone é equilatero (Figura 340).
Entéo, para os cones equilateros, e apenas para eles, va-
lem (Geometria Plana, nimero 200.3) as relagdes:

h=r4/?

g=2r

202 - Desenvolvimento da superficie lateral

Porque as superficies cOnicas sdo retilineas e de-
senvolviveis, ja que duas quaisquer de suas geratrizes,
concorrendo em seu vértice, sdo coplanares (nimero
178), podemos estudar os aspectos das planificacdes
das superficies laterais dos cones.

1. Para os cones de revolugdo, porque todas as ge-
ratrizes sdo iguais, o desenvolvimento é um setor
circular de raio igual a geratriz e tal que a retifi-
cagdo do arco que o limita ¢ igual a retificagdo da
circunferéncia de sua base (Figura 341).

Decorre dai o valor (em radianos) do angulo cen-
PN
tral o desse setor:

2Tr

(X,:g

2. Para os cones equilateros, o desenvolvimento da
superficie lateral ¢ um semicirculo de raio igual
a sua geratriz (Figura 342). De fato, neste caso:

_2nr _ 2mr

g:2r oo a—g—T:ﬂrd,

0 que acarreta a transformagdo do setor circular em
um semicirculo.

3. Para os casos mais gerais em que o cone ndo ¢
de revolucao, a desigualdade das geratrizes im-
plica em imensa variedade da forma do desen-
volvimento, o qual depende, entdo, da natureza
do cone e de qual seja a geratriz escolhida para o
corte na superficie lateral do sélido.
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203 - Areas laterais e totais dos cones de revolucio

1. Porque a drea lateral pode ser medida no desenvolvimento da superficie lateral do cone

de revolugao, temos, para os casos gerais (numero 202.1): S, =nrg

2 .
e S, = mrg + mr . . S;=mr(g+r)

2. E, para o caso particular do cone equilatero, porque g = 2r (nimero 201), as relagdes

gerais reduzem-se a: S)=2nr

2
e St=3T[r

204 - Volume do cone

1. Para os casos mais gerais, admitindo o cone como a posi¢do limite ocupada por uma
piramide inscrita, quando o género de sua base cresce indefinidamente, o volume do
cone pode ser medido pela mesma expressao instituida para as piramides tal como

indicado no numero 157, isto é:

_ (B)h
V= 3
5 2
2. Quando o cone é de revolugio, temos: (B) = w r V= %

3. Finalmente, para o caso mais particular do cone equilatero, porque h =r 43 (numero
201), vem:

nrz(rx/?) - nr3(4/5
3

V=

E, ainda para o cone equildtero, mas, agora, em funcdo de sua altura h, como r = %
(numero 201), podemos escrever: 3

()5

_ 3
V= 3
3

V= mth (4/;)

3.34/3
h3

o _ m

Simplificando, vem: V=-"5
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205 -Troncos de cone

1. Tronco de cone de primeira espécie é o sélido limitado por uma superficie coénica
fechada, de uma folha, e por dois planos (paralelos ou ndo) que cortam todas as gera-
trizes dessa folha e que ndo se cortam no interior da superficie (Figura 343).

2. Tronco de cone de segunda espécie ¢ o solido limitado por uma superficie conica fe-
chada, de duas folhas, e por dois planos (paralelos ou ndo) que cortam, cada um, todas
as geratrizes de cada uma das folhas da superficie (Figura 344).

3. Quando os planos das bases sao paralelos, a distancia entre eles é denominada altura

do tronco.

Figura 343

Figura 344
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4. Tronco de cone de revolugao de primeira espécie é o solido gerado pela rotagdo completa

de um trapézio retangulo, em torno do lado perpendicular as bases (Figura 345).

O lado fixo, que funciona como eixo, mede
a altura do tronco; as bases e o lado obliquo a elas
medem, respectivamente, os raios das bases e a
geratriz do sélido. Assim sdo, respectivamente, h,
R,r e g, na Figura 345.

Naturalmente, todas as secoes meridianas
de um tronco de cone de revolugdo de primeira
espécie sao trapézios isosceles iguais, constitui-
dos por duas posi¢des axialmente opostas do tra-
pézio retangulo gerador.

(e)

R

Figura 345

5. Consideremos dois triangulos retangulos, (V)(O)(A) e (V)(O’)(A’), homotéticos em
relagao ao vértice (V), oposto a um dos catetos (Figura 346), numa razdo negativa

qualquer.

Ao solido gerado pela rotagdo completa da figura, em torno da reta (O)(O’), da-se, por

defini¢ao, o nome tronco de cone de revolu¢ao de segunda espécie.

Da propria defini¢do, conclui-se que esse
tronco é o sélido formado por dois cones de revo-
lu¢ao homotéticos, em razdo negativa, em relacao

ao vértice comum.

O segmento (O)(O’) fixo (Figura 346), naro-
tagdo do quadrilatero entrecruzado (A)(O)(O)(A),
mede a altura do tronco; os segmentos modveis
(0)(A), (O)(A) e (A)(A) medem, respectivamen-
te, os raios das bases e a geratriz do sélido. O ponto
tixo (V) (Figura 346) é o vértice do tronco.

Figura 346

6. E claro, finalmente, que os troncos de cone de revolugdo de primeira ou de segunda

espécie podem ser considerados como sélidos limitados por uma superficie conica de

revolugdo e por dois planos, perpendiculares ao seu eixo, que cortam, respectivamen-

te, apenas uma ou as duas folhas da superficie.
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206 - Volumes dos troncos de cones de revolucao

Admitindo os troncos de cone de revolugdo como posi¢des limites ocupadas por tron-
cos de piramides regulares — de mesma espécie - inscritos, quando os géneros de suas bases
crescem indefinidamente e adaptando as relagdes instituidas para os troncos de pirdmide
(numero 176) aos casos presentes, temos:

1. Troncos de cone de revolugao de primeira espécie (Figura 345):

V= [®)+b) + VEBIB] T
V = (nR2 + nrz + /R nr?) % V= % (R2+ r2+ Rr)

2. Troncos de cone de revolu¢ao de segunda espécie (Figura 346):

V= [®)+0) - vEb)]
V = (nR2 + TEr2 _ A/nR2, T[I'z) % V= T[Th (R2+ r2— Rr)

207 - Desenvolvimento da superficie lateral

1. Os troncos de cones de revolu¢ao podem ser
considerados como diferencas (os de primeira
espécie) ou somas (os de segunda espécie) de
dois cones de revolucao homotéticos.

2. Assim, para o tronco de cone de revolucgao de

primeira espécie, o desenvolvimento ¢ um se-

tor de coroa circular (Figura 347) de largura

igual a geratriz do tronco, limitado por dois
arcos cujas retificagdes sdo, respectivamen-
te, iguais as das circunferéncias das bases do
tronco (Figura 347).
3. No caso particular do tronco de primeira es- R
pécie ser proveniente de um cone equilatero,
o desenvolvimento é uma semicoroa circular
de largura igual a geratriz do tronco, limitada
por dois arcos cujas retificagdes sdo, respecti-

vamente, iguais as das circunferéncias de suas
bases (Figura 348). Figura 348
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4. Para o tronco de cone de revolugdo de segunda espécie, o desenvolvimento se compde
de dois setores circulares homotéticos em razdo negativa, em relagdo a seu centro co-
mum, correspondentes, cada um, ao desenvolvimento da superficie lateral de cada um
dos cones que formam o tronco (Figura 349).

5. No caso particular em que o tronco de segunda espécie é constituido por dois cones
equilateros, o desenvolvimento de sua superficie lateral é composto por dois semicir-
culos inversamente homotéticos em relagdo ao centro comum (Figura 350).

2mR

R
Figura 349 Figura 350 Figura 351
208 - Areas dos troncos de cones de revolucio

1. Para os de primeira espécie, tornando a admitir a extensao das relagdes instituidas
para os troncos piramidais regulares de primeira espécie (nimero 172.1):

S =(pg + Pp) A Sy = (mR + mr) g S,=n(R+1)g

2 2 ) 2 2
Ss=nm R+r)g+ nR + nr . S;=m[(R+1)g+R +1 |

2. Para os de segunda espécie, analogamente (numero 172.2), temos:
Sy= pgA| +Pp Ay =TRA; +1rA, (1)

Da semelhanca entre os dois cones que formam o tronco, podemos (Figura 351) escrever:

A A A +A g . gR gr
1 _ 2 _ 1 2 _ _ _
R = r  R+r  R+r o Al_R+r ¢ A2_R+r
Assim, a relagdo (1) fornece:
2 2
~ gR gr . _ng(R +r)
Sp = ™R R+r o R+r o 5= R+r
E, para a drea total S¢: —
. 2 2
S,=S, +(B) + (b) S sﬁ%ﬂﬂ“m
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209 - Teorema de Dandelin

Quando se secciona uma superficie conica de revolugdo por um plano nao pertencen-
te ao vértice da superficie, nem perpendicular ao seu eixo, a se¢do produzida é uma elipse,
uma hipérbole ou uma parébola conforme, respectivamente, o plano:

1. corte todas as geratrizes de uma so folha;

2. corte as duas folhas da superficie;

3. seja paralelo a apenas uma geratriz da superficie.
Demonstracao:
12 Parte: secdo elitica

Estudemos uma superficie conica de revolugdo e um plano (o) que, sendo exterior ao
vértice (V) da superficie e obliquo ao seu eixo, corte todas as geratrizes de uma das folhas
da superficie.

Consideremos, para tal, as duas esferas inscritas na superficie conica e tangentes ao
plano (o) respectivamente nos pontos (F) e (F’) (Figura 352), bem como os paralelos de
contato de cada esfera com a superficie conica.

Para estudar a se¢do, uma curva continua e fechada, tomemos um qualquer de seus
pontos (M) e unamo-lo a (F), a (F’) e a (V), criando, entao, a geratriz (V)(M) da superficie, a
qual encontra os paralelos de contato das superficies esféricas com a cénica respectivamente
nos pontos (R) e (S) (Figura 352).

Por pertencerem ao plano (a), tangente as duas esferas consideradas, os segmentos
(M)(F) e (M)(F’) sao tangentes a cada uma delas. Também os segmentos (M)(R) e (M)(S),
pertencentes a geratriz (V)(M), sdo a elas, respectivamente, tangentes.

Como tangentes — respectivamente iguais — de (M) a cada uma das esferas, temos:

M)F) = (MR
M)(F) = (M)(S)

~—~

Somando membro a membro:  (M)(F) + (M)(F’)

[
VY

=3
N |
|

w
|

E como (R)(S) é o valor constante da geratriz do tronco de cone de revolugio de pri-
meira espécie limitado, na superficie dada, pelos paralelos de contato das esferas considera-
das (Figura 352), concluimos, da prépria defini¢ao, que a se¢ao é uma elipse de focos (F) e
(P) e eixo transverso igual a (R)(S).

Fica, assim, demonstrada a primeira parte do teorema.
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Figura 352
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22 Parte: se¢do hiperbdlica

Analisemos, agora, uma superficie conica de revolugdo e um plano (o) que, sendo

exterior ao vértice (V) da superficie, corte suas duas folhas (Figura 353).

Consideremos, ainda, as duas esferas inscritas em cada uma das folhas da superficie e
tangentes ao plano secante, respectivamente nos pontos (F) e (F’), bem como os paralelos de

contato de cada uma dessas esferas com a superficie conica (Figura 353).

Para estudar a se¢do - uma curva continua, aberta e com dois ramos —, tomemos um
qualquer de seus pontos (M) e unamo-lo a (F), a (F’) ea (V), criando, entdo, a geratriz (V)(M)
da superficie, a qual encontra os paralelos de contato das duas superficies esféricas com a

cdnica, respectivamente nos pontos (R) e (S) (Figura 353).

Por pertencerem ao plano (o), tangente as duas esferas, os segmentos (M)(F) e (M)(F’)

sdo tangentes a cada uma das duas esferas. Também os segmentos (M)(R) e (M)(S), perten-

centes a geratriz considerada, sdo tangentes a essas esferas.

Como tangentes, respectivamente iguais, de (M) a cada uma das esferas, temos:

M)EF) = (M)(R)
M)F) = (M)(S)
Subtraindo membro a membro: (M)(F) - M)(F) = (R)(S)

Como (R)(S) é o valor constante da geratriz do tronco de cone de revolugdo de segun-
da espécie limitado, na superficie conica, pelos paralelos de contato das duas esferas consi-
deradas (Figura 353) e como o ponto (M) escolhido foi arbitrario, tal propriedade vale para
todos os pontos da se¢do que, assim assegura, para todos eles, a diferenca de distancias aos

pontos fixos (F) e (F’) ser constante.
Ora, se o segmento (R)(S) é constante e igual para todos os pontos (M) da curva se¢ao
que o plano considerado produz, da propria defini¢ao, conclui-se, entdo, que a secao é uma

hipérbole de focos (F) e (F’) e eixo transverso igual a (R)(S).

Naturalmente, tudo se passaria da mesma forma se o ponto (M), genérico da se¢do

plana a superficie, houvesse sido tomado sobre o outro ramo da curva segdo.
Fica, entdo, demonstrada a segunda parte do teorema.
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32 Parte: se¢do parabdlica

Analisemos, por fim, uma superficie conica de revolucao, de vértice (V), e o plano (o),
secante a superficie e paralelo a sua geratriz (V)(J), e apenas a esta (Figura 354).

Consideremos, ainda, a esfera inscrita na superficie conica e tangente ao plano secante
no ponto (F), bem como o plano (), do paralelo de contato existente entre a superficie dessa
esfera e a conica (Figura 354), o qual corta o plano (o) segundo a reta (d). Observe-se que tal
plano (B) é, naturalmente, perpendicular ao eixo da superficie.

Para estudar a se¢do, uma curva continua e aberta, tomemos um qualquer de seus
pontos (M) e consideremos o plano (y), pertencente a (M) e perpendicular ao eixo da super-
ficie, o qual corta o plano (o), secante, segundo a reta (t) (Figura 354).

Unamos (M) a (F) ea (V), criando, entdo, a geratriz (V)(M), da superficie conica, que corta
o paralelo de contato da superficie esférica considerada com a conica no ponto (R) (Figura 354).

Consideremos, ainda, o plano meridiano (¢) da superficie conica, perpendicular a (o),
dando-se origem ao quadrilatero (J)(S)(T)(U) (Figura 354) que é um paralelogramo, ja que
(B) é paralelo a (y) e, por hipotese, (o) é paralelo a geratriz (V)(S)(]).

E porque as retas (d) e (t) sdo paralelas, como intersecdes dos planos paralelos (3) e (y)
com (a), a perpendicular (M)(E) a reta (d) da origem ao retangulo (M)(E)(T)(U) (Figura 354).

Por pertencer ao plano (o), tangente a esfera considerada, o segmento (M)(F) é a ela

tangente. E, por pertencer a geratriz (V)(R)(M), o segmento (M)(R) ¢, também, tangente a
essa esfera.
Como tangentes de (M) a esfera inscrita, temos:

M)(F) = (M)R) (1)

Como geratrizes do tronco de cone de revolugdo de primeira espécie limitado na su-
perficie conica pelos planos (f3) e (y), vem:

MM®) = ()O) (2)
Como lados opostos do paralelogramo (J)(S)(T)(U) (Figura 354), temos:
me = O (3)
E, como lados opostos do retangulo (M)(E)(T)(U):
oM = ME) (4)
Reunindo as relacdes (1), (2), (3) e (4), temos:
M)(F) = M)[R) = (J)(S) = (U)T) = M)(E)

Ou, simplesmente:

(M)EF) = (M)(E)
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Tal equidistancia, a um ponto fixo (F) e a uma reta (d) fixa também, provada para um
ponto genérico (M) da se¢ao, valera, entdo, para todos os seus pontos.

Assim, porque um ponto (M), qualquer, da se¢ao equidista do ponto fixo (F) e da reta
fixa (d), concluimos, pela prépria definicao (Geometria Plana, nimero 388), que a se¢do é
uma parabola de foco (F) e diretriz (d) (Figura 354).

Fica, por isso, provada a terceira parte do teorema.

Figura 354

Entdo, quando se secciona uma superficie conica de revolugdo por um plano nao per-
tencente ao vértice da superficie nem perpendicular ao seu eixo, a se¢do produzida é uma
elipse, uma hipérbole ou uma parabola, conforme, respectivamente, o plano corte todas as

geratrizes de uma sd folha, corte as duas folhas da superficie, ou seja paralelo a apenas uma
de suas geratrizes.

Temos, assim, demonstrado o teorema de Dandelin.

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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210 - Observacgoes

1. Dados uma superficie conica de revolugao e um plano secante, ndo pertencente ao vér-
tice da superficie nem perpendicular ao seu eixo, a secao que ele produz na superficie
¢ uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola, conforme, respectivamente, o angulo
que tal plano forma com o eixo (e) da superficie seja maior, menor, ou igual ao angulo
que as geratrizes da superficie formam com seu eixo.

De fato, ao considerarmos uma se¢do meridiana da superficie conica e a reta r que
o plano secante provoca em tal meridiano, fica facil comparar os dngulos X, que o plano
secante forma com o eixo (e) da superficie, e ¥ que as geratrizes formam com o eixo (e)
(Figuras 355 e 356). Para que o plano secante produza uma elipse, basta que ele atinja todas
as geratrizes de uma so folha e, para que seja uma hipérbole a secao resultante, é suficiente
que o plano corte as duas folhas da superficie.

Como angulos externos (Geometria Plana, nimero 65.1), podemos escrever (Figura 355):

AN

— parao tridngulo (V)(1)(2), X>¥
- parao triangulo (V)(3)(4), X<7¥

E, para que o plano secante origine uma parabola, vimos que é preciso que ele seja
paralelo a uma - e apenas a uma - geratriz da superficie. Assim, como angulos correspon-
dentes, podemos (Figura 356) anotar: X = ¥.

(3) @)
X
d
(V) (V)

[ y N\ y

2) Q) /<

@ (0 r X

Figura 355 Figura 356

2. Quando um plano contém o vértice de uma superficie conica de revolugdo, mas nao
corta nenhuma de suas geratrizes, nao se produz qualquer figura se¢ao, sendo, entao,
o vértice o unico ponto comum ao plano e a superficie conica.

3. Quando um plano que contém o vértice de uma superficie cOnica a secciona, o resul-
tado de tal interse¢ao é um par de geratrizes da superficie.

4. Quando um plano exterior ao vértice de uma superficie conica de revolugio é perpen-
dicular ao seu eixo, a se¢do produzida ¢, naturalmente, um circulo com centro no eixo
da superficie.
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CapituLo XX

ESFERA

211 - Definicoes
1. Esfera é o solido gerado pela revolugao de um semicirculo em torno de seu diametro.

2. Raio, diametro e centro de uma esfera sdo os mesmos da superficie esférica que a limi-
ta (numero 182.4).

3. Polos de um circulo de uma esfera sdo os extremos do didmetro da esfera que é per-
pendicular ao plano do circulo considerado. Assim sdo os polos P e P’ do circulo (c)
da esfera (O) da Figura 357.

4. Distancias polares de um circulo (c) de uma esfera (O)
sdo as distancias (d e d; na Figura 357) de qualquer de
seus pontos (M) a cada um de seus polos.

A ndo ser que se faga clara menc¢ao contraria, usual-
mente, chama-se distancia polar de um circulo de uma es-
fera a menor das duas (d, na Figura 357).

Evidentemente, entre as duas distdncias d e d’ de um
circulo de uma esfera (O), de raio R, existe sempre, para qual-
quer ponto (M), de sua superficie, a relagao (Figura 357):

2 2 2
d +d =(2R)

5. Distancia esférica entre dois pontos (M) e (N) da su-
perficie de uma esfera (O) é o comprimento do menor
arco de circulo maximo (M)(N) limitado pelos dois
pontos (Figura 358). A distancia esférica entre dois
pontos da superficie de uma esfera mede o menor

percurso que se pode descrever entre os dois pontos

sobre a superficie. Figura 358
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6. Zona esférica é a porgao da superficie esférica limitada por dois planos que a cortam,
paralelos entre si (Figura 359).

A distancia entre esses planos é denominada altura da zona (h, na Figura 359).

7. Segmento esférico de duas bases é o solido produzido numa esfera, entre dois planos
paralelos que a seccionam.

O segmento esférico de duas bases é limitado por uma zona esférica e por dois circulos
(Figura 359).

8. Calota esférica é cada uma das duas por¢des em que se divide uma superficie esférica
pelo seccionamento de um plano qualquer.

A distancia do polo do circulo base de uma calota ao plano deste circulo (h, na Figura
360) é denominada altura da calota.

9. Segmento esférico de uma base é cada uma das partes em que se divide uma esfera ao
secciona-la por um plano.

O segmento esférico de uma base ¢, entao, limitado por uma calota esférica e por um
circulo (Figura 360).

10. Fuso esférico ¢ a por¢ao da superficie esférica limitada entre as faces de um diedro,
cuja aresta contém seu centro.

Assim, o fuso esférico é limitado, lateralmente, por dois semicirculos maximos da es-
fera, com diametro comum.

Denomina-se 4ngulo do fuso o retilineo do diedro que o limita (0., na Figura 361).

11. Cunha esférica é o solido limitado, numa esfera entre as duas faces de um diedro, cuja
aresta contenha o centro da esfera.

Figura 359 Figura 360 Figura 361
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212 - Observacgoes

1. Todo plano secante a uma esfera produz, por se¢do, um circulo (Figura 362) cujo cen-
tro é o pé da perpendicular baixada do centro da esfera ao plano secante e cujo raio r
pode ser calculado, em fungdo do raio R da esfera e da distdncia d do centro da esfera

ao plano (Figura 362), pela expressio: | r = 4/R% - d° |.

2. Assim, o raio da segdo plana cresce quando seu plano se aproxima do centro da esfera,
atingindo seu valor maximo quando o plano secante contém esse centro. E, natural-

mente, diminui quando o plano se afasta do centro da esfera.

3. E claro, entdo, que todos os planos secantes a uma esfera e equidistantes de seu centro
produzem se¢des circulares iguais.

Un
. ‘T

Figura 362 Figura 363 Figura 364

213 - Planos e retas tangentes

Como ja foi visto (nimero 187), todo plano tangente a uma esfera é perpendicular ao
raio relativo ao ponto de contato (Figura 363). E, reciprocamente, todo plano perpendicular
a um raio, em sua extremidade, ¢ tangente a esfera.

Por um ponto da superficie de uma esfera, pode-se tracar uma infinidade de retas
tangentes a esfera, todas pertencentes ao plano tangente a ela, naquele ponto (Figura 363).

Por um ponto (]) exterior a uma esfera, pode-se, igualmente, tracar uma infinidade de
tangentes a ela, todas geratrizes do cone de revolu¢ao cujo vértice ¢ (J) e cuja base é o parale-
lo de contato entre as superficies conica e esférica (Figura 364). E, por isso mesmo, todos os
segmentos limitados entre o ponto (J) considerado e os pontos de contato (T) das tangentes
sdo iguais (Figura 364).
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214 - PosicOes relativas entre duas esferas

Duas esferas podem ser exteriores, secantes, tangentes (interna ou externamente) ou
uma interior a outra (Figuras 365, 366, 367, 368 e 369). Neste ultimo caso, incluem-se as
esferas concéntricas (Figura 370).

e (J

Figura 365 Figura 366 Figura 367
Figura 368 Figura 369 Figura 370

215 - Observacoes

1. Quando duas esferas siao secantes, o circulo comum as duas tem seu centro colinear
com os centros das duas esferas e pertence a um plano perpendicular a linha dos cen-
tros das duas (Figura 371).

2. Quando duas esferas sdo tangentes, o ponto de contato pertence a linha dos centros
(Figuras 372 e 373).

Figura 371 Figura 372 Figura 373
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216 - Teorema

A drea da superficie gerada pela revolugao de um segmento de reta em torno de um
eixo coplanar que ndo o atravessa, nem lhe é perpendicular, ¢ igual ao produto da projecao
ortogonal do segmento sobre o eixo pelo comprimento do circulo que tem raio igual a por-
¢do da mediatriz do segmento, compreendida entre ele e o eixo.

< . (e)
Demonstragao: No caso mais geral em que o seg- N r

mento girante (A)(B) ndo encontra o eixo, porque em

I

sua revolugao ele gera a superficie lateral de um tron- |
~ . . o . I

co de cone de revolugdo de primeira espécie (numero g

208.1), designando por h e z, respectivamente, a pro- T
jecao ortogonal de (A)(B) sobre o eixo e a por¢ao da . V)

mediatriz de (A)(B) compreendida entre ele e o eixo (B)‘ ©)

(Figura 374), e por R, r e g os raios das bases e a geratriz

= ! R
(A)(B) do tronco, a area S gerada sera (niumero 208.1):
Figura 374

S=nR+1g=n[2.00N)]g=2nMN. g,

onde (M)(N) é a base média do trapézio retangulo limitado entre (A)(B) e o eixo.

Mas, da semelhanca existente entre os triangulos (A)(B)(C) e (M)(N)(J) (lados respec-
tivamente perpendiculares) (Figura 374), vem:

N _ 00D - DN _ 2z - g - 2

(A)C)  (A)B) h &

Substituindo esta relacdo na anterior, vem: |[S=2T7z.h

No caso particular em que o segmento girante (A)(B) tem um extremo (A) sobre o

eixo, a superficie gerada é a lateral de um cone (niimero 201) de geratriz (A)(B) = g, altura

(A)(C) = h e raio da base (B)(C) = r (Figura 375).

Assim, pode-se (numero 203.1) escrever:

S:nrg:n[zm]g

onde (M) é o ponto médio de (A)(B) e (M)(N) é per-
pendicular ao eixo. E, da semelhanga dos tridngulos
(A)(B)(C) e M)(N)(J) (lados respectivamente per-
pendiculares), temos:

Figura 375
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MXN) _ Mg - MIN) _ 2z

= oo = 2 0 (M)(N) g = zh
®©) ~ @) h "¢ i
(e)
Substituindo esta relagdo na anterior, vem: A)
S=2mz.h
A
No caso ainda mais particular em que o segmento gi- M (N) |
rante é paralelo ao eixo (Figura 376), a superficie gerada ¢é
a lateral de um cilindro de revolugao, podendo-se (numero (B)—"

190.3), pois, para a area gerada (S), escrever:
S=2nrh Figura 376

Sendo z a por¢do da mediatriz de (A)(B) limitada entre ele e o eixo, temos:

Assim, analisadas todas as hipoteses possiveis para o segmento girante, fica demons-
trado que a drea da superficie gerada pela revolugdo de um segmento de reta em torno de
um eixo coplanar que ndo o atravessa, nem lhe é perpendicular, é igual ao produto da proje-
¢do ortogonal do segmento sobre o eixo, pelo comprimento do circulo que tem raio igual a
porg¢do da mediatriz do segmento limitada entre ele e o eixo.

217 - Teorema de Arquimedes

A drea da superficie gerada pela revolu¢ao de uma linha poligonal regular em torno de
um eixo coplanar que ndo a atravessa e que contém o centro do circulo que a circunscreve é
igual ao produto da projecao ortogonal da linha sobre o eixo pelo comprimento do circulo
que tem raio igual ao apdtema da linha.

Demonstragao: Seja a revolugdo da linha poligonal regular (e)

(A)(B)(C) ... em torno do eixo (e) de seu plano, que nao a corta

h,

Porqueadrea S gerada pela revolugdo da linha poligonal

A)
e que contém o centro (O) do circulo circunscrito (Figura 377). &
a
3
a

¢ igual a soma das geradas por seus lados (A)(B), (B)(C), ... e D)
porque, pela prépria hipotese, nenhum destes lados é corta- ' hy

do pelo eixo - e, naturalmente, porque nenhum deles pode ser €)

perpendicular ao eixo —, podemos (numero 216) escrever:

S =2n Zl hl + 27 Zz h2 + 27 Z3 h3 + - Figura 377

Mas como a linha poligonal é regular, z; =z, = z3 -~ = a(onde a é o apdtema).

Logo: S =2m a (h; + hy + hy +-+)
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218 — Area da esfera (e)

Consideremos (Figura 378) uma linha poligonal regular
que tenha seus vértices extremos sobre um didmetro do cir-
culo que a circunscreve e que sofra revolu¢ao em torno desse
diametro.

Porque, entdo, a projecdo ortogonal da linha poligo- R
nal sobre o eixo é o préprio didametro 2R considerado, a area
gerada pela revolucao da linha ¢ obtida (ntimero 217) pela

relacdo: b

S=2mah=2nwa(2R) =4m Ra (1) Figura 378

Fazendo aumentar indefinidamente o género da linha poligonal regular — mas conser-
vando seus vértices extremos sobre aquele didmetro -, ela tende ao perimetro do semicircu-
lo circunscrito e aarea por ela gerada a da esfera. E porque, nessas condigdes, o apdtema
da linha poligonal tende ao raio R do semicirculo, a area S da esfera sera:

. 2
S=47n RR .. S=4TR

219 - Observacoes

1. A area da esfera é igual ao quadruplo da drea de um de seus circulos maximos.

2. A area da esfera, em funcao de seu didmetro D, é:

(e)
D |2 D’ 2
S=4n(5-) =4n —— S=7nD
3. A area da esfera é igual a area lateral do cilindro R o) 2R
equilatero a ela circunscrito. De fato, sabe-se (nu-
mero 190.4) que a drea S, do cilindro equildtero (Fi-
gura 379) é:
2 R
S=4mR
Figura 379

220 - Area do fuso esférico

Porque o fuso é uma fragdo da superficie da esfera, sendo R o raio da esfera e a, o an-
gulo do fuso, medido em graus (Figura 361), sua area S sera:

2
S 4TIR

__a
360°
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221 - Areas da zona e da calota esférica (6)

Consideremos uma linha poligonal regu-

(A)
lar, sofrendo revolucio em torno de um eixo
de seu plano, passando pelo centro do arco de
circulo que a circunscreve, nao atravessando a
linha e fixemos seus vértices extremos (A) e (B), 2
para as posi¢oes indicadas nas Figuras 380 e 381. ©) "
R
Aumentando indefinidamente o numero
de lados da linha poligonal, ela tende ao arco
(B)

de circulo que a circunscreve. Assim, a superfi-

cie gerada, na revolucao, serda uma zona esféri-

ca (Figura 380) ou uma calota esférica (Figura
381), conforme, respectivamente, nenhum dos Figura 380

extremos, ou um deles, pertenca ao eixo.

E, para os dois casos, porque o ap6tema a
da linha poligonal tende ao raio R do arco e por- (A)

que sua projecdo h sobre o eixo é invariante, a
area gerada S serd (numero 217):
S=2TR.h "
a
onde h ¢é a altura da zona (ou da calota) e R o
(B)
N

raio da esfera que a contém.

222 - Observacoes

Figura 381

1. Numa mesma esfera (ou em esferas iguais),
arazdo entre as areas de duas zonas (ou de
duas calotas, ou de uma zona e de uma ca-
lota) é igual a razdo entre suas alturas. De
fato, para suas areas S e S’ e para suas altu-
ras h e b’ (Figura 382), pode-se escrever:

$ _2mMRK | § K
S ~ 2mRh | S h

2. Numa mesma esfera (ou em esferas iguais),

todas as zonas e calotas de mesma altura

sdo equivalentes. Figura 382

196 GEOMETRIA EspaciaL



3. A razdo entre as areas de uma zona (ou

calota) e da esfera que a contém ¢ igual
a razdo entre a altura da zona (ou da ca-
lota) e o didmetro da esfera. De fato (Fi-
gura 383):

S, _2mRh . |S, _ h

S 2
€ 4TTR ¢

Figura 383

4. A area S de uma calota esférica pode ser
calculada em fungdo, apenas, da distan-
cia polar d de sua base.

De fato, considerando uma sec¢do meridia-
na da calota em estudo, o tridngulo retan-
gulo (P)(A)(P’) - sendo (P) e (P’) os polos X
da base da calota — permite (Figura 384) \

escrever (Geometria Plana, nimero 197.1): A)

& =2R.h ©) 2R

S=27nRh = © (2 Rh)

E, entao, S=T1d )

()

Figura 384

5. Como decorréncia do item anterior, po-
de-se concluir que, em esferas quaisquer,
iguais ou mesmo diferentes, sdo equiva-
lentes calotas que tenham distancias po-

lares iguais.

De fato, basta observar que a area da ca-
lota esférica é fungdo exclusiva do valor /
da distancia polar de sua base.

6. Alias, analisando a expressdao acima ins-
tituida (ndamero 222.4), conclui-se que
a area de uma calota esférica qualquer ¢é
igual a do circulo que tem rajo igual a

distancia polar de seu circulo base (Fi-

gura 385) Figura 385
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7. A area de uma zona esférica (Figura 386), ou de uma calota esférica (Figura 387), é
igual a area lateral do cilindro de revolu¢ao de altura igual a da zona (ou da calota) e
de raio igual ao da esfera a qual ela pertence.

De fato, as dreas de todas essas trés figuras (niimeros 221 e 190.3) se escrevem: |S=2TTR . h |

(e) (e)

N
0) 0)

R R

Figura 386 Figura 387
223 - Definicoes

1. Setor esférico é o solido gerado pela revolugdo de um setor circular em torno de eixo

coplanar que ndo o atravessa e que contém o centro do circulo ao qual ele pertence
(Figuras 388, 389 e 390).

Conforme as posigdes ocupadas pelos raios que definem o setor circular, em rela¢ao
ao eixo, o setor esférico pode ser limitado superficialmente por uma zona esférica e pelas
superficies laterais de dois cones de revolucao (Figura 388); por uma calota esférica e pela
superficie lateral de um cone de revolugdo (Figura 389); por uma zona esférica, por um cir-
culo e pela superficie lateral de um cone de revolugao (Figura 390).

Em todos os casos, denomina-se altura do setor esférico a altura da zona (ou calota)
que limita o setor. Assim, a altura nada mais é que a projegao ortogonal do arco (A)(B) do
setor circular girante sobre o eixo (Figuras 388, 389 e 390).

(e)
. (€) (A) (e)
A
:E (A)
(B)
h
h (0)
(B) L)
(B)
Figura 388 Figura 389 Figura 390
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2. Anel esférico ¢ o sélido gerado pela revolugdo de um segmento circular em torno de
um eixo coplanar que ndo o atravessa e que contém o centro do circulo ao qual perten-
ce o segmento (Figuras 391, 392 e 393).

Conforme a posi¢ao ocupada pelo segmento circular girante, em relagdo ao eixo, o
anel esférico pode ser limitado superficialmente por uma zona esférica e pela superficie
lateral de um tronco de cone de revolugdo de primeira espécie (Figura 391); por uma calota
esférica e pela superficie lateral de um cone de revolugao (Figura 392); por uma zona esféri-
ca e pela superficie lateral de um cilindro de revolugao (Figura 393).

Em todos os casos, altura do anel é a altura h da zona (ou calota) que o limita (Figuras
391, 392 e 393).

O valor h dessa altura é, em verdade, o proprio valor da proje¢ao ortogonal do arco
girante AB sobre o eixo (Figuras 391, 392 e 393).

(e) (e) (e)
@ i @
pdn
(B)
h () h
0)
Figura 391 Figura 392 Figura 393

224 - Teorema

O volume do sélido gerado pela revolugdo de um tridangulo em torno de um eixo co-
planar, que contenha pelo menos um de seus vértices e que nao o atravesse, ¢ igual a um
terco do produto da area da superficie gerada pelo lado oposto ao vértice fixo pela altura do
triangulo relativa a esse vértice.

Demonstragao: Consideremos, inicialmente, a revolugdo de um triangulo (A)(B)(C)
em torno de um de seus lados, (A)(C), em duas hipdteses possiveis, como as indicadas nas
Figuras 394 e 395.
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Porque o volume gerado V ¢ igual a soma (Figura 394) ou a diferenca (Figura 395) entre
os volumes dos cones de revolucao gerados pelos triangulos retangulos (A)(H)(B) e (B)(H)(C)
(Figuras 394 e 395), podemos escrever, respectivamente:

©) i
m
d ] d
© @ h o m
(C) L
n n
: ]
© O
Figura 394 Figura 395
2 2 2
V = TTr m N mrn _ Tlr (m+n) (Figura 394)
3 3 3
2 2 2
V = 7'[1’3m - ‘}T;n = T[r(r?l)q—n) (Figura 395)

Observe-se que, na Figura 394, m + n = h e que, na Figura 395, m - n =h.

Logo, para ambos os casos:

N U SR
V—3nrh—3nr(h.r) (1)

Para a area S do triangulo (A)(B)(C), temos (Geometria Plana, numero 311):

S = hz-f S hr=2S 2)
s:@ o B(O).d=25  (3)
Reunindo as relagdes (1), (2) e (3), vem:

V = %(mm)d (4)

Porque (n r(B) (C)) mede adrea lateral do cone gerado pela revolugdo do triangulo (B)(H)(C)

(nimero 203.1), ou seja, a area gerada pela revolugao de (B)(C), e porque d é a altura do triangulo
girante, relativa ao lado (B)(C), a relagdo (4) pode ser escrita, simbolicamente, sob a forma:

- S

1 d
3 " (B)C) “(B)CO)

E como (B)(C) é o lado oposto ao vértice fixo (A), nos dois casos analisados, e como
d B)(C) é a altura relativa a esse vértice fixo, tal relacao atende ao teorema em estudo.
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No caso mais geral em que apenas um vértice, (A), na Figura 396, do tridngulo pertence
ao eixo, basta prolongar o lado oposto (B)(C) até que ele encontre o eixo, num ponto (J) (Figura
396) e observar que o volume gerado por (A)(B)(C) é a diferenca entre os volumes gerados pelos

tridgngulos (A)(B)(J) e (A)(C)(]).

E porque estes dois tridngulos tém o lado (A)(]) sobre o eixo, pelo que se provou aci-
ma, o volume V gerado pelo tridngulo (A)(B)(C) sera (Figura 396):

v=21l.s __d-Lls___ .4 © (8) (L)(e)
ERRE (50 IR ()1() LA
I
V=3 Omm - S om) '
Mas como:
I _ (B) d (A)
SBm " S ©0 B0 =
m
— ; . (€
d=d B) ) (Figura 396), vem: < U
1 ()
V=—-8§

3 S®© Y®©

Figura 396 Figura 397

Finalmente, no caso particular em que o lado (B)(C) oposto ao vértice fixo (A) é para-
lelo ao eixo, o volume V gerado pelo tridngulo se calcula em fun¢ao dos volumes do cilindro
e dos dois cones de revolucao gerados respectivamente pelo retangulo (B)(C)(J)(L) e pelos
triangulos retangulos (A)(B)(L) e (A)(C)(J) (Figuras 397 e 398).

Temos, entdo, para o caso da Figura 397:

2 2
V=rnd(m+n - dm _ Tdn )
3 3
7Td2
V: 3 (3m+3n—m_n) d (A)
[]
2 n
V = 27t3d (m + n) ®)
(L) m
2
V=2 nd B0 (1)
E, para o caso da Figura 398: (€ o
5 2 2
V=nd (m-n) + ﬂgn - T[c;m
Figura 398
2 2
V = T[3d (3m—3n+n—m):%(m—n)
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V=2 ad B0 2)

Entdo, as relagdes (1) e (2) se escrevem:

Vz%(an(m—(C))d (3)

Porque (2 nd (B)(C)) mede a area lateral do cilindro gerado pela revolugao do retan-
gulo (B)(C)(J)(L) (numero 190.3), ou seja, a drea gerada pela revolucio de (B)(C) e porque
d é a altura do tridngulo girante relativa ao lado (B)(C), a relagdo (3) pode ser escrita, sim-

bolicamente, sob a forma:

1 |
V=3 Smo ‘e

Esta relagdo e as anteriormente instituidas, para as hipoteses estudadas nas Figuras
394, 395 e 396, demonstram o teorema.

225 - Teorema

O volume do sdlido gerado pela revolu¢ao de um setor poligonal regular em torno de
um eixo coplanar, que ndo o atravessa e que contém o centro do circulo circunscrito, é igual
a um ter¢o do produto da drea gerada pela revolugdo da linha poligonal que limita o setor
pelo seu apotema.

Demonstragao: Basta observar que o volume V do sélido gerado pela revolugao do
setor ¢ igual a soma dos gerados pelas revolugdes dos tridngulos (O)(A)(B), (O)(B)(C), ...
(Figura 399), podendo-se, pelo item anterior, escrever:

1 P
V=3 Smm ‘a®* 3 Sowo

®)C) *

1
*3 5om  Yom T

Mas, como, por hipdtese, o setor poligonal é regular, temos:

dam = dmo " ‘om T T

onde a é o apétema do setor.

1 q
Logo: V= 3 [S(A)(B) + SEY(C) +] a,

ou, simbolicamente: (D) \
_ 1 (E)
Ve 3 S(A)(B)(C)(D) - Figura 399
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226 - Volume da esfera

Consideremos (Figura 400) um setor poligonal
regular limitado por um didmetro do circulo a ele cir-
cunscrito, girando em torno desse diametro.

Sabemos (nimero 225) que o volume do sdlido
obtido com cada rotagdo completa em torno do eixo
(e) considerado ¢ fung¢do apenas da area gerada, em tal
revolucao, pela linha poligonal (A)(B)(C)... que limita
o setor e de seu apotema a (Figura 400).

Fixemos os vértices extremos (A) e (N) dessa li-
nha poligonal regular sobre o eixo (e) e facamos au-
mentar indefinidamente seu género.

A medida em que cresce o numero de lados do
setor poligonal regular em estudo, ele tende ao semicir-
culo que o circunscreve e seu apotema a tende ao valor
do raio R desse semicirculo (Figura 401), até que, na
posi¢do em que a linha poligonal regular chega a coin-
cidir com a semicircunferéncia circunscrita (Figura
402), o setor poligonal regular considerado passa a se
confundir com o semicirculo que o circunscreve e, nes-
sa situacdo limite, o solido gerado pela revolugao em
estudo ¢é a esfera de centro (O) e raio R (Figura 402),
enquanto que a area gerada pela revolu¢ao da linha po-
ligonal regular tende a drea dessa esfera.

Assim, aplicando a expressao instituida (nime-
ro 218) para o calculo da area S da esfera e o que foi
demonstrado no item 225, anterior, o volume V da
esfera sera:

- L
V=->S.R

(e)
(B) (A)
©)
R
a 0)
(N)
Figura 400

Figura 401

Figura 402
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227 - Observacgoes

1. O volume da esfera pode ser instituido dire-
tamente a partir de sua area. Para tanto, basta
considerar um poliedro convexo genérico cir-
cunscrito a uma esfera de raio R (Figura 403) e
unindo-se todos os vértices do poliedro ao cen-
tro (O) da esfera, ele fica dividido em piramides
cujas bases coincidem com cada uma das faces

do poliedro e cujas alturas sao todas iguais ao

raio da esfera. Figura 403

Porque o volume V do poliedro é, evidentemente, igual a soma dos volumes dessas pi-
ramides, designando por Sy, S,, S, etc., as dreas de suas bases e por S; a drea total do poliedro,
podemos escrever:

_ SR S,R S;R

V = 3 + 3 + 3 +
V:(SI+SZ+S3+--~)-%
V=8 &

Fazendo crescer indefinidamente o nimero de faces do poliedro circunscrito e as areas
de cada uma delas tender a zero, sua area total e seu volume tenderao aos da esfera inscrita.

Assim, na posigao limite, o volume V da esfera sera:

3

_ 2R . _ 4
V=4nR - o |V=-3 TR

2. Em fungéo de seu didmetro D, o volume da esfera é:

3 3 (e)
v _ 4 D3 _ 4_D - v_ D
=3 ) =z g T 6

228 - Volume da cunha esférica

Porque a cunha é uma fracdo da esfera (Figura
404), seu volume V - em funcio de seu dngulo @, me-
dido em graus, e do raio R da esfera - sera:

~ (B)
4 3
v=:% . 2 7R
3600 3 Figura 404
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229 - Volume do setor esférico

Considerando o setor circular que gera, por revolugio, o setor esférico, como a posi¢ao

limite ocupada pelo setor poligonal regular inscrito, quando cresce indefinidamente seu género e

observando que, nestas condigdes o apdtema a do setor poligonal (Figura 405) tende ao raio R

do setor esférico e que a drea gerada pela linha poligonal tende a area da zona esférica gerada pelo

arco (A)(B), podemos escrever (nimeros 225 e 221) para o volume V do setor esférico:

_ 1 _ 1
V = T S(A)(B) .R= T 2T RhR

2 2
Ou, VzTT[Rh

onde h ¢ a altura do setor (Figura 405).

230 - Volume do anel esférico

Figura 405

Porque o volume V de um anel esférico ¢ igual a diferenca entre o volume de um se-

tor esférico — gerado pela revolugao do setor circular (O)(A)(B) - e o volume gerado pela

revolugdo do triangulo is6sceles (O)(A)(B) em torno do eixo (e) (Figura 403), podemos

(numeros 229 e 224) escrever:

2 2 1
VZTTERh—TSW—(B)'Z (1)

E, pelo nimero 216,

SmZZRZ.h (2)

As relacoes (1) e (2) fornecem:

2 2 2 2
V=%nRh—%nzh=%n(R -z )h (3)

Mas, do triangulo retangulo (O)(M)(A) (Figura 406) vem:

2
R -2=(4) =4 4)

Reunindo as relagdes (3) e (4), temos:

2
A . _T/h
V—3Tt4h .. V=

231 - Observacoes

(e)

o
(B)
Figura 406
(e)
(A)
\\\
¢ N ©) h=s
i
(B)
Figura 407

1. No caso particular em que a corda (A)(B) que limita o segmento circular gerador do anel é

paralela ao eixo (Figura 407), o volume V do anel tem expressao mais simples.
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De fato, porque neste caso, h = ¢ (Figura 408), temos (niimero 230):

nfh  mh
V="%" =%

2. Para o caso particular abordado acima, é imediato

concluir que o volume do anel ¢ fungdo exclusiva de

sua altura h (ou, o que neste caso é o mesmo, do com-
primento da corda do segmento circular que o gera). Figura 408

3. Dai concluirmos que todos os anéis esféricos, cujos segmentos circulares geradores
tém cordas paralelas ao eixo e iguais (Figura 408), sdo equivalentes.

E mais (Figura 408), que o volume desses anéis é igual ao da esfera cujo diametro é
igual aquelas cordas (ver nimero 227.2).

232 - Volume do segmento esférico de duas bases

No caso mais geral, o volume do segmento esférico de duas bases ¢ igual a soma dos volu-
mes de um anel esférico e de um tronco de cone de revolugio de primeira espécie (Figura 409).

Assim, designando por R, r e h os raios das bases e a altura do segmento e por / a corda
do segmento circular que gera o anel (Figura 409), podemos (nimeros 206.1 e 230), para o

volume V do segmento, escrever:

2 2 2
Vzﬂ—h(R +r +Rr) + Tl h
3 6
; (e)
veTh ol o0l fore s A 1
=6 ( +2r + r+ () (1) "
O triangulo retangulo (A)(B)(C) (Figura 409) fornece:
14
2 2 2
"=h"+ [R-1) h h
2 2 2 2
/" =h +R +r -2Rr (2) )
-
Reunindo as relagoes (1) e (2), vem: ®) ©)
2 2 2 2 2 R-
V:T[Th(ZR+2r +2Rr+h +R +r - 2Rr) '
R
Ou, finalmente: Figura 409

2 2 2
V=T[Th(3R+3r +h)
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233 - Observacao

No caso particular em que as duas bases do segmento esférico sdo iguais (Figura 410)
(simétricas em relagdo ao centro da esfera), a expressao para o calculo do volume se simplifica.

De fato, temos R =r e, em consequéncia:

Th

2 2 2 Th 2 2
V:T(3r+3r + h ), ou: V:T(6r+h)

234 - Volume do segmento esférico de uma base

O volume do segmento esférico de uma base é igual a soma dos volumes de um cone
de revolugao e de um anel esférico (Figura 411). Assim, designando por r e h o raio da base
e a altura do segmento e por £ a corda do segmento circular que gera o anel (Figura 411),
podemos (nimeros 204 e 230), para o volume V do segmento, escrever:

2 2
veIRrh, th_Th o7 75

O triangulo retangulo (A)(B)(C) (Figura 411) fornece:

2 2 2
/! =r +h

Assim, a relagdo (1) se escreve:

2 2
veTh of P o [ v=ERgren)

6
f Z (‘& ®
Oy / h r
[
F ® (C) (B) 0)
(0) ()
Figura 410 Figura 411 Figura 412

235 - Observacoes

1. O volume da esfera pode ser diretamente instituido a partir do volume do segmento
esférico de uma base, analisado no item anterior. De fato, se considerarmos (Figura
412) o quadrante de circulo (O)(A)(B), sua revolugdo em torno do eixo (e), que con-
tém seu raio (O)(A), gerara um hemisfério. E, assim, o volume V da esfera correspon-
dente serd (numero 234):

2 2 . 3
V:Z-HThBr + 1) .o V:%ﬂr
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2. Da mesma forma, o volume da esfera pode ser obtido diretamente a partir do instituido
para o do segmento esférico de duas bases iguais.

De fato, considerando o anel esférico gerado pelo -
segmento circular (A)(B), numa rotagdo completa em ®

torno do eixo (e), que passa pelo centro (O) do circulo
que o contém e assumindo a posi¢ao particular (Figura
413) em que a corda (A)(B) é paralela a (e), pode-se (nu-
mero 233), para o volume V do anel, escrever:

2 2
V:T[Th(6r +h ), onde (1)

r ¢ oraio das bases iguais e h aaltura do segmento. B)

Fazendo crescer o arco (A)(B), sempre pertencen- Figura 413
do ao circulo considerado e sempre mantendo sua corda
(A)(B) paralela ao eixo da rotagdo (Figura 413), o seg-
mento circular considerado crescerd, como também cres-
cerd a corda (A)(B), para (A)(B’) (Figura 414), tendendo a A

se confundir com o semicirculo que o contém, até que, na

posicdo final, quando os pontos extremos do arco chega-
rem a ser (A”) e (B”), Figura 415, a revolu¢ao do segmento
circular produzira a esfera de centro (O) e raio R. ¢ ©

Nestas condigdes, a corda (A)(B) = ¢/ =h do arco

em estudo crescerd até atingir sua posicao final (A”)(B”),

quando se igualard ao didmetro 2R do circulo. B)

B) —

E, entdo, o volume V do anel assumira o valor (e)
Figura 414

n (A”)(B”)
6

2 » » 2
V= (6" + ®YBY)) 2
Mas , em tal progressao, o valor r do raio das bases
do segmento esférico tenderd a zero, o que proporciona,
para a relacdo (2), anotar:

T 2R ©

v=TLor[0+(R)]

Bll

v- 4 g’ (@)
3 Figura 415
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CapituLo XXI

ProBLEMAS REsoLVIDOS

Nesta segunda edicao, foi adicionado o presente capitulo, incluindo uma centena de
problemas propostos e resolvidos, acompanhando o desenvolvimento de teoria antes apre-
sentada, buscando exemplificar suas aplicagdes, assim como incluir algumas conclusées sob
diferentes angulos dos anteriormente estudados.

Em sua parte inicial, sdo listadas questoes de posicionamento para, em seguida, serem
focados exemplos métricos.

Tal como em toda a matéria tedrica, vao continuamente numerados e, sempre que ne-
cessario em suas resolucgdes, sao mencionados os principios em que se apoiam.

1. Estabelecer o lugar geométrico dos pontos (A), vértices dos tridngulos isdsceles
(ABC) e (ARS), cujas bases (BC) e (RS), dadas, pertencam a retas reversas.

Resolugao: Sabe-se (nimero 33) que o lugar geométrico dos pontos equidistantes de
dois pontos fixos é o plano mediador do segmento por eles formado.

Assim, os pontos (A), para equidista-
rem tanto dos pontos (B) e (C) quanto dos
pontos (R) e (S), tém de pertencer simulta-
neamente ao plano (o), mediador do seg-
mento (BC), e ao plano (), mediador do
segmento (RS).

E, como (BC) e (RS) pertencem a retas
reversas, tais planos (a) e () tém de ser se-
cantes, o que resulta que sua intersecdo (o)
(Figura 416), atendendo as duas equidistan-

cias estipuladas, vem a ser o lugar geométri-

Figura 416

co pedido.

Entao, o lugar geométrico dos pontos (A), vértices dos tridngulos is6sceles (ABC) e (ARS),
de bases reversas (BC) e (RS), é a interse¢do (of3) dos planos mediadores dessas duas bases.
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2. Dados cinco pontos (A), (B), (C), (R) e (S), nao coplanares, pede-se determinar o ponto
(J) que, equidistando de (A), (B) e (C), guarde distancias iguais aos pontos (R) e (S).

Discutir.

Resolu¢do: Sabe-se (numero 34.1)
que o lugar geométrico dos pontos (J)
equidistantes dos vértices de um triangu-
lo (ABC) é a reta (r), pertencente ao seu
circuncentro (O) e perpendicular ao seu
plano (Figura 417).

E como (nimero 33) o ponto (J)
procurado deve equidistar de (R) e de (S),

ele tem de pertencer ao plano (o), media-
dor do segmento (RS) (Figura 417).

. ; . - Figura 417
Assim (J) ha de ser a intersecao da

reta (r) com o plano (o).

De um modo geral, o problema oferece apenas uma solugao, tal como indicada na Fi-
gura 417, mas, em situagdo particular, quando os pontos (R) e (S) definem uma reta paralela
ao plano (y), do tridngulo (ABC), o mediador (o) de (RS) resta perpendicular a (y) e, entdo,
ou resulta ser paralelo a reta (r) (Figura 418), tornando o problema impossivel, ou, em caso
ainda mais particular, contém a reta (r) (Figura 419), proporcionando uma infinidade de
pontos (J), todos os de (r), como respostas ao problema.

() © (")

Figura 418 Figura 419
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3. Dados quatro pontos nao coplanares (A), (B), (C) e (D), pede-se determinar o centro

(O) da superficie esférica pertencente aos trés primeiros (A), (B) e (C) e tangente ao pla-

no (o), conduzido pelo quarto ponto (D) e paralelo ao plano do triangulo (A)(B)(C).

Resolugdo: O centro (O) da superficie esférica pedida ha de pertencer a reta (r), traga-

da pelo circuncentro do triangulo (ABC) e perpendicular ao seu plano (numero 34.2).

Para ser tangente ao plano (o), per-
tencente ao quarto ponto (D) e paralelo
ao plano do triangulo (ABC), a superficie
esférica procurada deve ter seu ponto de
contato (T) com (a) sobre a perpendicu-
lar baixada de seu centro (O) aquele pla-
no (nimero 213), que nada mais é que a
propria reta (r) ja construida.

E, entdo, conhecido um quarto
ponto (T) da superficie esférica, seu cen-
tro (O) tem de ser (nimero 34.3) a inter-
se¢do de (r) com o plano (y), mediador
de um dos segmentos organizados com
(T) e com um dos vértices do tridngulo
dado, como (C), na Figura 420.

Figura 420

4. Dados dois planos secantes (o) e () e um ponto (J) a eles exterior, pede-se cons-

truir o plano (y), pertencente a (J) e perpendicular a (), sabendo que ele corta (o)

e (B) segundo duas retas paralelas.

Resoluc¢ao: Para ser perpendicular
ao plano (a), (y) deve conter uma per-
pendicular a (o) (nimero 40). E, para
cortar os planos secantes dados (o) e (3)
segundo retas paralelas, deve possuir
uma reta paralela a intersecao (a3) des-
ses dois planos (nimeros 9 e 10.2).

Assim, o plano (y) pedido ha de
ser o formado pelas retas (r) e (s), per-
tencentes a (J), a primeira perpendicular
a (o) e a segunda paralela a interse¢ao
de (o) e (B) (Figura 421).

Figura 421
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5. Determinar o lugar geométrico dos pontos (O), centros de circunferéncias perten-

centes a dois pontos dados (A) e (B), sabendo que sio iguais as distancias de (O) a

duas retas concorrentes (r) e (s), também dadas.

Resolugido: Os centros (O) de todas as circunferéncias pertencentes aos pontos dados

(A) e (B) tém de pertencer ao plano (y), mediador do segmento (AB) (nimero 33).

E, para equidistar das retas concor-
rentes dadas (r) e (s), tais pontos tém de
pertencer a um dos bissetores dos angu-
los formados por essas retas (nimero 63).

Assim, para definir o lugar geomé-
trico em questdo, basta construir os pla-
nos bissetores () e (B,) dos angulos for-
mados pelas retas (r) e (s) e buscar suas
interse¢des (x) e (y) com o plano (y), me-
diador do segmento (AB) (Figura 422).

Estas duas retas (x) e (y) constituem
o lugar geométrico pedido.

Figura 422

6. Dadas duas retas concorrentes (r) e (s) e uma terceira (a), reversa aquelas duas,

pede-se determinar o ponto (J), de (a), equidistante de (r) e de (s).

Resolugdo: Sabe-se (numero 63)
que o lugar geométrico dos pontos equi-
distantes de duas retas concorrentes (r) e
(s) é o par de planos bissetores () e (B,)
dos angulos por elas formados.

Assim, os pontos procurados (J;) e
(J,) sdo (Figura 423) os tragos da reta (a)
com cada um desses bissetores.

Naturalmente, em posi¢des parti-
culares, a reta (a) pode oferecer apenas
um ponto equidistante de (r) e de (s), ou
até nenhum, se for paralela a um, ou a
ambos os bissetores () e (B,).
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7. Dadas trés retas (a), (r) e (s), reversas duas a duas, pede-se construir o plano (a.)
que, contendo (a), forme angulos iguais com (r) e com (s).

(a)

Resolugdo: Sabe-se (nimero 69.2) que o
plano (o) procurado, para formar angulos iguais
com as reversas dadas (r) e (s), deve ser paralelo
a uma das bissetrizes (b;), ou (b,), dos angulos
formados por duas paralelas a (r) e a (s), que con-
corram num ponto qualquer (J).

Assim, tragadas, por um ponto arbitrado (J),
as paralelas (r;) e (s;) as reversas dadas (r) e (s) e
construidas essas duas bissetrizes, basta, por um
ponto (A) qualquer da terceira reta (a), tragar as

paralelas (b_l) e (b_z) a elas (Figura 424), para for-
mar, respectivamente, os planos (a,;) e (a,) que (r)
atendem ao proposto. Figura 424

8. Dados um plano (o) e dois pontos (J) e (L) a ele exteriores, pede-se determinar os
pontos (P) de (a), distantes de (J) e de (L), respectivamente, k; e k,, dois valores
dados maiores que as distiancias de cada ponto a (o).

Resolugdo: Sabe-se (nimero 27) que o lugar geométrico dos pontos de (o) que distam
um valor constante k; de um ponto exterior (J) ¢ a circunferéncia do circulo que tem por
centro a proje¢ao ortogonal (O;) de (J) sobre (o) e raio igual ao segundo cateto do triangulo
retangulo de hipotenusa k; e primeiro cateto (JO;) (Figura 425).

Da mesma forma, a circunferéncia
(O,) (Figura 425) hé de ser o lugar dos
pontos de (o) distantes k, de (L).

Por isso, os dois pontos (P), inter-
secOes dessas duas circunferéncias, solu-
cionam a questdo.

E claro que, eventualmente, pode-

ria haver apenas uma solu¢dao, no caso
particular em que essas duas circunfe-

réncias viessem a ser tangentes, ou mes-

mo nenhuma, caso elas ficassem exterio-

Figura 425

res uma a outra.
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9. Dadas trés retas (r), (s) e (t), reversas, duas a duas, pede-se construir o segmento
(AB), apoiado por (A) em (r) e por (B) em (s), de modo tal que seu ponto médio
(M) pertenca a reta (t).

Resolugdo: Sabe-se (nimero 20.4) que o lugar geométrico dos pontos médios dos seg-
mentos que se apoiam pelos extremos em duas retas reversas (r) e (s) é o plano (a) paralelo
as duas e delas equidistante.

E claro que é nesse plano (o) que estard o ponto (M), médio do segmento (AB), procurado.

Para construi-lo, sabe-se, também, que basta tomar dois pontos quaisquer (P) e (Q),
um em (r), o outro em (s), determinar o ponto médio (N) do segmento (PQ) e tragar, por
ele, as paralelas (r;) e (s;) a (r) e a (s), respectivamente, compondo o plano (a.), destas equi-
distante (Figura 426).

O préximo passo é determinar o ponto (M), trago de (t) em (o) (Figura 426).

Em seguida, tomando-se o plano (y) formado por (M) e pela reta (s), sua intersegao

com (r) é o extremo (A) do segmento (AB), que se completa pela simples uniao de (A) a (M),
(B) em (s) (Figura 427).

(t)
® )
(1)

Figura 426 Figura 427

Observe-se que, eventualmente, o problema pode nao ter solugao, isto é, pode nao ser
possivel apoiar em trés retas reversas, duas a duas, um segmento que tenha seu ponto médio
numa delas, o que acontece no caso particular em que a terceira reta (t), a que deve conter o
ponto médio (M), venha a ser paralela ao plano (o), equidistante de (r) e de (s).

E, ao contrario, resta indeterminado no caso ainda mais particular em que (t) pertenca
a esse plano (a), pois, entdo, todos os pontos de (t) constituem planos com (s), produzindo
uma infinidade de pontos (A) em (r) e, portanto, uma infinidade de retas (AB).
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10. Dados um plano (o) e duas retas reversas (r) e (s), todos exteriores, pede-se apoiar

nas reversas uma terceira reta (t), paralela a (o), e igualmente inclinada com (r) e

com (s).

Resolugao: Sabe-se (niimero 66.2) que a condigdo para que uma reta (t) forme angulos

iguais com duas reversas (r) e (s) € que ela seja paralela a pelo menos um dos planos bissetores

dos 4ngulos formados por duas retas concorrentes e respectivamente paralelas a (r) e a (s).

Assim, para obter a dire¢do
da reta procurada, deve-se, por
um ponto (J), arbitrariamente
escolhido, tragar as retas (rq) e
(s), respectivamente, paralelas
as dadas (r) e (s), construir os
planos bissetores (B;) e (B,) dos
angulos que elas formam e deter-
minar suas intersecoes (a) e (b)
com o plano dado (o) (Figura
428). Tais retas, por se inclina-
rem igualmente com (r;) e com
(s) e, portanto, com (r) e com
(s), e por pertencerem a (o), tém
as dire¢cdes procuradas para as
retas (t).

Para construir uma delas -
(t1), na Figura 428 —, basta apoiar
numa das retas (r), dadas, uma pa-
ralela (q) a (a), formando o plano
(), e buscar a interse¢ao desse pla-
no com a outra reversa dada, (s),
definindo o primeiro ponto (A),
da solugdo (t;), que se completa
conduzindo, por (A), a paralela
(AB) a(t,), que é uma das solugdes
do problema (Figura 428).

Figura 428

Ha uma segunda solugao, nao incluida na Figura 428, que corresponde a intersegao (b)

do plano (o) com o segundo bissetor (3,) dos dngulos formados por (ry) e (s;).

CELio PiNTO DE ALMEIDA

215



216

11. Dados um ponto (A) e dois planos obliquos (o) e (y), pede-se construir o triangulo

isosceles (ABC), cuja base (BC) pertenca a (o) e cujos lados iguais mecam o dobro

da distancia de (A) a (o) e que sejam, ambos, paralelos ao plano (y).

Discutir.

Resolugdo: Conhecido o valor do comprimento dos lados iguais (AB) e (AC), sabe-se

(numero 27) que os vértices (B) e (C) hao de pertencer a uma circunferéncia, cujo centro é

o ponto (O), projecdo ortogonal de (A) sobre
(o), e cujo raio é o segundo cateto do triangu-
lo retdngulo, que tem o primeiro cateto igual
a distancia de (A) a (a) e hipotenusa igual ao
dobro desse valor.

Observe-se (Figura 431) que, pelos da-
dos, as geratrizes do cone de revolugao de vér-
tice (A), com base nessa circunferéncia, for-
mam 30° com o plano (o) (Geometria Plana,
numero 200.3), visto que a hipotenusa vale o
dobro de um cateto.

E, para serem paralelos ao plano (y), os la-
dos iguais (AB) e (AC) devem pertencer ao pla-
no (y;), paralelo a (y) e conduzido por (A).

Assim, os vértices (B) e (C) sdo os pontos
de corte daquela circunferéncia com a interse-
¢a0 do plano (y;) com o dado (o) (Figura 429).

O problema tem solu¢ao para os planos
(y) que se inclinem mais que os 30° que as gera-
trizes do cone de vértice (A) construido formam
com (o) (Figura 429), mas torna-se impossivel
quando o plano (y) forma 30° com (o) (Figura
431) porque, nesse caso, (y;) tangencia o cone,
obrigando que coincidam os pontos (B) e (C),
transformando o tridngulo num segmento de
reta. Torna-se também impossivel para todos os
planos (y) que formem menos que 30° com (o)
(Figura 430), porque, nessas situagdes, as inter-
segoes (oty;) ficam exteriores a base do cone.
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12. Construir a reta (r), pertencente ao ponto dado (J) e ortogonal as retas reversas
dadas (a) e (b).

Resolugdo: Sabe-se (nimero 23.4) que, para ser ortogonal as retas (a) e (b), a reta (r)
procurada, passando pelo ponto (J), deve pertencer aos planos (a) e (y), conduzidos por
(J) e perpendiculares, respectivamente, a (a) e a (b), sendo, entéo, a intersecdo desses dois
planos (Figura 432).

Outra resolugdo, até mais rapida, consiste em tragar pelo ponto (J) a perpendicular (r)
ao plano (0) formado por uma das retas dadas - (a), na Figura 433 — e por uma paralela (b;)
a segunda, pois tal reta (r) tera, entdo, direcdo ortogonal as duas reversas dadas.

Figura 432 Figura 433

13. Estabelecer o lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois planos paralelos e
distantes de um ponto fixo um valor igual a distancia entre os dois planos.

Resolugdo: Os pontos procurados hdo de estar sobre a intersecao da superficie esférica
de centro no ponto dado e raio igual a distancia entre os dois planos com o plano equidistan-
te dos dois planos paralelos dados. Conforme a posi¢ao do ponto dado (]), o lugar geométri-
co pode ser uma circunferéncia (Figura 434); reduzir-se a apenas um ponto, para o caso da
superficie esférica ser tangente a tal plano equidistante (Figura 435); ou até inexistir, caso a
superficie esférica reste exterior ao plano equidistante dos dois dados.

Figura 434 Figura 435
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14. Construir a reta (r) pertencente a um ponto dado (J), ortogonal a reta dada (s) e
paralela ao plano dado ().

Resolugdo: Para ser ortogonal a (s), a
reta procurada deve pertencer a um plano (y)
perpendicular a (s) (nimero 23.4). E a um pla-
no (a,p), paralelo a (o), para ser paralela a este
plano, ambos, (y) e (ap), pertencentes a (J).

Assim, (r) é a intersegdo de (o) e (y) (Fi-
gura 436).

Para o caso muito particular em que (s)
e (o) sdo perpendiculares, o problema ofere-
ce uma infinidade de solucdes: todas as retas
de (aq), salvo a que une (J) ao trago de (s) em
(o1), pois esta reta serd perpendicular, e ndo
ortogonal, a (s).

15. Construir o plano (a) pertencente ao
ponto (A), sabendo que ele é perpendi-
cular ao plano (y) e paralelo a reta (r),
obliqua a (y), sendo dados (A), () e (r).

Resolugdo: O plano pedido (o) é forma-
do pela perpendicular (p) a (y) (ndmero 40) e
pela paralela (r;) a (r) , ambas conduzidas pelo
ponto dado (A) (Figura 437).

Figura 437

16. Determinar o plano (o) que, passando
pelo ponto dado (J), seja perpendicu-
lar aos planos secantes (y) e (0) dados.

Resolugao: O plano (o) procurado é o
constituido pelas retas (r) e (s), tragadas por (J)

e perpendiculares, respectivamente, aos planos
() e (0) dados (Figura 438) (nimero 40).

O problema tem sempre uma, e uma

s0, solucao, por serem secantes os dois pla-

nos dados. Figura 438
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17. Considere todos os triangulos isdsceles que tenham o vértice (A) fixo e que se
apoiem por suas bases num plano horizontal (a), também fixo.

Fazendo com que os planos desse tridngulos se inclinem desde 30° até 45° e em to-
das as possiveis posi¢des intermediarias com o plano horizontal escolhido, pede-se
instituir o lugar geométrico dos baricentros de todos esses triangulos, em fun¢ao
da distancia d de (A) a (o).

Resolugdo: Porque todos os tridangulos considerados sao isdsceles, as medianas relati-
vas as suas bases sdo também alturas, operando como retas de maior declive de seus planos,
em relagdo a (o), trazendo, por isso, os angulos formados com o plano (o).

Nas posi¢oes limites, as das inclinagdes de 30° e de 45°, os raios das bases dos cones de
revolugao a que sdo tangentes medem d ¥ 3 e d, respectivamente (Figura 440).

Assim, para essas duas inclinagdes extremas, os pés (M) e (M,) das alturas relativas
as bases de todos os triangulos isdsceles considerados ocupam as circunferéncias de cen-
tro (O), projecdo ortogonal de (A)
sobre (o) e raios respectivamente
iguais a W3 ed (Figuras 439 e
440). E, para as posi¢des interme-
diarias, correspondentes as incli-
nagdes entre 30° e 45°, esses pés de
alturas, ou medianas, serdo pon-
tos da coroa circular limitada por

aquelas duas circunferéncias.

. Figura 439
Ora, como os baricentros de

todos esses tridngulos sao homotéti-
cos dos pés das medianas, na razao 2443

2/3, para o polo (A), o lugar geomé- 3 o 1
trico procurado é a coroa circular 3
homotética daquela, para o polo (A),

na razdo 2/3, ou seja, a coroa circu-

lar pertencente a um plano paralelo d

a (o), situado a 2/3 da distancia de
(A) a (o), com centro sobre a per- “30°

pendicular de (A) a (o) (Figura 439) M)
e raios limitrofes respectivamente

243 2d : /
3 (¢ .

3 Figura 440

iguais a
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18. O vértice (A) dos triangulos isdsceles (ABC) e (APQ) equidista dos planos secantes
(o) e (y)-

Sabendo que suas bases (BC) e (PQ), dadas, sdo reversas e que também os planos
(a) e (y) sao dados, pede-se determinar a posi¢ao do ponto (A).

Resolucao: Tal como detalhado no primeiro problema deste capitulo, o lugar geomé-
trico dos pontos (A), vértices de dois triangulos isdsceles que tenham bases reversas, é a reta
interse¢do dos planos mediadores dessas bases.

Assim ¢ a reta (r) (Figura 441), a qual deve pertencer o vértice (A) procurado.

E, para equidistar dos planos (o) e (y), (A) deve pertencer a um dos planos bissetores
(B1) ou (B,) de (&) e (y) (nimero 55.4).

Ha, entdo, duas solucoes
(A) e (A) para o vértice comum
aos dois triangulos isdsceles: os
tracos de (r) com cada um des-
ses bissetores (Figura 441).

Observe-se que, para po-
si¢oes particulares dos dados, o

problema poderia oferecer ape-

nas uma solucéo, caso (r) restas-

se paralela a um dos bissetores;

nenhuma, se fosse paralela a in-

tersecdo deles; ou até, em caso

ainda mais particular, uma in-

finidade de solugoes se viesse a
pertencer a (3;) oua (B,).

Figura 441

19. Dados um ponto (A), uma reta (r) e um plano (a), exteriores, pede-se construir
o plano (y), pertencente a (A) e paralelo a (r), sabendo que (y) forma com (o) um
angulo dado X.

Discutir.

Resolugdo: Sabe-se (niimero 186) que todos os planos que passam por um ponto (A)
e que formam o mesmo 4ngulo X com um plano (o) tangenciam um cone de revolugio de

vértice (A), base em (a), com semiingulo no vértice igual ao complemento de X.

E que, para ser paralelo a reta dada (r), o plano pedido (y) deve conter uma reta (s),
paralela a (r) e pertencente a (A).
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Assim, construido o cone de revolugao de vértice (A), base em (o), com geratrizes in-
clinadas de X em relagdo a (o) e tragada, por (A), uma paralela (s) a reta dada (r), pelo trago
(H) de (s) em (o), a tangente a base do cone, define, com (s), o plano (y) pedido (Figura 442).

Observe-se que, para retas (r) que formem angulos menores que X, tal trago (H) é exte-
rior a base do cone, proporcionando duas solugdes para (y), correspondentes a cada uma das
duas tangentes que, dele, se pode tragar a base do cone (Figura 442); quando o 4dngulo que a
reta dada (r) iguala o valor X do angulo que o plano solugdo deve fazer com o dado (o), resta
apenas uma solugdo para o problema: a reta (s), paralela a (r), tragada pelo ponto (A) vindo a
ser uma reta de maior declive de (y) em relagdo a (o) (Figura 443). E, quando o angulo que (r)
forma com (o) supera X, o problema resta impossivel, ji que o traco (H), em estudo, se dd no
interior da base do cone, nao permitindo tangentes a ela (Figura 444).

Como detalhe, note-se que, no caso particular de (r) ser paralela a (a), a questdo ofere-
ce duas solugdes, correspondentes as duas tangentes, paralelas, a base do cone e que, entdo,
os dois planos que resolvem o problema cortam-se segundo a reta (t), paralela a dada (r) e
pertencente ao vértice (A) do cone (Figura 445).

Figura 443

Figura 444 Figura 445
Como resumo, fica, entdo, que o problema oferece duas, uma ou nenhuma solucio,
conforme, respectivamente, o angulo que a reta dada seja menor, igual ou maior que o an-

gulo que o plano procurado forme com o dado.
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20. Dados quatro pontos (A), (B), (C) e (D), nio coplanares, pede-se construir um

feixe de quatro planos paralelos e equidistantes, o primeiro passando por (A), o

segundo por (B), o terceiro por (C) e o ultimo por (D).

Resolu¢ao: Aproveitando a pro-
priedade que garante que qualquer
transversal a um feixe de planos pa-
ralelos e equidistantes seja por eles di-
vidida em partes iguais (numero 19),
basta unir os pontos extremos (A)
e (D), dividir em trés partes iguais o
segmento (A)(D), obtendo os pontos
(R) e (S), para organizar, com as retas
(B)(R) e (C)(S) e com suas paralelas
pelos pontos dados, os quatro planos
paralelos (Figura 446) que irao formar
o feixe pedido.

Figura 446

21. Dados quatro pontos (A), (B), (C), (D), nao coplanares, pede-se construir um feixe

de quatro planos paralelos, cada um pertencendo a cada um desses pontos, guar-

dando entre eles distancias proporcionais a valores k;, k, e k; estabelecidos.

Resolucgao: Este ¢ uma generali-
zagdo do problema anterior, baseado
na mesma propriedade das secantes a
um feixe de planos paralelos, guardan-
do a mesma propor¢ao das distancias
entre eles.

Assim, dividindo-se o segmento
formado pelos pontos extremos (A) e
(D) pelos pontos (R) e (S), tais que a
(AR) _ R)S) _ S)D)

ky ky ks
estabelecida seja obedecida, e tragan-

proporg¢ao

do as retas com as dire¢des de (B)(R) e
de (C)(S), determina-se o feixe de pla-
nos pedido (Figura 447).
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22. Um tridecaedro convexo possui uma face hexagonal e as demais, em quantidades
iguais, sdo triangulares e quadrangulares. Pede-se calcular suas quantidades A, V e
D de arestas, vértices e diagonais e provar que ele é conjugado de si mesmo.

s A _ 6+6.4+6.3 _ 6+24+18 . _
Resolugdo: A = 3 = 5 ..

A+2=F+V (nimero91) .. 24+2=13+V .. V=13

O numero D de diagonais se faz apds observar que a unica face hexagonal tem 9 dia-
gonais e que as seis faces quadrangulares contam com 12 diagonais:

2 .
D =C\ - A-Sgp=12512 - 24 - 21 (nitmero 94) s

E a simples observa¢ao que a quantidade V = 13 de vértices do poliedro em estudo
iguala a de suas faces comprova ser ele conjugado de si mesmo (nimero 97).

23. Um dodecaedro convexo tem todas as suas faces com géneros iguais. Calcular suas
quantidades A, V e D, de arestas, vértices e diagonais, respectivamente, sabendo que
é igual a 24r a diferenca entre as somas dos dngulos internos e externos de suas faces.

Resolu¢ao: Dos préprios dados, temos (numeros 92 e 93):

S;=(A-F)4r = (A-12)4r e Se=F.4r = 12 . 4r

S,-S.=24r .. (A-12)4r-12.4r="24r
Logo (ntimero 91), A+2=F+V Sooo30+2=12+V .

Para calcular a quantidade de diagonais do poliedro, vamos, inicialmente, definir o
género n de suas faces. Para tanto, anotemos (numero 99):

_n.F ¢ —n‘—]‘z ... = o.o =
A= 5 .o 30 = 5 60=n.12 n=>5

2 .
D=C, —A-sdfz20219—30-12.5=190-90 s D =100

24. Um poliedro convexo tem uma face octogonal, oito faces triangulares e dezesseis

faces quadrangulares. Calcular suas quantidades A de arestas e V de vértices.

Resolugdo: Consideradas separadamente cada uma das 25 faces do poliedro, o total de
arestas encontradas é: 8 +8.3+16.4 =96

Mas, assim fazendo, teremos contado cada aresta duas vezes, por pertencerem todas,
naturalmente, a duas faces. Assim, o ndmero A de arestas é

E, pelo teorema de Euler (numero 91):

A+2=F+V .. 48 +2=25+V V=25
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25. Um poliedro convexo tem um decagono por face, além de dez faces triangulares e
dez faces quadrangulares.

Pede-se calcular as quantidades A de arestas, V de vértices e D de diagonais do poliedro.

Resolugdo: Consideradas separadamente cada uma das 21 faces do poliedro, o total de
arestas encontradas é: 10+ 10.3+10.4 =280

Mas, assim fazendo, teremos contado cada aresta duas vezes, por pertencerem todas,
naturalmente, a duas faces. Assim, o numero A de arestas é

A =40

E, pelo teorema de Euler (numero 91):

A+2=F+V .. 40+42=21+V

Para o calculo da quantidade D de diagonais, observe-se que a face decagonal tem 35
diagonais (Geometria Plana, numero 24) e que as 10 faces quadrangulares oferecem 20 delas.

Assim, podemos (numero 94) anotar:

2
D=CV—A—sdf:ﬂ2J—4o—55 D=115

26. Um plano corta as trés arestas de um triedro trirretangulo produzindo trés pontos,
todos distando 6 cm do vértice do triedro. No tridngulo se¢ao assim formado, ins-
creve-se um circulo.

Pede-se calcular as areas das proje¢des ortogonais desse circulo sobre cada uma
das faces do triedro.

Resolugdo: A se¢ao plana no trie-
dro é um triangulo equilatero de lado
igual a 6 2 cm (Geometria Plana, na-
mero 200.2). E o circulo nele inscrito

tem, entdo (Geometria Plana, nimero
217), raio r: ’
oL 6v2. A3 _Je
3 2
Logo, a area do circulo inscrito é

2 Figura 448
S=nr =6n

Por ser equilatera a se¢do, conclui-se que sao iguais as areas S’ de suas projecdes sobre

2 2
as faces do triedro. Pode-se, entdo (numero 78), anotar: S = 3S

s S 6T 6nV'3 . , V3 2
S = = = o o S :27'5 3Cm
Y EERE NV RVEY
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27. Um tetraedro regular de 12 m de aresta é seccionado por quatro planos que contém

os pontos tercos das arestas mais proximos de cada vértice.

Retiradas as quatro piramides assim formadas, resta, do poliedro original, um oc-

taedro convexo.

Pede-se identificar as naturezas e as dimensdes de cada face desse octaedro, bem

como calcular sua area total S, seu volume V e araziao k entre esse volume V e

o volume V’ do tetraedro original.

Resolugdo: Os pontos tercos das arestas que convergem em cada vértice do tetraedro

definem planos que seccionam
o poliedro segundo triangulos
equilateros, produzindo quatro
novos tetraedros regulares, com
arestas iguais a terca parte da
aresta do original (Figura 449).

E, por estarem inscritos nas
faces equilateras do sélido dado,
os hexdgonos que restam nessas
faces sdo regulares, com lados
iguais a 4 m.

Assim, as faces do octaedro
irregular resultante sdo quatro
triangulos equilateros e quatro

hexagonos regulares, todos com 4 m de lado.

Figura 449

A drea S desse octaedro é, pois, igual ao quadruplo da soma das areas de cada um

desses triangulos e de cada um desses hexagonos, o que permite anotar:

2 2
S=4(4Z/? +6- 4;‘/;):16«/3—'+96«/3_|

2
S=112/3m

Para calcular o volume V do octaedro, basta subtrair do volume do tetraedro original

o quadruplo do volume de cada um dos tetraedros suprimidos, ou seja (numero 106.7):

3 3
V= 121“2/; 4. 3?? — 14442 — 94/2

A razdo k, pedida, se escreve (numero 115.7):

LoV _1354/2° _135.3 _ 405
VTN, 1728 T8
3

_27.15
k= 27 .64

v

3
= 13542 m

k

15
T 64
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um cubo e do tetraedro regular nele inscrito.

Resolu¢ao: Como as arestas do tetraedro regular
inscrito no cubo sdo (nimero 111.14) diagonais faciais
do cubo (Figura 450), designando por a a aresta deste,
podemos escrever:

S 6a2 6a2 .
sC - 2 -T2 e k= a
4@V V3 2043
4
Ve _ a3 _ 12a3
VvV, 3 -3 k=3
¢ (a«/g) V2 4a
12 5
E, por simples compara¢io: k, =k,

Figura 450

angulo reto das duas faces do cubo que a formam em trés partes iguais.

28. Calcular as razoes k; e k,, entre as dreas totais e os volumes, respectivamente, de

. Dois planos pertencentes a uma aresta de um cubo de 6 cm de aresta dividem o

Calcular a area total S do solido criado, no interior do cubo, entre esses dois planos.

Resolugdo: Simples calcular as arestas basicas do prisma reto formado pelos dois pla-

nos secantes (Figura 451):

B)(P) = f T—zf

P)C)=6-243 =2(3-43)
<A><P>=z.<B)<P>=4«/:?

Entao, as areas das faces laterais do prisma sdo:

S(PCTQ):S(ICTL):2(3—“/3’_‘)-6=12(3—4/?7)

Como as areas (B) de cada base sdo facilmente

quadrado face do cubo, temos:

(B):36—2-%“/;:12(3—«/;)

Entdo, a drea S pedida sera:

Figura 451

calculadas pela subtragdo das areas de dois triangulos iguais, como (A)(B)(P), da area do

S=2.12(3-43)+2.2443 +2.12(3-43)=48(3-4/3 ) +484/3

2
S=144-48 4/3 +48 /3 S |S=144em
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30. Um cubo de bases (A)(B)(C)(D) e (R)(S)(T)(U) tem area total igual a 384 m .
Sobre a aresta (A)(R) sao marcados os pontos (I), (J), (K) e (L), tais que:

A)D = (D(J) = N(K) =(K)(L) =1 m.
Considere os planos formados pelos pontos (M) e (N), médios das arestas (B)(S)

e (D)(U) e, respectivamente, por cada um dos pontos (I), (J), (K) e (L) e calcule as
areas das se¢des que cada um desses quatro planos produz no sélido.

Resoluc¢ao: Inicialmente deve-se calcular o valor da aresta a do cubo:

2 . 2 R
384 = 6a .. a =64 .. a=38

(T)
() m
Z 0 m
o) K) W)
. 1 0 )
(V) ] m
(1) 1
(A) ©
| | ©
442
82’
Figura 452 Figura 453

As quatro se¢des em estudo sdo losangos (nimero 111.4), pois os planos que as produ-
zem sdo paralelos as diagonais faciais (B)(D) e (S)(U) (Figura 453).

Para chegar as suas dreas, bastara, entdo, calcular suas diagonais maiores, pois a menor,

comum as quatro se¢des, é¢ (M)(N), igual aquelas diagonais faciais.

E, para tal, analisando o retangulo (A)(C)(T)(R), se¢ao diagonal no cubo, e os diversos

triéngulos retangulos indicados na Figura 452, fica simples anotar:
2 «/_‘ 2 2 ., I

DO) =@4v2) +3 .. MO (O

MO) =@v2) +2° . ()O)

=<4«/?) w175 ®)0) -

Il

W
ﬁ S

Il

(@)

/\‘

N—{

N

~ /\

\—1|

N v

Il

[u—

z

3

I

t [\
S5 T 5

—~
=
~
Il
oo

E, por ser igual a diagonal facial (A)(C), (L)

Assim, as dreas S}, S,, S5 e S, pedidas, sdo:

2 2
81=M S s, =8vB2m 53:M . |8y = 8466 m

5 2
:@ . |s,=48v2m s4=8“/72+8“5 e [Sy=64m
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31. Num cubo C, de aresta a, inscreve-se outro cubo, que tem sua face inferior sobre a
face inferior de C, suas arestas laterais em cada uma das faces laterais de C, com
faces laterais igualmente inclinadas em relacao as faces laterais de C.

Um terceiro cubo é assente, por sua base, na base superior do segundo cubo, com
os vértices basicos sobre as arestas basicas superiores do segundo cubo e faces la-
terais paralelas as faces laterais de C. Este terceiro cubo ultrapassa o plano da face
superior de C de um valor d.

Pede-se calcular d, em fun¢do de a e, também em fun¢ao de a,a areatotal S eo
volume V do prisma exterior ao cubo C.

Resolugao: Seja a Figura 454 construida conforme os dados. Observe-se a se¢do diagonal
do cubo C, que produz um retangulo de lados iguaisa a e a V2 (Figura 455). O segundo
cubo, inscrito em C, conforme os dados, tem aresta b igual a metade da diagonal facial de C.

av/2.

2

Assim, b=

Da mesma forma, o terceiro cubo tem aresta ¢ igual
a metade da diagonal facial do segundo cubo.
Por isso, temos:

_bﬁ_aﬁﬁ_a
=% T2 T2 ~

2

Assim, o valor d da altura do sélido que aflora

acima da face do cubo original (Figura 455) é:

2 a
d=b+c-a=-2 +—5——
2 2 Figura 454
d:%(«/?ﬂ—z) S ld= a(«/2;—1)
c
Entdo, a area total S e o volume V da parte do d

terceiro cubo que aflora o primeiro sao:

.a(«/2;—1) ENT

2 a
S=4.c.d+2c =4-

2 > .

) 2 2 «/—' b
S=a (V2-p+d- 0. |s= 22¥ZSD

’ : | |
V:aT%('\/?—l) o o b

3 A2
(2. T o |lyoaw2-1 a

v (2) ( ? 1) 8 Figura 455
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32. Um cubo C, com 16 cm de aresta, esta assente por sua base, num plano horizontal.
Considere diversos conjuntos de cubos, todos com 1 cm de aresta, dispostos, todos,
no interior de C, da seguinte forma:

e uma primeira camada cobre toda a face inferior de C;

« uma segunda camada é colocada sobre a primeira, deixando livre apenas a pri-
meira fila, tal como indicado nas Figuras 456 e 457;

o uma terceira camada repete a segunda, deixando livre a primeira fila da camada

inferior (Figuras 456 e 457), e assim sucessivamente, até que se complete a altura
de C.

Completada tal “escadaria”, dois cubos maiores, iguais, sao colocados no interior de
C, apoiados numa das fileiras, situados a frente dos degraus e encostados lateralmente
cada um em duas faces laterais de C e ambos na face superior de C (Figuras 456 e 457).

Pede-se calcular o volume da por¢ao interna a C e exterior a todos os cubos colo-
cados em seu interior.

Resolugdo: Observando-se as Figuras 456 e
457, construidas conforme os dados, nota-se que é
a meia altura do cubo C, isto é, ap6s oito camadas,
que se consegue colocar os dois cubos iguais que se
encostam lateralmente em faces de C e na face su-

perior de C, apoiando-se na oitava camada.

Por isso, esses dois cubos tém arestas medin-

do 8 cm e, entdo, o volume pedido V, igual a dife-

renca entre o volume de C e o correspondente a Floura 456
soma dos volumes de todos os cubos colocados no
interior de C, é: [
3 3 |
V=16 -16(16 +15+...+3+2+1)-2.8 |
3 2
V=16 -16(136)-16.8
|
2 2
V=16 [16 -(136)-8'] |
|
V =16 (256 - 136 - 64) = 16 (56) |
3
V =89 cm Figura 457

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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33. Calcular a razao entre os volumes de um octaedro regular e do cubo nele inscrito,
tendo por vértices os centros das faces do octaedro.

Resolucao: Sendo a aaresta do octaedro, a
aresta b do cubo valerd (nimero 114.20):

_av2
b_3

Assim, para os volumes em estudo, temos:

a«/; 3_2a3«/;
(#5H) =

3
VC:b = 27

Figura 458

Entdo, a razdo k pedida é:

3
N
2 _

o (nan7y M

3
34. Calcular a area total do icosaedro regular de volume igual a 90 (3 + Vs )cm .

k=

-9
k=

Solugdo: Sendo a a aresta do s6lido, podemos (niimero 123) escrever:

3 . 3 .
%(3+£)a:90(3+4/;) R a:95—0-12:18-12:216 Sooa=6

Como sua area total S corresponde a soma das areas dos vinte triangulos equilateros
que sdo suas faces, temos:

2
. 2
8:20-6T£:5~36@ Co[S=18043¢cm

35. A secao diagonal (A)(C)(T)(R) do ortoedro de bases (A)(B)(C)(D) e (R)(S)(T)(U) é
quadrada. Calcular seu volume, sabendo que suas arestas basicas medem, respecti-

vamente, 3 m e 4 m.

Resolucdo: Por ser um ortoedro (nimeros 129 e
130.5), o triangulo (A)(B)(C) é retangulo (Figura 459),
tendo catetos 3 e 4, e entdo, hipotenusa (A)(C) = 5.

Sendo quadrada a sec¢ao (A)(C)(T)(R) (Figura
459), resulta que a altura do ortoedro ¢ igual a 5. _ LN

Assim, seu volume V (namero 137) sera: T

)

Figura 459

. 3
V=abc= 3.4.5 . V=60m
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36. A aresta de um diedro reto serve de suporte a uma das diagonais de um octaedro
convexo regular de 4 cm de aresta.

Sabendo que as faces desse diedro contém as duas outras semidiagonais do octaedro,
pede-se calcular a area total e o volume do s6lido pertencente ao octaedro e exterior
ao diedro earazao k entre as areas totais desse poliedro e do proprio octaedro dado.

Resolugdo: O diedro reto considerado (Figura 460) tem por aresta a reta suporte da
diagonal (VS) do octaedro e suas faces contém as semidiagonais (OA) e (OB), produzindo
no solido, pelas se¢oes de suas faces, uma dupla pirdmide (V)-(O)(A)(B)-(S)-(O)(A)(B), o
que equivale, em volume, a uma quarta parte do volume do octaedro.

O poliedro em estudo, exterior a
esse diedro, tem, entio, seis faces trian-
gulares equilateras (VAD), (VDC),
(VCB), (SAD), (SDC) e (SCB), faces
também do octaedro dado e outras
duas que sao duas semisegoes diago-
nais (VSA) e (VSB), que, somadas,
completam um quadrado de lado igual
a aresta do octaedro (Figura 460).

Entdo, a drea S e o volume V
do poliedro parte do octaedro e exte-
rior ao diedro se escrevem:

$=6.5vaAD) * S(vasc)

2
S:6.4T'\/;+42 Figura 460
. 2
S=244/3 +16 S [s=83B43%2) em
3
3
ve 6. 4¥2 e voieviem

E arazdo k, pedida, se anota:

Lo S _8(Y342) _ 34342
_ 3+2)
Soct s 443 44/3
4

Lo (V3 o |l 942453
(44/3)4/3’ 12
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37. Dois planos paralelos a duas das trés diagonais de um octaedro regular seccionam
a terceira diagonal a 1 m e a 2 m de seus extremos.

Calcule o volume do s6lido limitado no interior do octaedro entre esses dois planos, co-
nhecendo o valor 4+ 2 cm da aresta do octaedro. Escolher a solu¢ao de maior volume.

Resolugdo: O valor da diagonal do octaedro é:
D=a 2 =4 ’\/? . ’\/_l =8

Os planos secantes produzem (nimero 114.9) se¢des quadradas de lados V2 e
e podem deixar o centro (O) do solido entre eles, como indica a Figura 461, ou, ao contrario,
podem deixar tal centro (O) fora do intervalo que formam, ou seja, neste caso, podem atin-
gir o s6lido em apenas uma das pirdmides

quadrangulares que o constituem.

Assim, o volume procurado corres-
pondera a subtragdo do volume do octae-
dro original e de duas piramides quadran-
gulares formadas pelos seccionamentos,
com arestas basicas iguais a V2 e 2«/?
(Figura 461), devendo ser escolhida a hi-
potese que corresponde a solu¢do de maior
volume, conforme imposto ao problema,

aquela que deixa (O) entres os dois planos

secantes.
Figura 461
Logo, o volume V pedido é:
3 2 2
V=4v2) @_%(«/?) -1-%(2«/?) 2
_ A2 2 8 ,_ 2% 2 16 : 238 3
v=isv2 . M2 2 8 5, 26 2 K S v By

38. Calcular o Volm?e do dodecaedro convexo regular, cuja area total vale
12425 +10/5 m

Solugédo: Sendo a a aresta do sdlido, temos (ndmeros 118 e 119):

2 . 2 N
3.4/25+1045.a = 12425+ 1045 Jooa=4 .. a=2
3 . 3
Assim,V=(15+4—7«/§|)-a =(15+4—7“/§|)-8 .. = V=2(15+745m
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39. Calcule a area total do ortoedro inscrito numa esfera de 13 cm de raio, sabendo que
ele tem bases quadradas e que suas arestas laterais medem 10 cm.

®)
Resolugdo: O triangulo retangulo (A)(R)(T) ‘ ©
(Figura 462) fornece: W< | -
~ I
R)(T) = v26% - 10? = /676 - 100 =24 N
AN
[
Por serem quadradas as bases, as arestas basi- 10 SR
24 Vo | .
casmedem —= =1242 . AN
v e
E, entdo, a drea total S; do ortoedro é: R) < _—
2 V)
S,=4.1242 .10+2.(12/2) Figura 462

2
S, =480 ¥2 + 576 S |8,=96(5¢/2'+ 6) em

40. Um paralelepipedo reto tem faces laterais quadradas e losangos por bases. Saben-
do que duas de suas faces laterais formam angulo de 60° e que sua area lateral vale
144 dm , pede-se calcular os comprimentos de suas diagonais, bem como sua area
total e seu volume.

Resolugao: Por ser reto, o paralelepipedo (A)(B)(C)(D)-(R)(S)(T)(U) é tal que sua
altura h éigual aos lados das faces laterais quadradas (Figura 463).

Assim, a area lateral é: ) (M
2 I\
4ah =4a” =144 . a=h=6 N (S)
R } :
E, a existéncia do angulo de 60° proporciona l "
(Figura 463): l \ i
| \
\ N
W:a:6 e (l?)k::,,,,\?,,,, (C)
BC) =an3 =645 A
Q) a ®)
Entao: Figura 463
2 2 2 _
B)(U) =a +a =72 B)(0) = 62 dm
2 2 2 —
ANT) =a +(@~3) =144 A)(T)=12dm
2 . 2
S, =4a +2-% S ]S, =36(4+4/3) dm
3
. 3
V:%.a:4 S | V=1084/3 dm
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41. Calcular o volume do prisma hexagonal regular de aresta basica igual a 4 cm, ins-
critivel numa esfera de 5 cm de raio.

Resolucdo: Por ser inscritivel numa esfera, a
diagonal (AU) do prisma (Figura 464) ¢ um de seus
diametros e, entdo, o tridngulo retangulo (A)(D)(U)
fornece:

@A)(0) = A)D) + D)0)

2 2 2 .
10 =8 +h .. h=6

s e
Assim, o volume V pedido é (nimero 141): \ // I N
( )\ :
2
V:(mh:6-4i%z~6:6.4vgﬂ6 —
Figura 464
3
V = 1444/3 cm

42. Um prisma hexagonal regular tem altura h. Sobre sua base (A)(B)(C)(D)(E)(F)
constroi-se outro prisma regular, este triangular, com base (A)(C)(E), situado no
exterior do primeiro, com altura h.

h

Sabendo que os dois prismas sao equivalentes, pede-se calcular a razao k = e

Resoluc¢ao: Nas condigdes estabelecidas, sendo a a aresta basica do prisma hexagonal
regular dado, a aresta basica do prisma triangular serd a+/3 (Figura 465).

Assim, os volumes V e V’ dos prismas hexa-
gonal e triangular, respectivamente, se escrevem:

V:6-;Z?-h
v (a«/i)zﬂ " d
E, por serem equivalentes os dois prismas:

h

2 2
VZV’ .'. 634’1\/5‘ h: 332/:? h’

2 2
3243 1 3243
2. 2 h= y) h

Sh=k .. = b _

1
N 7 Figura 465
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43. A base (ABC) de um prisma triangular reto (ABC)-(RST) inscreve-se num semi-

circulo de diAmetro (BC).

Conhecendo os valores 3 cm e 4 cm das arestas basicas (AB) e (AC), respectivamen-

te, e sabendo que as maiores diagonais faciais do prisma medem 13 cm, pede-se

calcular a area lateral S /> adrea total S;eo volume V do prisma.

Além disso, considere a piramide triangular reta (J)-(RST), construida no exterior

do prisma dado, com altura igual a do prisma e calcule seu volume V.

Resolugdo: Pelos dados, o tridngulo (ABC), base do prisma, é retangulo, por se inscre-

ver num semicirculo. E, mais ainda, é pitagdrico, o que da para sua hipotenusa:

(B)(C)=5cm

A maior das faces laterais do prisma, que ha de possuir as maiores diagonais, ¢, natu-

ralmente, a relativa a essa hipotenusa. Assim, uma de suas diagonais se calcula pela utiliza-

¢ao do triangulo retangulo (BCS) (Figura 466), que permite anotar:

B)S) =h=A13 -5
h=+169-25 =12

Assim:
Sg:3h+4h+5h: 12h

e S;=S,+2(B) =144 +2 -

Sy =144 + 12

e V=B)h=6.12

2
S€:144cm
3.4
2
2
St:156cm
3
V=72cm

©

Figura 466

Sendo reta a piramide (J)-(RST), o pé de sua altura tem de ser o circuncentro (M) da

base (RST), o que implica em que o plano (JST) assim como a altura facial (JM) sejam per-

pendiculares ao plano dessa base (Figura 466).

E, entdo, seu volume V’

vo(Bh_1 3.4

sera:

<12

3 3 2

144
Vi=—%

V' =24 cm

CELio PiNTO DE ALMEIDA
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44. Com bases nas faces de um cubo de aresta a, sao construidas seis piramides qua-
drangulares regulares iguais, todas para o exterior do cubo.

Sabendo que o sdlido assim formado, composto pelo cubo e pelas seis piramides,
tem volume igual ao quintuplo do volume do cubo, pede-se calcular o valor da al-
tura h dessas piramides, em fun¢do da aresta a do cubo e, entdo, a area S, também
em funcao de a, desse solido de 24 faces.

Resolugdo: Para o calculo de h, em fun¢ao de a, basta anotar que o volume do sélido
composto conforme os dados valha cinco vezes o volume do cubo, ou seja:

Figura 467

2
3 3 o 2 3 .
6-%+a =5a .+« 2ah=4a . h=2a

Para o calculo da area S, o triangulo retangulo (J)(O)(M) (Figura 467) da:
2 27 2 2" 5 5
o0 == s (2) = Joo s 2 - [l6dea a7

E como S vale 24 vezes a area de um triangulo face do poliedro, temos:

_ 5y Al
§=24- 2

2
5:24-%a2°17:6a.a«/17 S |s=6a 417
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45. Um prisma obliquo tem por base um hexagono regular de 4 m de lado. Suas arestas
laterais inclinam-se de 45° em relag¢do aos planos das bases.

3
Calcule o comprimento dessas arestas, sabendo que o volume do prisma vale 96 V6 m'.

Resoluc¢ao: Para o volume do prisma pode-se escrever:

V=B)h .. 9646 =6- 4“F ‘h

96 /6 =24 4/3 h /4
9%6 6 _ h
h= Sty 42 < ’

E o triangulo retangulo e isosceles
(A)(H)(R) (Figura 468) da:

¢t =hA2 . =42 A2 . [I=8m

46. Calcular o volume V do octaedro regular circunscrito a uma esfera de ¥ 6 m de

Figura 468

raio e os volumes V; e V, das esferas circunscrita e tangente as arestas do octaedro,
respectivamente.

Resolugao: Sabe-se (nimero 115.6) que o raio R; da esfera inscrita num octaedro
regular de aresta a se escreve:

Ri: a:6

Assim, o volume V do octaedro é (numero 115.7):

:af «F c | ve7vZm

Para os Volumes Vl e V, da esfera circunscrita ao poliedro e da tangente as suas ares-
tas, respectivamente, temos (numero 115.6):

3 . 3

Vi=5-1(3¥2) S v =7242m
4 3 o V.=36nm

szTTC?’ . o 5 = Tm

3
47. Calcular a area total do icosaedro regular de volume igual a 90 (3 + V5 )cm .

Resolu¢ao: Sendo a a aresta do sélido, podemos (nimero 123) escrever:

3 . 3 .
%(3+4/;)a:90(3+4/;) Sooa 950 12=18.12=216 .= a=6

Como sua area total S corresponde a soma das areas dos vinte tridngulos equilateros faces:

2
R 2
S=20-6T£=5.36J? S [$=1804/3 cm
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2
48. Uma piramide hexagonal regular tem sua base inscrita num circulo de 128t cm de
area. Sabendo que o apdtema da piramide mede 10 cm, pede-se calcular sua area
lateral S ¢> Sua drea total S; e seu volume V.

Resolugdo: O calculo da aresta basica a, igual ao raio do circulo circunscrito ao hexa-
gono base, é simples:

2 2 . 2 .
nr =7a = 1287 .. a =128 .. a:84/?
Como o apdétema do hexagono base (O)(M) vale

(Geometria Plana, numero 290) a«z/?

(—0)(M)=8«/?-@=4«/§

E o triangulo retangulo (V)(O)(M) (Figura 469) da:

, temos:

WV)(O) = (VM) - O)M)”

2 2 2 R
h =10 - 4+6) =100-96 . h=2
Dai termos:

2
sp=6-2:10 =300 S ]S, =240v2 cm

Figura 469

S, =6

2
a3 a.10 _ . 64.2.4/3 84210
2 re-210 6. ; +6. SY210.

2
S,=1924/3 +240#/2 . |S,=48(4v3+5¢2 cm
2
. 2
vel ¢ af B V=8 V) A 2 64.2.2«/?.2

3

3
—64.2.4/3 oo v=12843 em

49. Calcular o volume do tetraedro regular inscrito numa esfera de area igual a

2
27nm.

Resolugdo: O calculo do raio R da esfera em que se inscreve o tetraedro é (numero
106.6):

27m .2 27 V3

2 . 3
4nR ==+~ .. R="% .. R:T(—>

2 8 ﬁ
A aresta a e o volume V do tetraedro regular nela inscrito, valem, entdo:
3 («/? ) B av'6 . 3 Ve = af
AW
3 3
av2 _3v2 . w2 3
4

2 - 12 V=

a=3

V =
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50. Dado um triedro trirretangulo, considere, sobre a aresta (Ox), os pontos (A) e (A),
tais que (O)(A) = 3 cm e (O)(A) = 6 cm, sobre a aresta (Oy), os pontos (B) e (B’),
tais que (O)(B) = 4 cm e (O)(B’) = 8 cm e, sobre a aresta (Oz), o ponto (C), tal que
(O)(C)=5cm. Calcule o volume V eaarealateral S do pentaedro (A)(B)(C)(A)(B’),
que tem por bases os triangulos (A’)(B’)(C) e (A)(B)(C).

Resolugdo: O volume do pentaedro em estudo nada mais é que a subtragdo entre os
volumes das pirdmides triangulares (O)-(A)(B’)(C) e (O)-(A)(B)(C) (Figura 470).
Assim (numero 163):

_6.8.5 3.4.5
V=""% 6

V=40-10

3
V=30cm

Para a area lateral S temos:

_ 5.6 5.3 .. 15 _ 15
S(CAA’)‘ 2 2 =15 2 72

5.8 5.4 Figura 470
S(cBR) =5~ —5=20-10=10
_ 8.6 4.3 _ ~ T
S(ABBA) =5 - 5> =24-6=18 .. S=-2+10+18
2

51. Dado um tetraedro regular de aresta a, considere a esfera tangente as suas arestas
e calcule a drea da por¢ao da superficie do tetraedro exterior a essa esfera.

Resolugdo: Sabe-se (nimero 105.12) que a esfera tangente as arestas de um tetraedro
regular secciona as faces do solido, produzindo em cada uma delas o circulo nela inscrito
(Figura 471).

Assim, a area S pedida, por considerar da su-
perficie do tetraedro apenas as por¢des exteriores a
esfera que tangencia suas arestas, ha de ser o quadru-
plo da diferencga entre a area do triangulo equilatero
face do poliedro e a do circulo nela inscrito.

a24/? av/3 \2
[ ()]

S=14

2
S= azx/;—%

2
s:%(s.«/?—n)

Figura 471
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52. Dado um cubo de aresta a, considere a esfera tangente as suas arestas e calcule a

area da superficie do cubo que fica no exterior dessa esfera.

Resolugdo: Sabe-se (nimero 111.8) que
a esfera tangente as arestas do cubo é con-
céntrica com o poliedro e é seccionada pelos
planos das faces do cubo segundo os circulos
inscritos nesses quadrados faces.

Entdo, a drea S procurada ha de ser
igual ao séxtuplo da diferenca entre a area da
face do cubo e a drea do circulo nela inscrito
(Figura 472).

Como os raios dos circulos inscritos nas
faces do cubo valem a metade da aresta a, a
area S pedida se escreve:

2

S$=6 [az—ﬂ: (%)2] :6a2— 37?

Figura 472

2
_3a 4.
S= 5 (4-m)

53. Dado um octaedro convexo regular de aresta a, considere a esfera tangente as suas

arestas e calcule a area da porc¢ao da superficie do poliedro exterior a essa esfera.

Resolu¢ao: Sabe-se (nimero 114.8) que
a esfera tangente as arestas de um octaedro
regular secciona suas faces produzindo nelas
circulos inscritos nesses triangulos faces (Fi-
gura 473).

Assim, a area pedida ha de correspon-
der a oito vezes a diferenca entre as areas dos
triangulos equilateros faces do poliedro e as

dos circulos neles inscritos, ou seja:

)

2
_ av3 av3
S—S[ ) n( 3

GEOMETRIA EsPAcCIAL

Figura 473

2
s:%(3«/§-n)




54. O triangulo escaleno (A)(B)(C), cujos lados medem 12 cm, 10 cm e 8 cm, é base de

uma piramide triangular obliqua (J)-(A)(B)(C), que tem 15 4/7‘ cm de altura.

Sobre uma aresta lateral (J)(A), sio marcados dois pontos (P) e (Q), tais que

((P) =6 cm, (P)(Q)=3 cm e (Q)(A) =9 cm.

Pede-se calcular o volume do tetraedro de vértices (B), (C), (P) e (Q).

Resolugdo: Inicialmente, analisemos a piramide (J)-(A)(B)(C).

A area de sua base (A)(B)(C) se
calcula (Geometria Plana, nimero 321)
pela expressao:

S =4/p(p-a)(p-b)(p-c)

S= v/15.(3)(5)(7) = 1547

Embora se conheca o valor da
altura dessa pirdmide, ¢ impossivel de-
terminar precisamente a posicio do
vértice (J), pois sua altura (J)(H) nao
tem posicdo definida, ja que, embora
conhecidos os lados do triangulo re-
tangulo (J)(H)(A) (Figura 474), ainda
assim ele pode girar, em torno do vérti-
ce (A), proporcionando inumeras posi-
¢oes dos catetos (A)(H) e (H)(]).

Figura 474

Mas, observando-se que os tridngulos retangulos (J)(H)(A), (P)(1)(A) e (Q)(2)(A),
por terem lados de mesmas diregdes, sdo, aos pares, semelhantes, temos:

(P)(1) =%- 154/7

(P)(1) _ (P)(A) _ 12 _ 2
DH) ~ ()(A) ~ 18~ 3

Q@) _ Q@) _ 9 _ 1
M(H) ~O)A) 18~ 2

(Q(2) =

L 547

Entdo, o volume V do tetraedro em estudo, por corresponder a diferenca entre os
volumes V e V, das piramides (P)-(A)(B)(C) e (Q)-(A)(B)(C), respectivamente, vale:

V=V;-V,=

225.7

V= 9

V=25.7 ..

3
V=175cm

9

15f 2547 15«3/7_15«3/7 (2 )15f)
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pontos médios de suas arestas laterais.

55. Uma piramide de volume V sofre seccionamento por um plano que contém os

Pede-se calcular, em fun¢ao de V, o volume X do tronco de piramide assim formado.

Resoluc¢io: O seccionamento considerado cria, além do tronco em estudo, uma outra

2

V’:(i)3 . V:%

Entdo, por diferenga, temos: X=V -V =V -

A X=-21-.V

s A N ~ 1 . .
piramide semelhante a primeira na razio —5— e, por isso (nimero 161), com volume V’:

7

8

56. O octaedro regular (J)-(A)(B)(C)(D)-(S) é seccionado por dois planos que contém

sua diagonal (J)(S) e que passam, cada um, por um dos pontos tercos (P) e (Q) da

aresta (A)(B). Calcular, em fun¢do da aresta a do octaedro, a area S do tetraedro

convexo irregular (J)(S)(P)(Q) assim formado.

Resolugdo: O tetraedro em estudo ¢é (Fi-

gura 475) a soma de duas piramides iguais

(N-(0)(P)(Q) e (S)-(O)(P)(Q), onde (O) é o centro

do octaedro. Para o cdlculo dos segmentos iguais

(0O)(P) e (O)(Q), os triangulos retangulos iguais
(O)(M)(P) e (O)(M)(Q) (Figura 476) fornecem:

O =0 =/(3)" + (L) -

_/iJri'_/maz'_am
V1 t36 TV 36 T 6

Entao, as dreas das faces do tetraedro sao:

1
SnE)Q =Sy =72 PNQ - (NM) =

1
SMHE)S) =SMHQE) =72

(N(S) - (O)(P) =

2
1,7 avio_avs

2 @ 6 6

Logo, aarea S pedida, soma dessas, se anota:

2 2 2
Szz(aﬁ+aﬁ6/;):%(¢;+2£)

12

GEOMETRIA EsPAcCIAL

(J)

Y

(A)

Figura 475
0) ©)
©
(A) P M Q (B)
Figura 476

2
S=%-(4/3T+24/§)




57. Um prisma hexagonal regular tem todas as suas arestas medindo 2 cm e esta assen-
te por uma de suas bases (A)(B)(C)(D)(E)(F) num plano horizontal.

Considere o quadrado (X)(Y)(Z)(W) inscrito naquele hexagono, tendo os lados (X)(Y)
e (Z)(W) paralalelos a (A)(B), com vértices sobre os lados (B)(C), (C)(D), (E)(F) e (F)(A).

Tendo por base esse quadrado, considere outro prisma regular, com 4 cm de altura,
situado parte dentro do primeiro prisma, mas aflorando acima da segunda base deste.

Pede-se calcular os volumes V; e V,, respectivamente, do sélido que resta no inte-
rior do prisma hexagonal, mas externo ao segundo prisma e do paralelepipedo formado
no prisma quadrangular e situado no exterior do hexagonal.

Resolugdo: X
Para calcular o ) B)
lado x do quadra-
do (XYZW) ins- x) )
crito no hexagono YA () ©) ©
(ABCDEEF), obser-
vemos o triangu- (W) 2)
lo retangulo (XJF)
(Figura 477) que, , (E)X/2 0)
por ter um angu-
lo de 60°, permite r
escrever: Figura 477 Figura 478

X)) = ®0) .3

X (-3)WE S xm@eenés X:%zus-@
+

E como o raio r do circulo circunscrito ao hexagono ¢é igual ao seu lado, temos:
(X)(V)=x=2(3-+3)
2
V1=6-#.2—xz.2:12«/;—4(3—«/3_')2.2
Vi =1243 -48(2-43)=124/3 -96+48 /3

. 3
Vv, =604/3 -9 Jo |V, =12(54/3-8) cm

Vy=x (4-2)=4(3-43) .2

V,=4(12-643).2 .. V2:48(2—«/?)cm3
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58.

59.

60.

61.

Instituir uma expressao que relacione a area total S e o volume V de um tetraedro
regular, referidos a uma mesma unidade.

Resolugao: Sabe-se (nimeros 106.3 e 106.7) que, para um tetraedro regular de aresta a:

3
S:azx/.’)—' e a«/_'

2
12

306 3 2 6f2
S=a(4/3_l) e VzﬂM—iL

V=

Por divisdo, estas duas relagdes proporcionam:

6 3
S awh . 144343
. _ :

2 7 6 2 2
\Y a_(«/2_|) \Y%
144
S3 3 2
S = 72343 S =21643V
VvV

Instituir uma expressiao que relacione a area total S e o volume V de um cubo,
referidos a uma mesma unidade.

Resolugdo: Para um cubo de aresta a, pode-se (nimeros 112.3 e 112.6) anotar:

2 3
S=6a e V=a

3 6 2 6 3 2
S =216a e V =a S=216V

Instituir uma expressao que relacione a area total S e o volume V de um octaedro
convexo regular, referidos a uma mesma unidade.

Resolugao: Para um octaedro convexo regular de aresta a, temos (nimeros 115.3e115.7):

3
S:2a2«/?7 e a«3/;

6
3 6 2
S=8 (343) e V:a9'2
3
3 2
Por divisao, vem: 82 = 24?‘9 S =108 «/?V
\Y%

3 2
Designando, respectivamente, por kr, kC e kO as trés razoes entre S eV institui-
das nos trés problemas anteriores, pede-se relacionar essas trés razdes.

Resolugdo: Como ke =216 43, ko=216 e ko =108 43

2 2 2
temos: kyp = ke . 43 =2kg kp = 3k, = 4k,

GEOMETRIA EsPAcCIAL



62. Dado um triangulo equilatero, utilizando os pontos tercos de seus lados, considere

do hexdagono regular, e, portanto, por 3a o
lado do triangulo equildtero circunscrito ao
hexdgono (Figura 479), para o volume Vy, do
prisma hexagonal construido, conforme os
dados, e por V os valores de cada um dos
trés prismas triangulares regulares forma-
dos, pode-se anotar:

63.

o hexdgono regular assim formado e, levantando perpendiculares, por todos esses
nove pontos ao plano do triangulo, marcando sobre as perpendiculares tracadas
pelos vértices do hexagono segmentos de valor h, pergunta-se qual o valor x que
deve ser marcado sobre as perpendiculares levantadas por aqueles nove pontos,
para obter trés prismas triangulares regulares cujos volumes somados restituam o
volume do prisma hexagonal regular antes construido.

Resolugdo: Designando por a o lado

2
aﬁh
4

Vh:6.

2
CVE

4 Figura 479

V=

Para atender ao proposto, temos:

2 2
a«/? X=6- a«/; .h

4 4
3x = 6h x=2h

3Ve=Vy, . 3

Calcular o volume V do tronco de piramide triangular regular construido no inte-
rior de um tetraedro regular limitado por uma de suas faces e pelo plano paralelo a
esta face, pertencente aos baricentros das outras trés faces, sabendo que o tetraedro
tem aresta medindo 6 cm.

Resolucido: Por serem semelhantes,

na razao (2/ 3), o tetraedro formado e o

dado, podemos (numeros 106.7, 158 e

161) escrever:

3
2\3] 642 8
ve[1- ()] P00 5)sv2 y
_ 19 _19 |
V_ﬁ-lsf_ : 242
38/ 3

2cm
3

V=

Figura 480
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64. Prolongadas as arestas (J)(A), (J)(B), (J)(C) e (J)(D) do octaedro regular
(J)-(A)(B)(C)(D)-(S) de aresta a, além do vértice (J), elas produzem, respectiva-
mente, os tragos (X)), (B’), (C’) e (D’) num plano perpendicular a diagonal (J)(S).

2
Sabendo que a secao (A)(B’)(C’)(D’), assim criada, tem area 4a , pede-se cal-
cular a area total S e o volume V do tronco de piramide de segunda espécie

(J)-(A)(B)(C)(D)-(A&) (B)(C)(D’).

Resolu¢ao: Tal como no pro-
blema anterior, a piramide formada
(DH-(A)YB)C)YD’) ¢é semelhante a
(])—(jzk)(B)(C)(D) e a razao enztre as are-
as 4a , da secao formada, e a da segdo
diagonal (A)(B)(C)(D) mostra ser 2 tal
razdo de semelhanga.

Assim (Figura 481), para o tronco
de piramide de segunda espécie forma-
do, por soma, a drea Se o volume V pe-
didos sdo (numeros 161 e 162):

§=4+1)Sq)_(a)B)(C)D)

S=5-[4-(5‘2‘/?)+a2

Figura 481

S=52 W3+1)

V=0@+1Vy_a)m)c)m)

2
2 34/ . 3
V=9-—:15 a "‘22 S vz—g a V2

65. Um prisma obliquo tem arestas laterais medindo 4 cm cada.

A projecao ortogonal do prisma sobre um plano perpendicular as suas arestas late-
rais ¢ um hexdgono regular de 2 cm de lado. Calcule a drea lateral do prisma.

Resolugao: Porque a proje¢ao considerada é igual a uma se¢ao reta do prisma, sua drea
lateral se calcula em fungdo do perimetro 2pgp de sua secio reta e do valor / de sua aresta
lateral e se mede (nimero 143.2) pela expressao:

. . 2
Sy=2psg- ¢ -+ $,=6.2.4 .. |§,=48cm
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66. Calcular as razoes k; e k, entre as dreas totais e entre os volumes de um tetraedro
regular e do octaedro regular nele inscrito.

Resolugdo: Os vértices do octaedro regular inscrito num tetraedro regular sao (nime-
ro 114.1) os pontos médios das arestas do tetraedro.

Para os calculos pedidos, sendo 2a a aresta do
tetraedro e a a do octaedro, podemos escrever:
2 2
Sy =4 (2a) -#:4:;1 V3
2 2
So=8a'4:221 V3 (2) 1'
3 3
Vi = (2a) -%:%a V2o

3 .
2
S .
As relagdes (1) e (2) ddo: k; = ST = 4a24/? Sk =2
0 2a 4/?
3
Vo _ (2/3)a V2
3
Vo (13)a e

67. Seis planos perpendiculares as diagonais de um octaedro convexo regular de 6 m

Eas(3)e(4):k, =

de aresta atingem suas arestas em seus pontos tercos. Pede-se calcular a area total
S e o volume V do poliedro convexo formado com tais seccionamentos, apos as
retiradas das seis piramides quadrangulares criadas.

Resolugdo: Sabemos (ntimero 114.9) que os pla- A‘
nos perpendiculares a uma diagonal de um octaedro
regular produzem segdes quadradas.

Entdo, o poliedro formado tem seis faces qua-

dradas, duas para cada diagonal do octaedro, e oito 4 “» /
faces hexagonais regulares, cada uma inscrita em \‘/

cada face do octaedro, todas as arestas medindo 2 m,

a terca parte da aresta do octaedro (Figura 483). ‘/
Assim, para a drea procurada, temos: Figura 483
2
2 2
$S=6-2 +8-6-2§:24+48«/37 V =24(1 + 23 )m

E o volume serd a diferencga entre o do octaedro e os das seis piramides quadrangulares:

3 3
V=643/2ﬁ—6. é P N =D —8s2 V=64v/2'm
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68. Calcular o volume de uma piramide reta, sabendo que suas faces laterais formam
45° com o plano da base e que esta é um poligono convexo de 24 cm de perimetro,

circunscrito a um circulo de 127t cm de area.

Resolucio: A inclinagdo especial de 45° das faces laterais, em relagdo ao plano de base,
assegura que a altura da piramide seja igual ao raio do circulo inscrito em sua base, ja que
o triangulo retangulo (V)(O)(M) (Figura 484), representativo de uma das faces laterais da
piramide, resta isosceles.

Pelos dados, esse raio r é:

\Y)
ﬂ:r2: 12n .. r2: 12 .. r:2«/3_|
h\
Como (Geometria Plana, nimero 315)
a area (B) da base da pirdmide se calcula por
(M)

seu perimetro 2p e pelo raio r do circulo nela
inscrito, independentemente de se poder pre-
cisa-la em forma e posi¢ao, o volume V pro-

curado se escreve: Figura 484

. I

_®h_®)r _p.r
V_3_3r_3

V=48 cm

vol12.24/3.2v3 - 3
3

69. Uma piramide obliqua de altura h é seccionada por dois planos paralelos ao da sua
base, distantezs 2m un21 do outro, sendo produzidas se¢des de areas respectivamente
iguaisa 18 m e 32 m . Calcular o valor da altura h da piramide.

Resolugdo: Sabe-se (nimero 152) que as duas se¢des produzidas sao semelhantes a
base da piramide dada e que, designando por d a distancia do plano mais préximo do vér-
tice da piramide a esse vértice e por (B) a area da base da piramide, pode-se anotar, entre as
areas das secoOes e a da base da piramide:

V_IS_(iLy . 32_(d+2>2

~® \h ® \ h
E, por divisao, membro a membro, vem:
B (gL e ey
32 \d+2 16 \d+2 4 d+2

3d + 6 =4d . d=6 .. h=d+2 <« |h=8m
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70. Uma piramide quadrangular regular esta inscrita num cubo de aresta a, tendo por
base uma das faces do cubo e por vértice o centro da face oposta do cubo.

Na piramide, inscreve-se outro cubo, com uma face na base da piramide e os qua-
tro vértices da face oposta sobre as arestas laterais da piramide.

Pede-se calcular a drea S e o volume V deste segundo cubo, em fun¢ao de a.

Resolugdo: Consideremos a se¢ao diagonal do cubo, que produz um retangulo de la-
dos a e ax/; , incluindo o tridngulo is6sceles (V)(A)(C), por seccionamento da piramide
inscrita, além do retangulo (1)(3)(7)(5) no cubo inscrito na piramide, com dimensées x e
x# 2, onde x mede a aresta deste cubo (Figuras 485 e 486).

V)
(1) () 3) a
X
(5) (M) (7)
A L ©
A X2
a¥/2
Figura 485 Figura 486

Os triangulos semelhantes (V)(1)(3) e (V)(A)(C) dao:

V() _ DHB)
(VM) (A)(C)

a—x_x«/2_| . a-X _ X . . a

= o o = o o a—-X=X o o X=—
a a'/2 a a 2

Assim, a drea S e o volume V do cubo inscrito na piramide sao:

2

S=6x2=6-(%)2 S= 3;

3
e V:x3:(%)3 V:aT
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71. Um prisma triangular obliquo (A)(B)(C)-(R)(S)(T) e uma piramide triangular
reta (V)-(X)(Y)(Z) sao equivalentes.

A base (X)(Y)(Z) da piramide é um tridngulo retangulo cujos catetos (X)(Y) e (X)(Z)
medem, respectivamente, 24 m e 7 m e sua face lateral de maior area é um triangulo
equilatero.

Calcular o volume da piramide (A)-(C)(R)(S), parte do prisma dado.

)

Resolucdo: Analisandoapiramide (V)—-(X)(Y)(Z2),
o calculo da hipotenusa basica (Y)(Z) da:

Y)(Z) =~ 24"+ 7 =625 =25

E como a face lateral de maior area tem de ser

aquela que corresponde a hipotenusa, por ser reta a
piramide, sua altura (V)(O) (Figura 487) é:

"

V)(O)=h=-22

—~
~—

2

Com isso, o volume V da pirdmide, e também

o do prisma dado a ela equivalente (Figuras 487 e
488), se anota:

_ 1 .(24-7). 253/5 S V=3504/3 ®

3 2

<

Apreciando, agora, o prisma dado (Figura 488),
e, em especial, a piramide (A)-(C)(R)(S), observa-se Figura 488 ®)
que a translagdo do seu vértice (S), sobre a aresta
(S)(B), para a posi¢ao (B), porque sua altura relativa a
base (A)(R)(C) se mantém inalterada, tal como a area
dessa face, transforma a pirdmide em estudo na pira-
mide (R)-(A)(B)(C) (Figura 489), cujo volume vale a (m)
terca parte do volume do prisma.

Com isso, o volume X da piramide
(A)-(C)(R)(S) é: A

. 3
x=L . X < 3503«/:? m

®

Figura 489
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72. Calcular o Volume V eadrea S do cubo inscrito num octaedro regular de area
iguala72v3 cm sabendo que os vértices do cubo pertencem as arestas que con-
vergem nos extremos de uma diagonal do octaedro.

Resoluc¢ao: Consideremos os dois solidos, conforme os dados, além da se¢do diagonal
(J)(A)(S)(C) no octaedro e a correspondente no cubo inscrito (Figuras 490 e 491).

Sendo a aaresta do octaedro e x a do cubo, a semelhanca dos triangulos, () (A)(C)
e (J)(A)(C) da:

a2 x
2 T2 2 W)

a2 a2
2
X aﬁ—x . _ aﬁ/;—x

= e e X

a2 W2 ©
2 =av2 -x X(«/;+1)=a«/?

) —
W2 /2o 1)V /7 V
i VW2+1)w2-1) : S

«/;+1

Além disso, pelos dados, temos, para a area S do Figura 490

octaedro regular:

2
S=8-a)‘/?:2a2«/;
28 A3 =724 S =36 . a=6

Assim, levando este valor de a a expressao estabe- )

lecida para x, temos:

x=6(2-42) @ ©
x/2
—x =6 (2-42) ) ©

V=216(20-14+2)

3
V = 432(10 - 74/2) em

(S)
S=6x =6 (2-+2) =36(6-4+2) )
2 a2
S=72(3 - 2’\/;) cm
Figura 491
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73. Doistriangulosequilateros (A)(B)(C) e (J)(B)(C) pertencema planos perpendiculares.

Conduzindo por (A) uma paralela a altura (J)H) do segundo e, por (J), uma paralela

aaltura (A)(H) do primeiro, obtém-se, por intersecao dessas duas retas, o ponto (K).

Observe o poliedro convexo de vértices (A), (B), (C), (J) e (K) e informe:

a. seu género;
b. as naturezas de todas as suas faces

.
>

c. as dimensdes de suas arestas (K)(A) e (K)(B), em fun¢ao do valor a do lado dos

triangulos equilateros dados;

d. a area total S do poliedro convexo formado, em fungao de a;

e. ovolume V desse poliedro, também em func¢ao de a.

Resolucao: Consideremos, conforme
os dados, os triangulos equilateros (A)(B)(C)
e (J)(B)(C), pertencentes aos planos (1) e
(m), perpendiculares entres si (Figura 492),
e obtenhamos o ponto (K), interse¢do das
retas (1) e (s), respectivamente, paralelas as
alturas (J)(H) e (A)(H) daqueles tridngulos.

Tais retas sdo concorrentes por per-
tencerem, ambas, ao plano mediador do
lado comum (B)(C) (Figura 492).

O poliedro convexo (K)-(A)(B)(C)-()),
um hexaedro, tem, além das duas faces da-
das, os triangulos equilateros (A)(B)(C) e
(J)(B)(C), outras quatro, iguais entresi, que sa

Figura 492

oostridngulos retangulos (K)(A)(B), (K)(A)(C),

(K)(J)(B) e (K)(J)(C), todos tendo catetos respectivamente iguais aos lados dos tridngulos

equilateros dados e as alturas (A)(H) e (J)(H) desses triangulos (Figura 492).

Assim, designando por a os lados dos triangulos equilateros dados e por h suas altu-

ras, temos:

(A)B)= (A)(C) = (NB) = J)(C) = (B)(C) =a

K@A)=®( =h=-2 23

2
©®=®0= /(22) '+ 2 -
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A areatotal S desse hexaedro é, entdo, igual a soma do dobro da area de cada triangulo
equilatero dado com o quadruplo das areas dos triangulos retangulos faces, ou seja:

2
S:Z-az/;+4-l a«z/;.aﬁ

>

S

2 2 2
:21'\2/?+a'\2/2ﬁ1 S:a'\z/?(ﬁ/;;l)

O volume V do hexaedro (K)-(A)(B)(C)-(]) é (Figura 492) igual ao dobro do volume
das piramides iguais (K)-(A)(B)(C) e (K)-(J)(B)(C), obtidas pelo seccionamento do hexae-
dro pelo plano (K)(B)(C).

2 3
1 a «/? ax/; . a

. 4 . 2 L

3 V=4

V=2.

74. Considere um ponto qualquer interior a um cubo e as duas piramides que tenham
tal ponto por vértice e por bases cada uma de duas faces paralelas do cubo e analise
a variacao da soma dos volumes dessas duas piramides, em fun¢ao do volume V
do cubo, com mudangas de posi¢ao desse vértice.

Resolugao:  Sejam  (])
um ponto qualquer inte-
rior ao cubo (A)(B)(C)(D)-
RYS)(T)(U)e(])-(A)B)C)(D)
e (J)-(R)(S)(T)(U) as duas pira-
mides propostas pelo enunciado

da questdao, com volumes res-

pectivamente iguais a V| e V,,
cuja soma queremos estudar.

Sejam, ainda, x e y (Figu-

ra 493), as alturas dessas duas
piramides, e a o valor da aresta

do cubo.

Podemos, entao, escrever:
2 2 3

2 2
V1+V2=%a .X+%a .yzaT(x+y): % La=—4 :%

Conclui-se, assim, que é constante — e igual a terca parte do volume V do cubo - a soma
dos volumes das duas piramides consideradas, independentemente da posi¢ao do ponto (J).
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75. Calcular a area lateral S > a drea total S; e o volume V do cilindro circular reto
circunscrito a um prisma hexagonal regular, que tenha todas as suas arestas iguais
a4cm.

Resolug¢ao: O circulo da base do cizlindro, por ter raio igual a 4 cm, igual, é claro, a
aresta basica do prisma, tem area: B =74 = 16m.

E como a altura do cilindro é igual a do prisma, pode-
-se (numeros 190 e 191) escrever:

. 2
ngznrh:2n.4.4 . S,=32ncm

. 2
§;=S,+2(B)=32n+32n . S, =641 cm

Figura 494

2 . 3
V=nrh=7n.16.4 . V =641t cm

76. Considere um cilindro equilatero e a esfera nele inscrita e institua expressoes que
relacionem:

a. as areas S, e S, respectivamente, lateral e total do cilindro;
b. as areas S; e S,, respectivamente, total do cilindro e da esfera;
c. os volumes V.eV, do cilindro e da esfera.

Resolucao: Por ser equilétero, o cilindro considerado tem altura igual ao seu diametro
(numero 189). Assim, sendo r o valor de seu raio, pode-se anotar:

. 2

Sy=2nr.2r e+ Sy=dnr (1)
2 . 2

e S;=S,+2mr -+ S;=6nr (2)
2

Para a esfera inscrita, Se = 4mr (3)

As associagoes das relagdes (1) e (2) e (2) e (3) fornecem:

2 2 2 o 2
S£=4T|:1‘ :(T) 6mr o Sf:TSt

S = 6TEI'2 = (i) 47:1r2

_ 3
2 5=

(&

Para os volumes:

2 3 4
chnr L2r =2mr e Vv =3 nr

3 3 .
VC:2nr:(%)-%nr . VC:%V
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77. Um cilindro de revolu¢ao tem 6 cm de raio e 124 cm de altura. Dois planos, res-
pectivamente, inclinados de 30° e de 45° em relacdo as bases de cilindro cortam
seu eixo nos pontos (O) e (O,), tais que: m = 12 cm, atingindo todas as
geratrizes do cilindro.

Pede-se calcular a area lateral S > adrea total S;eo volume V do tronco de cilindro
limitado, no cilindro dado, entre os dois planos secantes.

Resolugdo: As duas seg¢des pro-
duzidas no cilindro sdo (nimero 192)
elipses, com eixos menores iguais ao seu

didmetro 12 cm e com eixos maiores

(A)(B) e (C)(D) respectivamente iguais
as hipotenusas de triangulos retangulos
com angulos de 30° e de 45° (Figuras
495, 496 € 497).

Assim, as areas dessas elipses sao
(Cbnicas, nimero 40):

S, =m—A 6=24143

V3
S,=m 12“2/? 6=36m42

Assim, podemos (numeros 197,

Figura 495

198 e 199) escrever para as dreas Sy e S; —0©
e para o volume V pedidos:

SE =2nre =2716.12

12
2
S,=144n cm !
|
S$;=S,+S$;+S k |
t / 1 2 19
igura 496
S, = 1447 + 241 /3 + 36m V2 "
—(A)
5 24
S, =12(12 + 24/3 + 3¥/2)r em 12 V3
/3
2 2 I 30\ 6B
V=nre=m6 .12 |
3 }
12
V=432 cm Figura 497
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78. Trés retangulos A, B e C, coplanares, tém, cada um, um de seus lados sobre uma

reta (r), medindo, respectivamente, a, 2a e 4a. Designando por x, b e ¢, respecti-

vamente, suas segundas dimensdes, considere as rotagdes dos trés retangulos, em

torno de (r), com amplitudes angulares, respectivamente, de 240°, 120° e 60°.

Sabendo que os trés solidos assim gerados sdo equivalentes, pede-se calcular x, em

fungdo de b e de c, assim como as areas lateral S, e total S; do sélido gerado na

revolugdo parcial considerada do retingulo A.

Calcule ainda a area total S do cilindro gerado pela

revolugao completa do retangulo C.

Resolugdo: Os trés sdlidos gerados, todos com mesmo

volume V, sdo por¢des angulares de trés cilindros de revolu-

¢d0, 0 que permite (numero 191) escrever:

_240° 2 _ 2 2
V= 3600 X a= 3 Tmax

_ 1200 .2, _ 2 2
V= 360° b .2a= 3 mab

_60° 2, _ 2 2
V= 3600 '€ .4a—Tnac

Comparando as relagoes (1), (2) e (3), temos:

2

_ 2 _
V—snax—

2
3

2
mtab =%

(1)

mac

x=b=c

A
X
B
b
C
C
Figura 498

E, para as areas do sdlido gerado pela revolu¢ao parcial do retangulo A:

SEZLZTCX.a+ZaX=(iTC+2)aX

3

3

2a

4a

SE:(LLT7T +2) ab = (4Tn +2) ac

2 2
e St:S€+2.Lnx :inba+inb +2.ab

3

3

Sy=—37b @+b)+-5-ab

3

S, = %b[Zn(a +b) + 3a]

Enfim, na revolugdo completa do retdngulo C, a area total S gerada é:

2
S=2nr. ¢/ +2nmr

S=2mc.4a+2

2
S = 8mac + 2mc

GEOMETRIA EsPAcCIAL
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79. Um cone de revolugdo tem altura igual a 12 cm.

Sabendo que suas geratrizes formam 45° com seu eixo, pede-se calcular a area total
S eovolume V do sélido.

Resolugdo: Devido ao angulo particular de 45°, o cone tem raio da base r igual a altura
h, dada e, entao:

2 2 2 2
S=nmnrg+nr e V2t =n. 12742+ nl2

2
S=144nW2 + 1) em

1 2 1 3 1 .3
V—an h—an _le n=4.144n

3
V =576 cm

3
80. Um cone equilatero esta assente, por sua base, numa das faces de um cubo de 216 cm
de volume, de modo tal que sua base se inscreva nessa face e que ele fique no exterior
do cubo. (V)

Calcular a area lateral S e o volume V do cone.

Resolucdo: Sendo a a aresta do cubo:

3 . 3 3 .
a =216 .. a =6 .o a=6

Como o cone ¢ equilatero, o triangulo (V)(O)(M) (Fi-
gura 499) da:

h:r«/;:%«/?;_':3«/; e g=2r=a=6

2 .
S=mnrg=mnr.2r=2nr «+ |S=72ncm
2 3 . 3 Figura 499
V:%ﬂ:th%Tﬂ V3 0. V=93 em

81. Num cone de revolugao de 12 cm de raio de base e 16 cm de altura inscreve-se um
cilindro equilatero.

V)
Calcular a area lateral S desse cilindro.
Resolugdo: Considerada uma se¢do meridiana
dos dois solidos (Figura 500), os tridngulos semelhantes
(V)(M)(P) e (V)(O)(B) dio: W
16 -2x  x . 16 -2x _ X
16 12 o 4 -3
. . 24 2x
48 -6x=4x .. 10x=48 s X=%
5 304 5] W (9) L(B)
Assim, S = 2ntx (2x) = 4nx Sools= =25 oy 12
25 Figura 500
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82. Um cone de revoluc¢ao circunscreve uma esfera de 3 cm de raio.
Pede-se calcular o volume do cone, sabendo que sua altura mede 8 cm.

Resolugdo: Considerando a se¢ao meridia-
na dos dois solidos (Figura 501), os triangulos
semelhantes (V)(O)(T) e (V)(M)(B) fornecem:

MO _ V® - 5 _ V(B
O)T) M)(B) 3 MB)

Tal relagdo assegura que os tridngulos re-

tangulos em questao sejam pitagoricos (Geome-

tria Plana, numero 200.1), o que permite anotar:

Figura 501

MO)=5 .. WN(MD=4
¢ (M)(B)Z%'(V)(B) Joor=—(4+r) e 5r=12+3r C.or=6

Assim, o volume V é:

2 . 3

2
V=%nrh=%n6 .8 .o V =961 cm

83. Um cilindro de revolugao, cuja altura vale o dobro do diametro, esta inscrito num
cone de revolu¢ao de 5 m de raio de base e de 13 m de geratriz.

Calcular o volume V e a area lateral S do cilindro.

Resolugdo: Pelos préprios dados, obser-
vando-se uma se¢cdo meridiana dos dois soli-
dos (Figura 502), conclui-se (Geometria Plana, \
numero 200.1) que o triangulo (V)(O)(B) ¢ pi- 13
tagdrico e que, entdo, (V)(O) = 12.

E os triangulos semelhantes (V)(M)(P) e o
(V)(O)(B) dao:
VM) _ MP) - 12-4r _ n 0 8
(V)(O)  (0)(B) 12 > 5

. . 15 Figura 502

60 -20r=12r .. 32r=60 . . r=-g-
2 . 2
Entao, S = 2nrg = 27tr . 4r = 8mr .- |S= 228575 m
2 2 3 . 3

e V=nrh=mnr (4r)=4nr .o V= 3i;§nm
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84. Os raios das bases de um tronco de cone de revoluc¢ao de primeira espécie medem,

respectivamente, 11 dm e 5 dm.

Calcule o volume do tronco, sabendo que sua geratriz é igual ao diametro da base

menor.
A 5
Resolugdo: Analisando uma se¢do meridiana
de tronco, nota-se que, pelos valores dados, o trian-
gulo retangulo ABC (Figura 503) ¢ pitagdrico (Geo-
metria Plana, nimero 200.1), o que da: 10 h
h=38
7h .2 2 . 6
e V= 3 (R +r + Rr) (nimero 206.1) B C
n.8 . 3 M
V= 3 (121 + 25+ 55) o V =536 dm Figura 503
85. Um cone de revolu¢iao tem 4 cm de raio de base e 12 cm de altura. Considere o cilindro

resolve a questdo, ja que o soélido em estudo ¢ o re-
sultante de revolugdo do pentagono concavo VABCD,
em torno do eixo que contém VD (Figura 504). 6 6

do cilindro gerado pelo retangulo VABM e do tron-
co de cone de primeira espécie gerado pelo trapézio

de revolucao de altura igual a do cone, cuja superficie lateral produza, na superficie
lateral do cone, um circulo de 2 cm de raio e calcule a area lateral S e o volume V do
solido limitado entre o plano da base do cone, o plano paralelo a esse que contém o
vértice do cone e as superficies laterais externas dos dois s6lidos que nao se penetram.

Resolucdo: Mais uma vez, uma se¢do meridiana A v

Sua drea lateral S ¢ a soma das dreas laterais Bl 2 [m

MBCD (Figura 504). 6 2410
E seuvolume V éasoma dos dois sélidos limi- ) ) )
tados lateralmente por aquelas duas superficies. o | D
Figura 504

Ainda do triangulo BCJ:
/2 2
BC=42 +6 =2410

. 2
S=2n.2.6+m(4+2)24/10 .. |S=122++10)wcm

3

2 o
V:n2.6+%(16+4+8)6 S |V=80ncm
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86. Calcular a area S de uma esfera e o raio r da secao nela produzida por um plano

secante, que determina, nela, duas calotas de distancias polares iguaisa6cmea

8 cm, respectivamente.

Resolugdo: Por ser inscrever num semicirculo, o triangulo
(P)(A)(P’), que inclui os dois polos (P) e (P') e as duas distancias

polares (A)(P) e (A)(P’) dadas (Figura 505), é retangulo. E, pelos

valores dados, é pitagdrico (Geometria Plana, nimero 200.1), o

que da:

2
S=100t cm
rzﬁcm

5

P)

Figura 505

87. Dois planos paralelos distam, respectivamente, 6 ¥ 3 cm e 6 cm do centro de uma

esfera de 12 cm de raio, deixando o centro da esfera entre eles. Sendo (M) e (N) dois

pontos pertencentes, cada um, a cada uma das circunferéncias produzidas pelos

seccionamentos daqueles dois planos na superficie da esfera, considere o menor

arco (M)(N) que se possa construir sobre a superficie dessa esfera e calcule o com-

primento da corda x que subtende tal arco (M)(N).

Resolugao: Sabe-se (nimero 211.5) que a menor distancia possivel de ser construida

sobre uma superficie esférica entre dois de seus pontos (M) e (N) é o menor arco (M)(N)

dessa superficie pertencente a um de seus circulos maximos (Figura 506). Tao particulares

sao as distancias dos planos paralelos () e () ao centro da esfera, que conclui-se que as cor-

das (N)(N’) e (M)(M’) da se¢do meridiana considerada medem, respectivamente, os lados

do hexdagono regular e do tridngulo equilatero nela inscritos (Figura 507). Com isso, a corda

(M)(N) =x, procurada, ha de ser o lado do quadrado inscrito nessa se¢ao.

(@

\Jy

Figura 506

Por isso, temos:
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88. De uma circunferéncia de centro O e raio igual a 4 cm, considere um arco AB, de

120° e calcule a area S da superficie gerada pela rotagao completa do arco AB, em

torno do eixo OA.

Resolugdao: Como aplicagdo imediata do teorema de
Arquimedes (nimero 217), temos que a area pedida se mede
pelo produto da projecao ortogonal AB’ do arco dado AB so-
bre o eixo AO da rotagdo pelo comprimento da circunferén-
cia de raio igual ao proprio raio do arco AB.

Pelo valor de seu angulo central — 120° - conclui-se

que a corda AB ¢ igual ao lado do tridngulo equilatero ins- B

crito no circulo dado (Figura 508). Entao:

_ — . 2
AB=44/3 e AB'=6..5=6.21.4 .". |S=481cm

120°

BI
e
Figura 508

89. Numa circunferéncia de 6 cm de raio, sdo tracadas duas cordas paralelas AB e A'B’ dis-

tantes entre si desse mesmo valor 6 cm, de modo tal que os extremos A e A fiquem num

mesmo semicirculo. Pede-se calcular a area da superficie gerada pela rotagao do arco

AA em torno do didmetro que é perpendicular a corda AB, numa amplitude de 240°.

Resolugdo: Tal como no problema anterior, a area S
procurada se calcula pela aplicagdo do teorema de Arqui-

medes (niimero 217). Assim: S = ?618: -MN.21.6

2 . 2
S=7(6)12n .+ |S=481cm

Observe-se que a area calculada vale para todos os ar-
cos AA’ que atendam aos dados, embora possam mudar as
posi¢oes das cordas AB e A'B] afastadas, sempre, 6 cm uma
da outra.

A_—M] B

Figura 509

90. Calcular a area gerada pelo arco BC do quadrante do circulo de centro O e 6 cm

de raio em torno do didmetro que forme 30° com o raio OB, sem atravessar o

quadrante.

Resolugdo: Pelos dados (Figura 510):
AB=0Q=3 ¢ OP =343

Assim, a drea S pedida serd (numero 217):

S=AQ.2n.0B=(343 +3)21.6

A

N

D

o 2
S=3(4/3 +1).21.6 S 1s=36(W3+ Drem

Figura 510

CELio PiNTO DE ALMEIDA

261



262

91. A aresta de um diedro de 120° é suporte do didmetro (A)(B) = 6 cm de uma esfera.

No interior desse diedro sao construidos dois semiplanos, tais que um forme 30°

com uma das faces do diedro e o outro 45° com a outra face.

Pede-se calcular as areas dos 3 fusos esféricos consecutivos assim formados, bem

como os volumes das cunhas esféricas correspondentes.

Resolucdao: Como as areas dos 3 fusos e os volumes
das 3 cunhas esféricas formadas sdo fun¢oes diretas de seus

angulos diedros, podemos (nimeros 220 e 228) escrever:
_30° 2 479 - _ 2
Sl_360° 4nr = T S;=3ncm
45° 2 479
= === 4 =
Sz S3 360° nr 3
I 2
82 = 83 = T cm
_30° 4 3  4.m.27 B 3
V1_360° 3 = e V,=3ntcm
Figura 511
v 45° 4 3 4.m.27 v _9n 3
VZ_VS_W.TTEI‘ —T V2—V3—Tcm

92.

Um quadrante de circulo gira em torno de uma reta que contém seu centro, nio o

atravessa e que forma 30° com um dos raios que o limita. Pede-se calcular o Volumze

do setor esférico assim gerado, sabendo que a drea do quadrante dado éiguala4m m .

Resolucao: O calculo do raio R do setor é ime

2
R
4

Pela posicao particular do quadrante, em rela-

. 2 .
4 = .R =16 .. R=4

¢do ao eixo da revolucdo, temos (nimero 229) (Fi-
gura 512):

oM RV3

_ R
2 ON=—-

E, entdo, por soma:
MN:h:%(«/?H):z(«/?H)

2
V:%TCR h:%ﬂ:l62('¢3_|+1)

diato (Geometria Plana, numero 317):

Figura 512

v

Cean(W3+1) 3
_fm
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93. No interior de um cubo de aresta a sao colocadas cinco esferas iguais, as quatro
primeiras apoiadas em sua base, tangentes consecutivamente, duas a duas, e tan-
gentes, cada uma, a um par de faces verticais consecutivas do cubo e a quinta tan-
gente exteriormente as quatro primeiras.

Pede-se calcular o volume da por¢iao do cubo exterior as cinco esferas, bem como
as distancias do centro da quinta esfera a cada face do cubo.

Resolugao: Porque as esferas sdo todas iguais, os C
centros das quatro primeiras pertencem a um plano pa- Y
ralelo ao da base do cubo, distante desta base um valor 0.)

©)
1, igual aos seus raios (Figura 514). , /
d

Assim, a se¢do meridiana nessas quatro esferas

(Figura 513) permite anotar: r /
d+2r:2r«/;.'.d=2r(«/?_1) yXJ
a

d= % («/; -1) Figura 513

Apreciando, agora, a se¢do pelo plano diagonal do cubo que é o meridiano para duas
esferas opostas das quatro primeiras e para a quinta (Figura 514), temos, para a altura h do
tridngulo (O;)(03)(Os):

h =) -+ -3

2

ho=dr —[rrr(W2 - 1]
ho=ar - (1+42 -1)

2 2 2 2 .
h =4r -2r =2r . h:rx/;

Entdo, as distdncias do centro (Os) as faces

do cubo sao:

a Figura 514
- 5 a cada face lateral ’

. h+r:r4/;+r:r(«/;+1):%(4/;+1)ébaseinferior
. a—%(«/;+1):%(4—«/;—1):%(3—4/?)ébasesuperior

E como todas as esferas sdo interiores ao cubo (Figuras 513 e 514), o volume V pedido
se mede pela subtracao do volume do cubo e o da soma dos volumes das cinco esferas.

_3 4 3_3 20 a \3
LOgO’ V=a _S.Tﬂ:r =a —TTC(T)

3
3 3 3 . _ 3
7 20 a 5 48 57'5)

3 Ter g™ o (V=g
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94. Num cubo de 6 cm de aresta, inscreve-se uma esfera e, em seguida, insere-se outras
oito esferas iguais, todas tangentes exteriormente a primeira e, cada qual, tangente
as trés faces que convergem em cada vértice do cubo.

Pede-se calcular o volume de cada uma dessas oito esferas iguais.
Resolu¢ao: Consideremos, numa se¢ao por um plano diagonal do cubo, a esfera (O),

nele inscrita, e uma das oito esferas (O’), conforme proposto, o que permite, observando a
diagonal (A)(A) do cubo (Figura 516), anotar:

) 5
3 (7)
~NO)
(M) W) @
Figura 515 Figura 516

(0)(A) = (O)(T) + (T)(O) + (O)(A)

Como (O)(A) = 3«/3_| , para o valor r do raio de cada uma das oito esferas menores,
observando a semelhanca entre os triangulos retangulos (O)(M)(A) e (O’)(J)(A), e a relagao
(1), temos:

303 =3+r+1M3 o (W3 +1)=343 —3=3(4/3 - 1)

_3wEon _sws-nws-n :3(3+1-2/?):3(2_¢§)
TTWEe) W3 yWE- D 3-1

Assim, o volume V procurado se escreve:
3 3 3
Vzénr =%n3 (2—«/3_')

V=36n(2-43)

3
V = 36(26 - 15¢/3 ) cm
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95. Um cone de revolug¢do e um cilindro de revolugdo, de alturas respectivamente
iguais a 45 m e 36 m, apoiados por suas bases num plano horizontal, tém seus eixos
situados sobre uma mesma reta.

Sabendo que o raio do cilindro é igual a 12 m e que as superficies laterais dos dois
solidos cortam-se a meia altura do cilindro, pede-se calcular o volume da por¢ao
do cone exterior ao cilindro.

(e)
Resolugdo: As semelhancas dos o (F) E)
triangulos retangulos pertencentes a '
uma se¢do meridiana dos dois solidos 45 18
(Figura 517) permitem anotar: 36 7
9 9 18
ro_ _ . _
- 9+18 27 - 't © 0
(A) :%12 (B)
R _ 45 45 _ R
- 9+18 ~27 - R=0 Figura 517

Entdo, dimensionados os dois s6-
lidos de revolu¢ao e observando-se que
o volume V procurado corresponde a
soma do volume do cone de revolugao
superior e exterior ao cilindro com o
volume do tronco de cone de revolu-
¢do situado abaixo da circunferéncia
de intersecdo das duas superficies la-

terais, subtraida do volume da metade
do cilindro inferior a esta curva (Figura Figura 518
518), pode-se escrever:

2

2 2 2
V= “43-9 + “;8 20"+ 12 +20.12) - w12 .18

V =48n + 6m (400 + 144 + 240) - w 144 . 18

V =48n + 61 (784) — n (2.592)

. 3
V = (48 + 4.704 - 2.592)n .o V =2.160rt m
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96. Dois pontos (A) e (B) coincidem sobre a periferia da base de um cilindro de revo-
lugdo, de grande altura. Tais pontos sao postos em movimento sobre a superficie
lateral do cilindro, durante um intervalo central de 120°, em torno de seu eixo e
no mesmo sentido, de modo tal que, a cada intervalo infinitesimal de tal angulo,
o ponto (A) sofra um translagao, sobre a geratriz em que esteja, igual a metade do
comprimento do arco de base do cilindro que haja percorrido e que o ponto (B),
com movimento semelhante, sofra translacdes iguais as metades daquelas.

Pede-se calcular a area da por¢ao limitada, na superficie do cilindro, entre as duas
hélices descritas por (A) e por (B) e a ultima geratriz considerada, em fun¢io do
raio r da base do cilindro.

Resolucdo: Construidos os dois
trechos de hélice descritos pelos pon-
tos (A) e (B), conforme os dados (Figura
519), basta planifica-los, sobre um pla-
no (y), tangente a base do cilindro dado,
no ponto (A) = (B), e observar os trian-
gulos retangulos (A)(K)(A) e (A)(K)(B)
(Figura 520), cujo cateto (A)(K) hé de cor-
responder a retificagdo do arco (A)(K) do

circulo da base do cilindro e cujos catetos
(K)(A) e (K)(B’) valham, respectivamente, a Figura 519
metade e a quarta parte daquela retificagao.

Assim, a area S procurada se calcula pela expressao:

Figura 520
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97. Dado um octaedro regular de aresta a, considere as seis esferas, cujos centros se-
jam os vértices do poliedro e cujos raios valham, todos, a metade de a.

Incluindo outras duas esferas tangentes concomitantemente a todas aquelas seis,
interna e externamente, calcule, em fun¢ao de a, o volume da por¢ao do espaco
exterior a menor destas duas esferas e interior a outra, a maior delas.

Resoluc¢ao: Analisando uma se¢do diagonal a
do octaedro (Figura 521), fica imediato concluir (V)
que o raio da esfera que circunscreve as seis da-
das, ou seja, que as tangencia internamente, é

igual a soma das metades da aresta e da diagonal '

do octaedro. E que o raio da esfera tangente ex-
ternamente as seis dadas vale a diferenca entre as
metades desses valores.

()

Sejam, entdo, R o raio da maior esferae r

o raio da menor.
Figura 521

Com isso, o volume V do espaco pedido, diferenca entre os volumes dessas duas es-
feras (Figura 521), se escreve:

V=%TER3—%7tr3=%TC(R3—I‘3):4; [(a«§2ﬁ+ 3)3—(21?— 3)3]
3 3
V=(4T“)(3T) [(«/?+1)3—(«/?—1)3] .'.V=%(5«/?+7—5«/?+7)
3 7 3
° Ta
V=T (14) e | V=TS

98. Calcular a diferenca entre os volumes gas esferas circunscrita e inscrita num octae-
dro regular de volume iguala9 42 m .

Resolug¢ao: Designando por a a aresta do octaedro, temos (numeros 115.7 e 115.6):

3
aﬁ:m/? C.oa=27 Sooa=3

3
R_aﬁ_f&ﬁ R_a«/g_%/g
<=7 2 T2 ¢ RTT@g T7%
4 3 3 an [(3W2' N3 (3v6 V3] an (2742 2746
Vc‘viz?“(Rc‘Ri)zTn (T) ‘( 6 )]: 375( 4 36 )

Veevi=Am 2 (V75 Vv V2 Vo
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99. Calcular a area S e o volume V da esfera inscrita numa piramide hexagonal Ie-
gular de 8 cm de altura, sabendo que a area da base da piramide vale 72 V3 cm

Anote, ainda, o valor da razao k entre essas duas medidas, S e V, referidas a mes-
ma unidade.

Resolugdo: Pelos dados, a aresta basica a da piramide se calcula assim:
2 . 2
6a @zn«/; S 3a 3 =14443

2 . .
a =48 .. a=+16.3 o a=443

V)
8
F AW
(@)
r
(M) H N
6
Figura 522 Figura 523

Para o calculo do raio r da esfera inscrita na piramide, a observacgao da se¢do nela pro-
duzida pelo plano mediador de duas arestas basicas opostas, o triangulo isdsceles (V)(M)(N)
(Figura 522), proporciona:

(N = 2. a“g;za«/?zzu/?.«/:?:lz

Entao, o triangulo retangulo (V)(H)(M), pitagérico, pelos dados, assim como o trian-
gulo (V)(O)(J), a ele semelhante, permitem anotar:

@0 =2 MO " r=-2(6-1)

5r =24 - 3r . 8r=24 .. r=3
2 . 2
Logo, S=4nr -« |S=36mcm
4 3 . 3
e V:?nr oo V =361 cm

Por dltimo, a razdo k, pedida, se escreve:

k=S _ 36n oo (k=1

V ~ 36m
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100. Um prisma hexagonal regular tem todas as suas arestas medindo 6 cm. Trés ci-
lindros de revolu¢do sao acoplados ao prisma, tendo por eixos as interse¢des dos
planos de pares de faces laterais alternadas do prisma, de modo tal que, com alturas

iguais a do prisma, se ajustam a trés dessas faces, restando, parcialmente, no exte-

rior do poliedro, tal como indica a Figura 524.

Pede-se calcular as areas lateral S 0 € total S;eo volume V do sdlido constituido

pelo prisma e pelas por¢des a ele exteriores dos trés cilindros.

Resolugdo: As intersegoes
dos planos das faces laterais
alternadas do prisma dado sdo
retas paralelas as suas arestas la-
terais (Figura 524) e, pela obser-
vagdo da projecdo ortogonal dos
solidos sobre o plano de suas
bases, nota-se que tais planos
formam um prisma triangu-
lar regular, representado, nessa
projecao, pelo triangulo equila-
tero (01)(0,)(0O3) (Figura 525),
o que implica em que os raios
dos trés cilindros sejam iguais
as arestas basicas do prisma e
que as amplitudes angulares das
superficies laterais dos trés ci-
lindros correspondam, todas, a
360° - 60°, ou seja, a 300°.

Por isso, o solido em estu-
do ¢ a soma do prisma hexagonal
dado com trés setores de cilindro,
com alturas iguais & do prisma,
todos com raios iguais a aresta
bésica do prisma e todos corres-
pondendo a por¢des angulares
iguais a 300° / 360°, de cada cilin-
dro (Figura 525).

\

Figura 524

(2

Figura 525
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Assim, pode-se passar aos calculos das areas e do volume pedidos:
o Area S; de cada face lateral do prisma:

S, =6.6=36
o Area S, da superficie lateral de cada setor de cilindro:

300° 5
SZZWZTC.6.6=TTE.72=6OTC

o Area S3 da base de cada setor de cilindro, obtida pela soma das areas de um setor
circular de 300° e de um triangulo equilatero (Figura 525):

2
_ 3000 2 64/3

3= 20 + O —30m+943 =3(10m+343)

o Area S, de cada base do prisma:

2
84:6.#:54«/;

e S, =35, +3S,=3(36+60m) = 108 + 1807

2
S,=36(3 + 5m) cm

e S,=S,+68;+2S, =108+ 1801 + 6 (30m + 9 /3 ) +2.54 /3
S, = 108 + 1807 + 1807 + 54 /3 + 108 /3

S, = 108 + 3607 + 162 #/3

2
S, = 18(6 + 207 + 94/3) cm

63

3
4

2
64/3

4

5 2
.6+3(—.n6 .6)+3.

e V=6. 6

.6

2 2
V=3.643.3+3.51.6 +3.3.64/3 .3

V=324 43 + 5401 + 162 4/3

V =486 43 + 5401

3
V= 54(9«/;+ 10m) cm
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